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Obxectivos
Nesta quincena aprenderas a:

Achar os sucesos dun
experimento aleatorio e
realizar operacions con eles.

Determinar se dous sucesos
son compatibles ou
incompatibles.

Calcular a probabilidade dun
suceso mediante a regra de
Laplace.

Cofecer as propiedades da
probabilidade.

Calcular a probabilidade dun
suceso nun experimento
composto.

Achar probabilidades de
sucesos dependentes e
independentes.

Aplicarlles a probabilidade a
situacions da vida cotia.

Probabilidade

Antes de empezar.
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Permutacioéns
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Recta que pasa por dous puntos
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A regra de Laplace
Frecuencia e probabilidade
Propiedades da probabilidade
Calcular probabilidades

4 _Experimentos compostos ............. pax. 10
Sucesos compostos
Regra da multiplicacion
Extraccions con e sen devolucion

5.Probabilidade condicionada ............ pax. 11
Sucesos dependentes e independentes
Diagramas de arbore
Probabilidade total
Probabilidade “a posteriori”

Exercicios para practicar

Para saber mais

Resumo

Auto-avaliacion
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Antes de empezar

O xogo mais apaixonante para . *3_‘
te faceres millonario , f

La ‘Quiniela [® F'] J,‘"

ADEMAIS

reintegros, aproximacidns, centenas, [
dltimas cifras e
1 de cada 3 décimos ten premio

Este xoves por 3 euros

| 1.200.000

]
El Quinigol BO] E

219 it e e
- e ‘
Miles de €  JORNADA: 322 1“30-@0 €
> -
Seguro que, dunha forma ou doutra, en moitas ocasiéns manexaches probabilidades e non

sempre na escola. Expresions como "probablemente chovera mafid" ou como "é probable
que o que diga sexa verdade" son bastante comuns na linguaxe cotia.

Transmision hereditaria. Por exemplo a xordeira, nunha parella de xordos, para
cada fillo que tefian, a probabilidade de que sexa tamén xordo é de 0,25. O grupo
sanguineo dos fillos depende do dos pais cunhas probabilidades que se poden calcular. As
enfermidades sanguineas xenéticas superan as 3500, e continuamente descébrense mais.

Probabilidade na linguaxe ordinaria: Casual, accidental, eventual, fortuito,
impensado, imprevisible, inesperado, inopinado, ocasional, por sorte, por chiripa, por
rebote, ao chou, sen querer, sen intencidn.

Os xo0gos de azar. Ao xogar ao domind, as cartas, aos dados, hai moitas ocasions nas

que “arriscamos”, e de seguro barallamos se é mais ou menos probable que fagamos ben
ou mal.

Investiga

Imaxina que estas nun concurso de televisiéon no :
que che ofrecen tres portas a elexir unha. Detras Elixe unha porta
dunha das puertas hai un coche e detras de cada
unha das outras un burro.

Elixes unha porta, pero antes de abrila, o _
presentador, que sabe o que hai detras de cada Z/\i’ \g’
unha, abre unha das duas que non has elixiches

tras a que por soposto hai un burro, e entéon dache
a oportunidade de cambiar a tua eleccion.

Naturalmente queres levarte o coche, que farias,
cambiar de porta ou non cambiar?
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1. Introducion: Combinatoria

As veces a parte mais dificil

do calculo de

probabilidades é contar o nUmero de casos favorables

e

posibles. A combinatoria ¢é a parte das

matematicas que se dedica ao reconto dos elementos
dun conxunto.

v Se queremos determinar de cantas formas pédense

todos o0s elementos dun conxunto
falaremos de Permutaciéns. Se entre o0s
elementos hai repetidos de forma que ao
intercambiar entre eles segue sendo o mesmo
caso, diremos Permutacidns con Repeticién.

ordenar

Cando, en lugar de querer ordenar todos os
elementos disporiibles, interésanos soamente
ordenar alguns, por exemplo para asignar unha
serie de tarefas distintas a un grupo de persoas,
tratase de Variacions. Tamén hai dous casos,
segundo se cada elemento pddese repetir ou se s6
pode utilizarse unha vez.

As veces non nos importa a orde no que se elixen
os elementos, simplemente queremos ver de
cantas formas podemos seleccionar a uns cuantos
de entre todos. Son as Combinacidns.

Permutacions

Permutacions de n elementos son o nuimero
das distintas formas que temos para ordenar
estes n elementos. Denotamolo P,.

P,=n-(n-1):(n—2)---3-2-1=n!

Permutaciéns con repeticion de n elementos
nas que o primeiro elemento repitese a veces, o
segundo b veces, ata o Uultimo que se
repite k veces (a+b+..+k=n) son o ndmero das
distintas formas que hai de ordenar estes
elementos de maneira que estes aparecen

. _ P, _ n!
ab,.k = P, Py P, a' bk

cando

importante
estamos a utilizar a combinatoria
para facer recontos é saber cal dos
distintos tipos debemos utilizar. Para
iso debemos pensar se importa a

un aspecto

todos os
repetir

orde, se se utilizan
elementos e se se pode
segundo o esquema adxunto.

Queremos contabilizar de cantas formas
distintas pode sentarse o alumnado dunha
clase de 9 persoas.

Temos m = 9 persoas que se deben sentar nas 9

mesas de clase, & dicir, debemos ordenar a ese alumnado.
Se trata de Permutacions de 9 elementos. Vexamos
como se calcula o numero de formas distintas de sentarse
na clase.

P,=9-8-2-1=9!

Para a primeira mesa temos 9 persoas distintas
Para a segunda mesa nos quedan 8 persoas distintas

Para as demals se van reducindo de 1 en 1 ata que
a Ultima persoa ten unha Onica mesa libre

Queremos descubrir de cantas formas
distintas pode facerse un collar con contas de
cores, se temos 4 contas vermellas, 3 verdes,
2 amarelas e 5 azuls.

Imos ordenar un total de 4 + 3+ 2 + 5 = 14 contas

para formar un collar. Se todas as contas foran diferentes,
as distintas formas de facer o collar serian Permutacions

de 14 elementos, pero son moitas menos ao estar repetidos
pois, por exemplo, & 0 mesmo comezar pola primeira

conta vermella que pola segunda. Tratase de Permutacions
con Repeticion de 4, 3, 2 e 5 elementos. Vexamos

como se calcula o nomero de posibles collares.
P 14!
PR - 14 - !
4,325 PP,-PP 41 31 21. 51

Por un lado conslderamos todos os collares que se poderian
facer se todas as contas foran distintas

E o dividimos entre as distintas formas que hal de ordear
cada unha das cores.

4
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Queremos contabilizar cantas palabras de 5
letras, con ou sen sentido, poderiamos crear
cun alfabeto de 10 letras.

Temos un alfabeto formado por m = 10 letras distintas.
Queremos formar palabras de tamano n = 5, podendo
repetir cada letra todas as veces que queiramos. Tratase de
Variaciéns con Repeticion de 10 elementos tomados

de 5 en 5. Vexamos como se calcula o ndmero de palabras.

VR ;,;=10-10 = 10 = 10°

Para a primeira letra temos 10 posibilidades distintas
Para a segunda letra tamén temos 10 posibilidades
Para as demais letras tamen temos 10 posibilidades

Queremos contabilizar de cantas formas pode
darse a clasificacion dos 3 primeiros nunha
carrera cun total de 16 atletas.

Temos unha carreira na que participan m = 16 atletas.
Queremos determinar de cantas formas distintas pode

ser a clasificacion dos n= 3 primeiros. Tratase de
Variacions de 16 elementos tomados de 3 en 3. Vexamos
como se calcula o numero de posibles clasificacions.

V ;=16 15 14 = 3360

Para o primeiro posto temos 16 posibilidades distintas
Para o segundo posto temos 715 posibilidades

pois o primeiro non pode quedar tamen segundo

Para a terceira posicion son 14 as posibilidades

pois hai que descontar 0s dous primeiros

Queremos contabilizar de cantas formas
poédense elixir a 9 persoas para participar
nunha actividade nun grupo de 32 persoas.

Temos un total de m = 32 persoas e de entre elas
debemos elixir an = 9 . Notese que non importa cales
gliximos primeiro e cales despois. Todas as elixidas son
participantes na actividade. E dicir, non importa a orde.
Se trata de Combinacions de 32 elementos tomados
de 9 en 9. Vexamos como se calcula o numero de
formas distintas de seleccionar a estas persoas.

c — Vaz: 9 32!
32,9 p. ~ ze

8

Se Importara a orde o que terfamos serlan V ,,
Como non importa a orde, estamos contando cada caso
moltas veces, tantas como formas de ordear teflamos
paraas 9 persoas ellxidas, & diclr, P .

Variacions

Variacions con repeticion de m elementos
tomados de n en n son o numero que indica
cuantos son os distintos grupos de n elementos
iguais ou distintos que se poden facer con
0os m elementos dispofibles. Denotdmolas VR n.

VR, , = m"

2

Variacions de m elementos tomados de n en n
(n<m) son o ndmero de formas distintas que
temos de ordenar os n elementos tomados de
entre un total de m sin repetir ningun. Dendtanse
Vmon-

m!

Combinaciéns

Chamamos Combinaciéns de m elementos
tomados de n en n ao numero de formas distintas
de seleccionar nelementos de entre un total
de m sen que importe a orde en que foron
seleccionados. As denotamos Cy, .

Se importase a orde tratariase de variacions, pero
como non importa, para calcular cantos casos hai
dividimos as variaciéons entre o niumero de formas
de ordenar estes elementos, é dicir:

m!
Vm,n _ (m—n)! _ m!

Cmn = P, nl  (m-n)-n

1. Calcula: a) Ps
b) Pio

C) PR4y3 42
d) PRz 4

2. Calcula: a) VRios
b) VRs;

C) Vios
d) Vs

3. Calcula: a) Ci75 =

b) Ci33 =

EXERCICIOS resoltos

Sol: Ps=5!=120
Sol: P;p = 10! =3628800

13!
Sol: PR 4342 =m = 900900
6!
Sol: PR 4 =ﬁ =15

Sol:  VRjps = 10° =100000
Sol: VRs; =5"=78125

Sol:  Vips = 10-9-8-7-6 =30240
Sol:  Vs3 = 5-4-3 =60

Sol C 17! 6188
ol: = =
AR PIN-T
] _ 13! _
Sol: C17,5 —10!‘3! = 286

edd
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2. Experimentos aleatorios

Espazo mostral e sucesos.

Ao extraer unha carta dunha baralla, lanzar unha
moeda, tirar un dado, e noutros exemplos analogos,
non podemos saber de anteman o resultado que se
vai obter. Son experimentos aleatorios, aqueles nos
que non se pode predicir o resultado e deles falase
aqui.

O conxunto de todos os posibles resultados dun
experimento aleatorio chamase espazo mostral, e
cada un deses posibles resultados é un suceso
elemental.

v/ Un suceso é calquera subconxunto do espazo
mostral; verificase cando ocorre calquera dos
sucesos elementais que o forman.

Hai un suceso que se verifica sempre, 0 suceso
seguro, que € o mesmo espazo mostral.

Operacions con sucesos

Cos sucesos dun experimento aleatorio pddense
realizar distintas operaciéns. Dados dous sucesos A e
B:

e A uniéon de A e B, AUB, é o suceso formado
por todos os sucesos elementais de A e de B.
Ocorre cando sucede A ou sucede B ou ambos
os dous.

e A interseccion, ANB, é o suceso formado
polos sucesos elementais comUns a A e a B.
Verificase cando acontecen A e B a un tempo.

e A diferenza de A e B, A%B, é 0 suceso
formado polos sucesos elementais de A que
non estan en B. Ocorre se sucede A pero non
B.

O suceso contrario a un dado A esta formado por
todos os sucesos do espazo mostral que non estan
en A. E o que ocorre cando non sucede A e
indicase A.

e O suceso contrario do seguro é o
suceso imposible, que non se verifica
nunca; indicase con Q.

* Ao tirar unha moeda e un dado, un
xeito de representar o espazo mostral

e:

ey ZE B ﬂE )
i gl g
s, - e
-f*(' © 9

% ."-_H‘.

1l | .J. 11
T i
u:’;i - _r’} :.:.?b_:}

»
"
-
- 4

4
o

i U
¥ Y
_"-\,‘ __;"_..:'\.._‘ Ir.--' _\-
lamd | el
Cri -
15 s
Y W W

Ou ben: (cara, 1) (cara, 2),...

e AQ tirar tres moedas (ou unha moeda
tres veces) 0 espazo mostral é:

"YeY |

BT o

£ o
y J

E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

AuB={2,3,4,6,8,9,10,12}

kY
@ &
@
® |9
12
b @
2 9
@ ANB={6,12}
Y
¥ &
@
@ |9
b
- o w
A={1,3,5,7,9,11}| @ 9
9 Rt
2 &
&
@ |9 A= “sair par”
@ |9 o
9 @ B="multiplo de 3
7
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Sucesos compatibles Sucesos compatibles e incompatibles
Cando sae 3

'| ocorren ambos Nun experimento aleatorio hai sucesos que poden
¢ @ os dous. acontecer & vez e sucesos que non.
@9 e Dise que dous sucesos son compatibles se
9 @ tefien algun suceso elemental comudn. Neste
caso ANB#@, poden ocorrer a vez.
9 @ _ Suc_esos ) . .
| incompatibles e Dous sucesos dise que son incompatibles se

non tefien ningdn suceso elemental comun,
neste caso ANB=Y, e non poden ocorrer &
vez.

Non ocorren a
un tempo, pero
no son

contrarios )
un suceso e (0] seu contrario son sempre

incompatibles, pero dous sucesos incompatibles non
sempre son contrarios, como se pode ver no exemplo
da esquerda.

e ¢ ¢ ¢ |
€ € @ €

EXERCICIOS resoltos

4. Nunha bolsa temos tres bdélas numeradas como 1, 2 e 3. Consideramos o
experimento de extraer unha bdéla e anotar o seu niumero. Escribe todos os sucesos
posibles. Indica cales deles son os elementais.

{3.{1.,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2} e {3}. Os tres ultimos son os elementais.

5. Nunha baralla, baixo o experimento de extraer unha carta, considera 0s sucesos a)
par, b) ouros, c) par e ouros, d) par ou ouros, €) par menos ouros, f) ouros menos
par e g) non par

— Observa a imaxe,

[ae]las] nt B M a) hai 20 cartas rodeadas de laranxa, as
nﬁp&%,?%i ) hal X
VA t g) outras 20 que non, as impares,

(AP LAY Lid2 il i @ 1 oures b) 10 ouros.

E3
-

:| Oros c) O 2, 4, 6,10 e 12 de ouros son pares.

d) Todos os ouros e pares xuntos son 25
cartas (todas as rodeadas por amarelo ou
laranxa)

e) Aos 2, 4, 6, 10 e 12 hai que lles quitar o
2, 4, 6, 10 e 12 de ouros, a 20 cartas
Pares quitanlles 5 e quedan 15
f)O 1, 3,5, 7e 11 de ouros.

ool e o ==
]| e0]| =5 2

o el @ @
i IR
il
e

i |l
[ #]
[ |[=s]

rip- ’E\ = e
L [e=]l=e][=]=]

6. Ao tirar un dado, consideramos os sucesos: A={Par}, B={maior de 3}, e
C={impar}. Dos tres pares de sucesos posibles AB, AC e BC, indica cales son
compatibles e/ou incompatibles:

AB compatibles, cando saia 0 4 ou 0 6.
AC incompatibles, se é par non pode ser impar.
BC compatibles, cando saia o 5.

edaod MATEMATICAS Orientadas &s Ensinanzas Académicas 4° ESO B 7



3. Probabilidade dun suceso

A regra de Laplace

Cando un experimento aleatorio é regular, é dicir, que
todos o0s sucesos elementais tefien a mesma
probabilidade de ocorrer ou son equiprobables, para
calcular a probabilidade dun suceso calquera A,
abonda con contar e facer o cociente entre o n° de
sucesos elementais que compofien A (casos
favorables) e o n® de sucesos elementais do espazo
mostral (casos posibles).

n°casodavorable

P(A) =
) n°casoposibles

Este resultado cofiécese como regra de Laplace.
Observa que para poder aplicala cdmpre que todos os
casos posibles sexan igualmente probables.

Frecuencia e probabilidade

Como sabes, a frecuencia absoluta dun suceso é o
nimero de veces que aparece cando se repite un
experimento aleatorio, e a frecuencia relativa é a
frecuencia absoluta dividida polo nimero de veces, n,
que se repite o experimento aleatorio.

Cando este numero n é moi grande, a frecuencia
relativa con que aparece un suceso tende a
estabilizarse cara a un valor fixo.

Este resultado, cofiecido como lei dos grandes
ndmeros, lévanos a definir a probabilidade dun
suceso como ese numero cara ao que tende a
frecuencia relativa ao repetirmos o experimento
moitas veces.

Propiedades da probabilidade

Vista a relacibn entre
probabilidade, cimprese que:

frecuencia relativa e

e A probabilidade dun suceso é un nimero entre O e
1.

e A probabilidade do suceso seguro é 1 e a do
suceso imposible 0.

e A probabilidade da unién de dous sucesos
incompatibles A e B ¢ P(AUB)=P(A)+P(B).

destas dedlcese ademais que:

e A probabilidade do contrario é p(A)=1-P(A)

¢ A probabilidade da unibn de dous sucesos
compatibles é p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)

m
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Extraemos unha carta dunha baralla
de 40:

P(bastos)=10/40=0,25
P(as)=4/40=0,1
P(as de bastos)=1/40=0,025

Resultados obtidos na simulacién
do lanzamento de tres moedas

1000 veces

Ocaras 132 |
fr(0)=132/1000=0,132

P(0)=1/8=0,125

1cara 375 [N
fr(1)=375/1000=0,375

P(1)=3/8=0,375

2 caras 372 _
fr(2)=372/1000=0,372

P(2)=318=0,375

Scaras 121 NG
fr(3)=121/1000=0,121

P(3)=1/8=0,125

Sospeitamos que un dado esta trucado e
entretémonos en tiralo 100 veces e
anotar os resultados, e obtemos:

1 2 3 4 5 6

F 20 30 15 15 10 10

Fr 1 0.2 103 ]0.15| 0.15 | 0.1 | 0.1

Concluiremos, P(1)=P(2)=:-- xa non é
1/6, senén aproximadamente P(1)=0,2;
P(2)=0.3 etc. Aqui estaremos a usar a
frecuencia relativa como probabilidade, a
partir deste momento terémolo en conta
ao xogar con ese dado.

A="par” B="multiplo de 3”
P(A)=6/12=1/2 P(B)=4/12=1/3
P(A)=1/2 p(B)=2/3
11 1 2
P(AwB)—§+§—g—§
Y
@ &
&
o |9
. a3 _
v 3
Z £
o

edd




10.

11.

EXERCICIOS resoltos

Temos wun dado de 20 caras {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6}
perfectamente equilibrado Cal é a probabilidade de obter cada un dos resultados
posibles?

P(1)=1/20=0,05 P(2)=2/20=0,1 P(3)=3/20=0,15
P(4)=4/20=0,2 P(5)=5/20=0,25 P(6)=5/20=0,25

Se lanzamos o dado anterior 1000 veces, cantas veces espera que saia cada

resultado aproximadamente?

O 1 saira ao redor de 50 veces. O 2, ao redor de 100. O 3, ao redor de 150. O 4, ao
redor de 200. O 5, ao redor de 250 e o 6, ao redor de 250.

Para o dado {1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5} de 20 caras calcula as
probabilidades seguintes:

a) P(par)= 8/20 =0,4 Hai tres 2 e cinco 4, 8 pares

b) P(maior de 3)= 11/20=0,55 11 posibles entre 20

¢) P(par e maior de 3)=5/20=0,25 S6 0 4 é par e maior de 3, e hai 5
d) P(par ou maior de 3)=14/20=0,7 Sesae 2,40u5

e) P(par menos maior de 3)=3/20=0,15 So6 se sae 2
f) P(maior de 3 menos par)=6/20=0,3 Sesae 5
g) P(non par)=12/20=0,6 Sesael,30u5

Nunha bolsa temos 7 bélas vermellas, 9 bélas azuis e 4 verdes. Extraemos unha
béla, calcula a probabilidade de que

a) Non sexa vermella P(non R)=13/20=0,65 20 bdlas: 7 vermellas e 13 non

b) Sexa verde P(V)=4/20=0,2 4 verdes

c) Sexa verm. ou azul P(RUA)=16/20=0,8 7+9=16 vermellas ou azuis
Nun grupo, o 40% xoga baloncesto e o 60% futbol, Algun deporte destes, 85%

sabendo que o 85% practica algin dos dous deportes,

que porcentaxe xoga aos dous? ‘
P(F)=0,60 P(B)=0,40 P(FUB)=0,85 .
P(FUB)= P(F)+P(B) - P(FNB)
0,85=0,60+0,40-P(FAB) P(FNB)=0,15 15%

Futbol

60%

Baloncesto

40%

No grupo A hai 18 persoas, das que 10 falan inglés e 8 non; no B hai 12 persoas,
das que 3 falan inglés e 9 non; no C hai 10 persoas, 3 que falan inglés e 7 que
non. Elixese ao chou unha persoa de cada grupo, calcula a probabilidade de que
desas tres, polo menos unha fale inglés.

Nos sete sucesos da dereita hai polo menos unha persoa que o4 bele ~  belc

fala inglés, en vez de mirar as slGas probabilidades, € mais (2. _| tish NN Enatish |

comodo calcular a do contrario, que ningun dos tres fale (+ )Isoeak = o)[speak o 2yNo habio
- f Inglés

|
inglés, para escoller ao do A conto con 8 persoas que non = —— I — -
falan inglés, para o do B con 9 e para o do C con 7. Asi os “':-'):_--! ingiés <
casos favorables de que ningun fale inglés son 8 - 9 - 7 e os [*® gl (D)
casos posibles 18 - 12 - 10
P(polo menos un fale inglés)=
=1-P(ningun fala inglés)=
=1-8:9.7/18-12:10=1-7/30=23/30

ed cﬂd MATEMATICAS Orientadas as Ensinanzas Académicas 4° ESO
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4. Experimentos compostos

Sucesos compostos

Un experimento composto é o que esta formado
por varios experimentos simples realizados de forma
consecutiva.

Para calcular o espazo mostral dun experimento
composto convén, en moitas ocasions, facer un
diagrama de arbore que represente todas as opcions.
Cada resultado vén dado por un camifio do diagrama.
Observa no exemplo como construir o diagrama de
arbore.

Regra da multiplicacion

Se te fixas no exemplo anterior, ao indicar a
probabilidade de cada rama do camifio, obtense a
probabilidade de cada suceso composto calculando o
produto dos respectivos sucesos simples.

Para calcular a probabilidade dun suceso nun
experimento composto, multiplicanse as
probabilidades dos sucesos simples que o forman.

Extraccions con devoluciéon
e sen devolucion

Un exemplo de experimento composto atopamolo na

extraccion sucesiva de cartas ou de bdlas dunha urna,
. , hestes casos hai que considerar se se devolve a

carta, a bodla, etc. antes de sacar a seguinte, ou non.

40 cartas, 10 son copas e 30 non

W 10w C @
lmllnmﬂnlﬂ g
1 i
C
c
C
C
cCe®
]
®
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Tiramos unha moeda tres veces
seguidas, cal é a probabilidade de
obter tres caras?

1.-C@
c(j‘:x
vy oy > 48 = -
99 L0909 A \z\ <c
(O] [ X
P s e
POP|VL® N {ng
X

8 casos posibles
1 caso favorable

PCCC)====-=.=

A probabilidade de C
en cada moeda 1/2

Probabilidade
P(~)=0,14
P(V)=056
P(N)=0,3

-10 sectores
3 laranxas
7 azuies

A probabilidade
de seguir o
camifio azul e
o0 camifio verde *
obtense
multiplicando

Sacamos sucesivamente duas cartas
dunha baralla de 40. Cal é a
probabilidade de que as duas sexan
de copas?

A probabilidade de que a primeira carta
sexa de copas € 10/40.

Para a segunda, a probabilidade depende
de que devolvamos a primeira carta ao
mazo ou non.

Con devolucion

pccy 1010 1
40 40 16

Sen devolucién

10 9 3
PCC) = 3 oo = —
40 39 52
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Casos favorables de B ocorrendo A

P(B/A)=

Casos posibles ocorrendo A

Casos favorables de Ae B

Casos favorables de A

Casos favorables de A e B

Casos favorables en total

__ P(ANB)
T P(A)

Casos favorables de A

Casos favorables en total

Os sucesos "o dia esta gris" e "levar
paraugas"” inflien entre si. Os sucesos
"estudar” e "aprobar”, son sucesos que se
favorecen; cando se estuda, aumenta a
probabilidade de aprobar.

Nunha urna temos bélas vermellas e azuis
numeradas como na figura. Cal é a
probabilidade de sacar cada niumero?

o @OO©
3 0000

Se sabemos que a bdla é vermella
P(1/R)=2/4 (de 4 vermellas hai 2 con 1)
P(1)<P(1/R) favorécense
P(2/R)=1/4 (de 4 vermellas hai 1 con 2)
P(2)>P(2/R) desfavorécense
P(3/R)=1/4 (de 4 vermellas hai 1 con 3)
P(3)=P(3/R) son independentes.

iq o JPCVNY=0,35.0,4
PN P(VG)=0,35.0,6

“5 7 [P(RN)=0,50.0,7
iﬁ"v‘“—-P(RG)zo,5o-o,3

. P(AN)=0,15.0,6

\ﬁ\P(AG)zo,ls-oA

Suma =1

P(N)=P(V)-P(N/V)+P(R)-P(N/R)+P(A)-P(N/A)=

=| 0,35.0,4 [+{0,50.0,7 |+| 0,15-0,6 |=0,58

Tirase unha moeda e, segundo saia
cara ou cruz, sacase unha béla da urna
indicada. Se a béla saiu verde, cal é a
probabilidade de que saise cara?

E c 0,5-:0,4=0,20

@ 20,5-0,6=O,30

P(V)=0,20+0,30=0,50

@

0,5-0,4 02

-—£-04
p(C/v)=05-04+05-06 05

5. Probabilidade condicionada

Sucesos dependentes e independentes

Cando se realizan observaciéns de varios sucesos
pode que un dependa do outro.

A probabilidade de que ocorra un suceso B cando esta

a ocorrer outro, A, chamase condicionada, e
exprésase p(B/ZA).
p(B/A):w
P(A)

Dados dous sucesos, dise que son independentes se
a presenza dun non inflie na probabilidade do outro,
é dicir, se P(BZ/A)=P(B); no caso contrario son
dependentes.

vV AeB independentes: P(B/Z/A)=P(B) e ao ter en
conta a férmula anterior para p(B/A),
A e B independentes: P(ANB)=P(A)-P(B)

Probabilidade total

Como puideches ver, nos experimentos compostos
poédese facer un diagrama en arbore, e cada resultado
vén dado por un camifio nesa arbore. Para calcular
unha probabilidade s6 hai que debuxar o camifio
correspondente, e o produto das probabilidades de
todas a ramas que o forman sera o valor que
buscamos.

Asi se ocorre A e logo B: P(A e B)=P(A)-P(B/A)

v A suma das probabilidades de todos os camifios é
igual a 1

Consideremos 0s sucesos representados
pola imaxe; E="Encarnado", V="Verde"
e A="Azul" son tres sucesos
incompatibles e tales que a unién forma
todo o espazo mostral. Sexa C="circulo" &
un suceso calquera, daquela:

P(C)=P(E)-P(C/E)+P(V)-P(C/V)+P(A)-P(C/A)

Este resultado é o
probabilidade total.

que se cofece como

Probabilidade "a posteriori"

En ocasions interesa cofiecer la P(A/S), é dicir, cando
Xa sabemos que ocorreu S na segunda experiencia,
preguntamonos a probabilidade de que se chegara a
través de A.

E unha probabilidade condicionada:

P(A/S):%

Expresién cofiecida como Formula de Bayes.

edd
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12. Lanzamos un dado de 4 caras {1,2,3,4} e outro de 10 {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4}. Cal é
a probabilidade de obter dous tres. E dous catros?

P(3e3) =1/4 - 3/10 = 3/40 = 0.075
P(4 e 4) =1/4 - 4/10 = 4/40 = 0.1

13. Nunha bolsa temos 5 boélas numeradas do 1 ao 5. Extraemos duas bolas,
a) Cal é a probabilidade de obter un 2 e un 3 se non devolvemos as bdlas sacadas?
b) E cal se as devolvemos?

Sen devoluciébn P =1/5 - 1/4 = 0.05
Con devolucion P = 1/5 - 1/5 = 1/25 = 0.04

14. Ao tirar dous dados, cal é a probabilidade de obter polo menos 10 puntos?.

Obtéfiense 10 ou mais puntos en 46 64 55 56 65 e 66.
Son 6 casos, cada un deles con probabilidade 1/6 - 1/6 = 1/36.
P(polo menos 10 puntos) = 6 - 1/36 = 1/6
Ou ben, hai seis casos favorables de entre os 36 posibles, P = 6/36 = 1/6

15. Tiramos unha moeda trucada na que P(C)=0,6 e P(X)=0,4. Se sae cara tiramos un
dado {1,2,3,4} de 4 caras e, se sae cruz, un {1,2,3,4,5,6} de seis. Temos a
mesma probabilidade de que saia 1 despois de que saia cara ou cruz? Canto vale
en cada caso? Cal é a probabilidade de que saia 17?

Non, P(C1)=0,6 - 1/4 = 3/20 P(X1) = 0,4 - 1/6 = 2/30
P(1) = P(C1) + P(X1) = 3/20 + 2/30 = 13/60

16. Temos un dado {1,1,1,1,2,2,2,2,2,2} de 10 caras. Se X 04-05
sacamos un 1, tiramos unha moeda, e dous se 0 ¢ 04-05
sacamos un 2. Cal é a probabilidade de obter unha ! 00
cara? Os casos 10, 20X y 2XO tefien unha cara. o 0-6-0.25

A suma das probabilidades é a solucién: 2 06-0.25
P=0.2+0.15+ 0.15=0.5 X0 ¢ 06-025
XX 06-025

Temos un dado {1,1,1,1,2,2,2,2,2,2} de 10 caras. Tiramos o dado, se sae 1,
sacamos unha béla de {RRNNN} e, se sacamos un 2, sacamos unha de {RRRRN}.
Saiu N, cal é a probabilidade de que fose cun 1 do dado 0.4-2/5=0.16

Observa a figura, a probabilidade de que saira 1N entre 0.43/5-0.24

0 que pode ser que saira 1N ou 2N é:
/Ny - 0:24 _0.24

= = 0.666
0.24+0.12 0.36

0.6-1/5=0.12
0.6-4/5=0.48

17. A probabilidade de atinar en amarelo na diana da figura é 0,3, en verde 0,4 e en
laranxa 0,3. Ademais se se atina en amarelo a probabilidade de que sexa en brillo
€ 0,7; a probabilidade de brillo en verde é 0,6 e en laranxa 0,3.

a) Cal é a probabilidade de atinar na zona brillante?
P(Brillo)=P(A)-P(Brillo/A)+P(V)-(P(Brillo/V)+P(L)-P(Brillo/L)
P(Brillo)=0,3:0,7+0,4-0,6+0,3-0,5=0,21+0,24+0,15=0,60

b) Se se atinou na zona brillante, cal € a probabilidade de que fose

en amarelo.

P(A/Brillo)=P(A e Brillo)/P(Brillo)=0,3-0,7/0,60=0,21/0,60=0,35

12 edod



Para practicar

.Unha clase ten 20 persoas. Se
queremos dividila en 2 equipos col
mesmo nUdmero de persoas, de cantas
formas se pode facer?

. Unha comunidade de vecifios formada
por 36 persoas debe elixir unha persoa
para o posto de presidenta, outra de
secretaria e outra de tesoreira. De
cantas formas distintas pode facerse?

. De cantas formas distintas podes cubrir
unha quiniela?

Ten en conta que unha quiniela esta formada por
14 partidos nos que se poden pofier 3 resultados
(1 X 2) e un pleno ao 15 no que hai que adivifiar
0 numero de goles de local e visitante entre 4
valores (0 1 2 M) para cada un.

. Nunha proba ciclista con 53
participantes entreganse 3 maillots. De
cantas formas se poden repartir tendo
en conta que unha mesma persoa pode
gafar varios?

. Queremos colocar 12 libros nunha

estanteria. Descubre de cantas formas

pode facerse si:

a) Todos os libros son distintos.

b) So hai tres libros distintos: 4 do 1°
tipo, 3 del 2° e 5 del 3°.

c) Se ademais todos os iguales deben
quedar xuntos.

. Existen no mercado varios tipos de
dados, ainda que o mais normal sexa o
cubico de seis caras. Hainos de 4, 6, 10,
12 e 20 caras. En xeral, van
numerados do 1 ao n® de caras que
tefien. Escribe o suceso "Par" para cada
un deles.

. Temos un dado de 4 caras numeradas
do 1 ao 4. Tiramolo unha vez. Escribe o
suceso seguro, o imposible, e todos os
posibles clasificados polo seu tamafio.

. Temos un dado de 6 caras branco, no
que se escribiron nas suUas caras o0s
seguintes ndameros {1,1,1,2,2,3}.
Escribe todos os sucesos posibles.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Na escola municipal dunha vila hai
clases para deportes de equipo de
baloncesto, futbol e voleibol. Hai 100
inscritos en deportes de equipo, 70 van
a clases de futbol, 60 de baloncesto e
40 a fuatbol e baloncesto. Cantos van s6
a voleibol?

Determina o numero de cartas, nunha
baralla espafiola de 40:

a) con numeraciéon menor que 4.
b) de bastos e maiores que 4.
¢) que sexan figuras de ouros o bastos.

Nunha baralla espafola, conta as cartas
dos sucesos:

a) Ouros e setes b) Ouros ou setes
c) Sete de ouros d) Figuras
e) Ouros ou figuras f) Ouros e figuras

Para un dado de seis caras
{1,2,3,4,5,6}, escribe 0s sucesos:

a) Par

b) Non par

c) Par e maior que 3

d) Par ou maior que 3

e) Par menos maior que 3

f) O contrario de (par e maior que 3)

Temos un dado cos numeros {1,1,1,2%.
Se o lanzamos 100 veces, arredor de
que cantidade de veces saird cada un
dos posibles resultados?

Temos un dado de dez caras numeradas
como {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4}. Cal é a
probabilidade de cada un dos sucesos
elementais?

Temos unha ruleta de 10 posiciéns, 3
vermellas, 4 verdes, 2 negras e unha
azul. Cal é a probabilidade de que ao
Xirala se obtefia cada unha das cores?

Se lanzamos duas moedas poderemos
obter un destes 4 resultados {00, XO,
OX, XX}. Podes escribir desta forma os
posibles para tres moedas. E para 4.
Cal é a probabilidade de obter duas
caras en cada un dos experimentos?

edd
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17.

18.

19.

20.

14

Sabendo que P(A)=0.5 , p(B)=0.7 e
P(2)=0.3, calcula P(1), P(3), P(),
P(5), P(6), P(7) e P(8),

i)l

Ld7|8

N

Cal é a probabilidade de obter laranxa,
verde, azul ou gris en cada unha das
seguintes ruletas?

I

N
u

a

{/‘

[

W

Temos un dado de 10 caras desta
formaf{1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2}. E
duas urnas, unha A={E, E, E, V, V} e
B={E, V, V, V, V}. Lanzamos o dado, se
sae 1, extraemos unha béla de A, e se
sae 2, de B. Cal é a probabilidade de
extraer unha encarnada de A? E unha
encarnada de B? E unha verde de A?.

Nunha bolsa hai as seguintes boélas
{1,2,2,3,3}. Extraemos primeiro unha
béla e devolvémola para extraer outra.
Calcula a probabilidades seguintes:
P(1,1), P(1,2), P(1,3).

MATEMATICAS Orientadas as Ensinanzas Académicas 4° ESO

22.

23.

24.

25.

26.

27.

.Se para a segunda extraccion do

exercicio anterior non devolvemos a 12
béla, cal é o valor das probabilidades
agora?

Calcula as probabilidades de obter 2
ouros ao extraer duas cartas dunha
baralla espafiola nos casos de
devolverlle e de non lle devolver a 12
carta a baralla antes de extraer a 22.

Temos un dado de 10 caras da forma
{1,1,1,1,2,2,2,2,2,2}, e dulas urnas,
unha A={R,R,R,V,V} e outra
B={R,V,V,V,V}. Lanzamos o dado, se
sae 1, extraemos unha béla de A, e se
sae 2, de B. Cal é a probabilidade de
extraer un R? E un V?.

Temos unha urna con bélas numeradas
como se indica {1,1,2,2,2} e duas
urnas I={R,V} e HH={N,N,R,V}.
Extraemos unha béla para decidir de
que urna escollemos outra. Cal é a
probabilidade de obter R ou N?

Realizado o experimento do exercicio
anterior, resultou ser V. Cal é a
probabilidade de que fose extraido da
urna A? E da B?

Lanzanse duas moedas. Se saen duas
caras tirase o dado {1,1,1,2,2,2} e se
non, o dado {1,1,2,2,3,3}. Cal é a
probabilidade de obter un 1? Cando sae
un, con que probabilidade sairon tamén
duas caras?

Dez amigos organizan unha viaxe e
elixe o destino un deles por sorteo. Seis
queren ir a costa e catro ao interior.
Dos primeiros, dous queren ir ao norte
e catro ao sur. Dos do interior, a
metade prefiren o norte e a outra
metade o sur.

a) Acha a probabilidade de ir & costa do
norte.

b) Cal é a probabilidade de ir ao norte?

c) Se van ao norte, cal é a

probabilidade de que sexa a costa?

edd



Para saber mais | -+ |

Un pouco de historia

A probabilidade naceu ao redor dos xogos de >
azar. Nas civilizaciéns antigas (Exipto, Grecia, -
Roma) usabase un 6so a xeito de dado para =
diversos xogos onde intervifia o azar (de ai _
provén un xogo tradicional: a chuca). Pero .
mesmo restos arqueoloxicos de hai mais de
40.000 anos interpretaronse como elementos
de xogos de azar.

.|'|. ||"* - I|"|"||"|.|"". _'.-‘-._ Al

En Grecia e Roma practicabanse con verdadeiro L 75, -
celo e paixén. Homero (900 a. C.) conta que, . -.h_.. i '|

cando Patroclo era pequeno, enfadouse tanto - HEL‘L ET ¥ .
cun opofiente xogando co astrdgalo que o - . o .
houbo matar. SRR R R R R e e e e e

Foi Girolamo Cardano (1501-1576) quen escribiu a primeira obra importante relacionada co calculo de
probabilidades nos xogos de azar. Foi en 1565 e chaméabase Libro dos xogos de azar.
Jacob Bernoulli (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), o reverendo Thomas Bayes (1702-
1761) e Joseph Lagrange (1736-1813) desenvolveron férmulas e técnicas para o calculo da
probabilidade.

No século XIX, Pierre Simon, marqués de Laplace (1749-1827), unificou todas estas primeiras ideas e
compilou a primeira teoria xeral da probabilidade.

A probabilidade seguiu a evolucionar con matematicos como Poisson (1781-1840), P. Chebyshev
(1821-1894), Emile Borel (1871-1956), A. Markov (1856-1922), e creando escola para superar
estancamentos; Andrei N. Kolmogorov da escola rusa (1903-1987), Nortber Wiener (1894-1964) da
americana. Na actualidade, a estatistica e a probabilidade Unense e desenvdlvense xuntas.

Este problema, chamado de Monty Hall,
esta inspirado no concurso televisivo
estadounidense "Let's Make a Deal"
(Fagamos un trato), famoso entre 1963 e
1986. O seu nome provén do presentador
do mesmo, Monty Hall.

Se xogaches bastantes veces
comprobarias, quizas con certa sorpresa,
que a probabilidade de gafiar un coche
cambiando a primera eleccién, é superior a
probabilidade de gafialo sen cambiar de
porta.

19)Elixes unha 29} Abren unha porta que ten detrds un burro.
porta cun: 39) Quedas coa primeira opcion ou cambiala?

Observando o diagrama de arbore ou
gquedas con ela—= gaiias un COCHE aplicando o que xa sabes sobre
COCHE <: probabilidade condicionada veras que:

cambiala —= gafas un BURRO

guedas con ela—= ganas un BURRO ° P(COChe/COﬂ CamblO):2/3

BURRO < e P(coche/sen cambio)=1/3
ganas un COCHE

quedas con ela —= gafias un BURRO
BURRO <:
biala —& gafas un COCHE

ed cﬂd MATEMATICAS Orientadas &s Ensinanzas Académicas 4° ESO M 15
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Lembra
O mais importante

Experimentos aleatorios
Non se pode predicir o resultado por moito que o
experimentaramos.

e

" Por exemplo, lanzar un dado.

Espazo mostral E={1,2,3,4,5,6}

Sucesos elementais: {1}, {2}.{3}.{4}.{5} e {6}
Outros sucesos: A={1,2}, B={2,4,6}, C={1,3,5}
Suceso seguro: E={1.2.3.4.5.6}

Suceso imposible: d={ }

« Suceso contrario de A: A ={3,4,5,6}

Sucesos compatibles: Son os que poden ocorrer a
un tempo, como Ae Bou A eC.
Sucesos incompatibles: Se non poden ocorrer a un
tempo, como par e impar, B e C.

Probabilidade de sucesos

P(S. sequro) =P(E) =1

P(S. imposible) = P(@) =0

0 < P(suceso) <1

Probabilidade da Unién:

P(A UB) = P(A) + P(B) se A e B son incompatibles
P(A U B) =P(A) + P(B)-P(A N B) A e B compatibles.

Experimentos compostos

Estan formados por varios experimentos simples
realizados de forma consecutiva. Para calcular a
probabilidade, multiplicanse as dos sucesos simples
que o forman.

Probabilidade condicionada

En sucesos consecutivos pédense producir dudas
situacions:

1) Independentes, non inflien no outro.

Como nas extraccidons con devolucion

2) Dependentes, cada suceso esta condicionado polo
anterior

Como nas extraccions sen devolucién.

Probabilidade total
P(A)+P(V)+P(R)=1
P(C)=P(E)-P(C/E)+P(E)-P(C/A)+P(V)-P(C/V)

P(E)-P(C/E)
P(R)-P(C/E)+P(A)-P(C/A)+P()-P(C/V)

P(E/C)=

C
(" B ) -
L |
u o
‘““ '! lh:.-;#_-
£y g A -
-
%
- ...; ey ‘:_': 2 : .
a e ‘e w L |
- - Ly \\ i
L r R
Wy e e
\ i"- ‘

Operaciéons con sucesos

Unién: AUB=14{1,2,4,6}
Interseccion: ANB={2}
Diferenza: A-B={1}

Regra de Laplace:
Cando os sucesos elementais son
equiprobables:

_ N°casos favorables

~ N°casos posibles

P(ANB)

P(B/A) = =D

P(A e B)=P(A)-P(B/A)

Para calcular a probabilidade dun
suceso anterior, sabendo o que
ocorreu despois, empregaremos a
féormula de Bayes.

16 = MATEMATICAS Orientadas s Ensinanzas Académicas 4° ESO
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10.

Auto-avaliacion

IRJ

. Tiramos un dado de 10 caras. P(obter<7 )=

. Nunha bolsa temos 6 bdélas vermellas 9 bdlas azuis e 5

bélas verdes. Extraemos unha béla. Cal é a
probabilidade de obter unha bdla vermella?

. Dispofiemos dunha baralla de 100 cartas, de catro

cores e numeradas do 1 ao 25. Cal é a probabilidade
de obter un 23?

. Sucesos elementais ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...20%},

A={1,2,3,4,5}, C={1,2,3,4,---,14,15}. Cal é a
probabilidade de AUC?

. Lanzamos dous dados normais. Que probabilidade hai

de obter menos de 8?

. Que probabilidade hai de non sacar nin copas nin

figuras ao extraer unha carta dunha baralla espafiola?

. Extraemos unha carta dunha baralla espafiola.

Devolvémola e extraemos outra. Que probabilidade hai
de sacar algunha figura?

. Tiramos duas moedas. Se saen ddas cruces extraemos

unha béla dunha urna con 3 bdlas brancas e 7 negras,
e en caso contrario dunha urna con 4 bdélas brancas e 6

negras. Cal é a probabilidade de sacar unha bola
branca?

. Tiramos un dado de 10 caras. Se sae menor que 7,

extraemos unha carta e, no caso contrario, dudas
devolvendo a 12 antes de sacar a 22 Que
probabilidade hai de obter algin ouro?

Nun colexio o 60% dos alumnos practican fatbol, o
50% baloncesto, e 0 90% un ou os dous. Que
probabilidade hai de que un estudante do colexio
practique os dous deportes?

edd
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18

13.
14.

15.

16.

Solucions dos exercicios para practicar

C20,10/2 = 92378

17.

V35,3 = 42840

VR34 - VR, = 3 . 42 = 76527504 18.

VRss 3 = 53° = 148877

a) P> = 479001600
b) PR435 = 27720 C) P; =6

D4:{2,4}, D6:{2!416}1

D10={2,4,6,8}, D12={2,4,6,8,10,12} 190.

e D20={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}

. S imposible ={},{1}, {2}, {3}. {4}, 20.

{1.2}, {1,3}, {1,4}, {2,3} {2,4},
{3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
{2,3,4}, S seguro = {1,2,3,4}

21.
- 3 {13, {23, {8}, {12}, {1.3},

{2,3}, {1,2,3}

22.
. 10

10.
11.
12.

a.12 b. 6 c. 6 23.

a.lcarta b.13 c.1 d. 12 e. 19 f. 3
a. {2,4,6} b. {1,3,5} c. {4,6} d.

{2,4,5,6} e. {2} f. {1,2,3,5} o4

Ao redor de 75 0 1 e 25 veces 0 2

P(1)=0,1; P(2)=0,2; P(3)=0,3; 25.

P(4)=0,4

P(vermello)=0,3; P(verde)=0,4; 26.

P(negro)=0,2 e P(azul)=0,1

En 3, P(duas caras)=3/8 27.

e en 4, P(duas caras)= 6/16=3/8

P(1)=0,7; P(3)=0,2; P(4)=0,3; P(5)=0,4;
P(6)=0,1; P(7)=0,5 e P(8)=0,9

Sol:
Ruleta | Laranxa | Verde | Azul | Gris
1 0,3 0,25 0,15 | 0,3
2 0,4 0,3 0,15 | 0,15
3 0,1 0,2 0,1 0,6
4 0,35 0,3 0,15 | 0,2

P(RA)=0,4-0,6 =0,24,
P(VA)=0,4-0,4=0,16

P(RB)=0,6-0,2=0,12

P(1,1)= 1/5 - 1/5 = 1/25,
P(1,2) = 1/5 - 2/5 = 2/25
P(1,3) = 1/5 - 2/5 = 2/25

P(1,1) =0, P(1,2) = 1/5 - 1/2 = 0,1

P(1,3) = 1/5-1/2=0,1

Con devolucién P(2 ouros) = 1/4 - 1/4 = 1/16,
sen devolucién P(2 ouros) = 1/4 - 9/39

P(R) =P(1)-P(R/A)+P(2)-P(R/B)=
=0,4-0,6+0,6-0,2=0,36
P(V) = P(1)-P(V/A)+P(2)-P(V/B) =
0,4-0,4+0,6-0-0,8=0,64

P(R 6 N)= P(R) +P(N) =
(0,4-0,5+0,6-0,25)+(0+0,6-0,5) = 0,65.

P(A/V)= 0,2/0,35 = 0,57
P(B/V) = 0,15/0,35=0,43

p(1) = 1/4- 1/2 + 3/4 - 2/6 = 3/8,
P(duas caras/1) = 1/3

a) 0,2 b) 0,4 b)0,5

Solucidéns
AUTO-AVALIACION

10.

1. 6/10=0,6

2. 6/20=0,3

3. 4/100=0,04
4. 15/20=0,75
5.
6
7
8
9

21/36=7/12

. 21/40
. 816/1600=0,051
. 0,375
. 17/40

0,2

MATEMATICAS Orientadas as Ensinanzas Académicas 4° ESO
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