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Prefacio

El presente libro interactivo de Matematicas Discretas recopila cinco
temas para cumplir con el programa de la asignatura: matematicas
discretas de la Institucion Universitaria Pascual Bravo de la ciudad de
Medellin, correspondiente al plan de estudio del primer semestre de
los estudiantes de tecnologia e ingenieria en desarrollo de software,
temario que servira de soporte para futuras asignaturas
comprendidas en su malla curricular.

Los temas impartidos son: sistemas de numeracion, logica
proposicional, teoria de conjuntos, relaciones y grafos.

En el texto se han incluido vinculos a articulos relacionados con el
tema tratado, videos explicativos de YouTube, donde expositores
comparten el o los temas vistos en el respectivo apartado, objetos
interactivos que recrean los conceptos explicados, al final de cada
capitulo se propone una serie de ejercicios para que el estudiante
refuerce su aprendizaje.

Un reconocimiento especial para el profesor Juan Guillermo Rivera
Berrio, que con su paciencia y dedicacion a mis constantes
requerimientos, me ha permitido terminar esta obra que ahora
presento a mis lectores.

El libro también incorpora elementos adicionales para potenciar su
presentacion. Este ejemplo presenta el uso de la biblioteca KATEX

para el uso de formulas matematicas.
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Capltulo I

Sistemas Numericos




1.1 Operaciones aritméticas con sistemas
numéricos posicionales

Un sistema de (numeracion) es un conjunto de simbolos y reglas de
generacion que permiten construir todos los nimeros validos. Estas
reglas son diferentes para cada sistema de numeracion considerado,
pero una regla comun a todos es que para construir nimeros validos
en un sistema de numeracion determinado, solo se pueden utilizar los
simbolos permitidos en ese sistema.

Para indicar en qué sistema de numeracién se representa una
cantidad se anade como subindice a la derecha el namero de
simbolos que se pueden representar en dicho sistema. Los sistemas
de numeracion pueden clasificarse en dos grandes grupos:
posicionales y no-posicionales.

Asi, en la vida diaria, los sistemas de numeracidon sirven
fundamentalmente para contar. En nuestra civilizacion, usamos
habitualmente el sistema decimal (indo arabigo) para dicho
propdsito, que es un sistema posicional, cuyo probable origen fue una
herramienta inmediata y disponible para todos: los 10 dedos de
ambas manos.[12]

En consecuencia, cualquier sistema consta fundamentalmente de una
serie de elementos que lo conforman, una serie de reglas que permite
establecer operaciones y relaciones entre tales elementos. Por ello,
puede decirse que un sistema de numeracion es el conjunto de
elementos (simbolos o nliimeros), operaciones y relaciones que por
intermedio de reglas propias permite establecer el papel de tales
relaciones y operaciones.

A continuacion, se examinaran los sistemas numéricos posicionales,
no considerando aquellos sistemas que no permiten una notacion
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posicional como es el sistema numérico romano.

7~ N
Ejemplo:
El sistema decimal (base 10) debe su nombre, ya que usa

10 simbolos:
(0,1,2,3,4,5,6,7,8y9).

El sistema octal (base 8) utiliza 8 simbolos:
(0,1,2,3,4,5,6y7).

El sistema hexadecimal (base 16) utiliza 16 simbolos:
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,EyF).

El sistema binario (base 2) utiliza 2 simbolos:
(Oy 1).

La referencia a sistemas numéricos posicionales se hace incluyendo
la designacion del sistema en el cual se expresa dicho sistema,
ejemplo: binario, octal, decimal, hexadecimal, o colocando el nimero
entre paréntesis y escribir un subindice después del paréntesis
derecho, el cual hace referencia al sistema en cuestion. Asi: (65421)g,

nimero en base octal. O (DOCE),,, niimero en base hexadecimal.



Tabla 1.1.

Equivalencia entre Sistemas Numéricos

Nombre | Decimal | Binario | Octal | Hexadecimal
Base 10 2 8 16
Digitos | 0,1,...9 0,1 |01,.7 01,..F

0 0000 0 0

1 0001 1 1

2 0010 2 2

3 0011 3 3

4 0100 4 4

5 0101 5 5

6 0110 6 6

7 0111 7 7

8 1000 10 8

9 1001 11 9

10 1010 12 A

11 1011 13 B

12 1100 14 C

13 1101 15 D

14 1110 16 E

15 1111 17 F
16 10000 20 10
17 10001 21 11
18 10010 22 12
19 10011 23 13
20 10100 24 14

10




1.2 Sistema Decimal

Todos estamos familiarizados con el sistema de numeracion decimal
porqgue utilizamos los numeros decimales todos los dias. Aunque los
nuimeros decimales son triviales, a menudo, su estructura de pesos
Vamos a repasar la estructura de los nUmeros decimales. Este repaso
nos ayudard a entender mas facilmente la estructura del sistema de
numeracion binario, que es tan importante en las computadoras y en
la electrdnica digital.

En el sistema de numeracion decimal cada uno de los diez digitos, de
0 a 9, representa una determinada cantidad. Como ya sabe, los diez
simbolos (digitos) no se limitan a expresar solamente diez cantidades
diferentes, ya que usamos varios digitos en las posiciones adecuadas
dentro de un nuimero para indicar la magnitud de la cantidad. La
siguiente imagen ilustra lo antes dicho

En esta posicion el digito 2 En esta posicion el digito 3
tiene un peso de 10. tiene un peso de 1.
2 3
| l
! l
2X10 + 3xX1
J J
20 : 3 3
1 I
!
23

Figura 1.1. Posicién decimal
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Es posible determinar cantidades hasta nueve antes de quedarse sin
digitos; si se desea especificar una cantidad mayor que nueve, se
emplean dos o mas digitos y la posicion de cada digito dentro del
nuimero indica la magnitud que representa. Por ejemplo, si deseamos
expresar la cantidad veintitrés, usaremos (en sus respectivas
posiciones dentro del numero) el digito 2 para representar la
cantidad de veinte y el digito 3 para representar la cantidad de 3,
como seilustraenlafigura 1.1

En esta posicién el digito 2 tiene un peso de 10! y el digito 3 tiene un
pesode10%o0sea: 2x10' + 3x10° = 20 + 3 = 23

La posicidon de cada digito en un numero decimal indica la magnitud
de la cantidad representada y se le puede asignar un peso. Los pesos

para los nimeros enteros son las potencias positivas de diez, que
aumentan de derecha a izquierda, comenzado por 10° = 1.

10° 104 103 102 10! 10°
Para nimeros fraccionarios, los pesos son las potencias negativas de

diez que decrecen de izquierda a derecha comenzando por 1071,
después de la coma decimal

102 102 108 10°,10' 102 10 10* 10°°

12



Ejercicio

Expresar el nimero decimal 874 como una suma de valores de cada
digito

Para obtener la solucién, cada digito decimal se multiplica por la base,
elevada a un exponente, el cual expresa su peso, asi:
874 = 8x10% + 7x10' + 4x10°
=8x100 + 7x10 + 4x1
= 800 + 70 + 4 = 874

(6884),, =6-10° + 8:10°+ 8-10" + 4-10°

Otro ejemplo

Objeto interactivo 1.1. Ejemplos de descomposicion de un nimero decimal.

1.3 Numeros binarios

El sistema de numeracion binario es simplemente otra forma de
representar magnitudes. Es menos complicado que el sistema
decimal porque so6lo emplea dos digitos. El sistema decimal con sus
diez digitos es un sistema en base diez; el sistema binario con sus dos
digitos es un sistema en base dos. Los dos digitos binarios (bits) son 1
y O. La posicion de un 1 o un O en un namero binario indica su peso; o
valor dentro del nimero, del mismo modo que la posicion de un digito
decimal determina el valor de ese digito. Los pesos de un numero
binario se basan en las potencias de dos. Tabla 1.3

Para aprender a contar en el sistema binario, en primer lugar es
preciso observar como se cuenta en el sistema decimal. Comenzamos
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en cero y continuamos hasta el nueve antes de quedarnos sin digitos.
Luego, comenzamos con otra posicion de digito (a la izquierda) y
continuamos contando desde 10 hasta 99. En este punto, se terminan
todas las combinaciones con dos digitos, por lo que es necesaria una
tercera posicion de digito para poder contar desde 100 hasta 999.

Cuando contamos en binario se produce un situacién similar excepto
en que solo disponemos de dos digitos, denominados bits

Usemos bombillas para representar bits

() ())&

> 1:08/2Z16

Video 1.1. Nimeros binarios (video tomado del canal Computer Assessor Flen

YouTube, Licencia Atribucion de Creative Commons).

Empezamos a contar: O, 1. En este punto, ya hemos utilizado los dos
digitos, por lo que incluimos otra posicion de digito y continuamos:
10, 11. Ahora, hemos agotado todas las combinaciones de dos digitos,
por lo que es necesaria una tercera posicién. Con tres posiciones de
digito continuamos contando: 100, 101, 110y 111. Necesitamos una
cuarta posicion de digito para continuar, y asi sucesivamente. En la
siguiente tabla (1.2) se muestra como se cuenta desde cero hasta
veinte. Observe en cada columna la alternanciade 1sy Os.
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Aprender a contar en binario le ayudara a entender basicamente
como pueden utilizarse los circuitos digitales para contar sucesos.
Puede tratarse de cualquier cosa, desde elementos que contar en una
linea de montaje hasta operaciones de recuento en una computadora.

Tabla 1.2.
Alternancia de Os y 1s para conformar nimeros binarios
Decimal Numero binario
o) 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001
10 1010
11 1011
12 1100
13 1101
14 1110
15 1111
16 10000
17 10001
18 10010
19 10011
20 10100

15



La estructura de pesos de los nimeros binarios

Un nimero binario es un nimero con peso. El bit mas a la derecha es
el LSB (Least Significant Bit, bit menos significativo) en un niamero
binario entero y tiene un peso de 2° = 1. El bit mas a la izquierda es el
MSB (Most Significant Bit, bit mas significativo); su peso depende del
tamano del numero binario.

Los numeros fraccionarios también pueden representarse en el
sistema binario colocando bits a |a derecha de la coma binaria, del
mismo modo que los nimeros decimales fraccionarios se colocan a la
derecha de la coma decimal. En un ndmero binario con parte
fraccionaria, el bit mas a la izquierda es el MSBy tiene un peso de 21
= 0,5, (Tabla 1.3, parte derecha). Los pesos fraccionarios de los
respectivos bits decrecen de izquierda a derecha segun las potencias
negativas de dos para cada bit.

La estructura de pesos de un niumero binario es:

o=t 23 22 21 20 971 972 9273 o

donde n es el numero de bits a partir de la coma binaria. Por tanto,
todos los bits a la izquierda de la coma binaria tienen pesos que son
potencias positivas de dos, como previamente se ha visto para los
numeros enteros. Todos los bits situados a la derecha de la coma
binaria tienen pesos que son potencias negativas de dos, o pesos
fraccionales.

16



Tabla 1.3.
Potencias de la base 2

Potencias positivas de dos Potencias negativas de dos
(Almerns enteros) (nimeros fraccionarios)
]a 2'.‘ IE 15 ll- l!- .I: ]i EB .E-I .1-1 l—u!- ]—l ]-ﬁ .1-6'
256 128 64 32 16 B 4 2 | 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1764
05 025 0125 00625 003125 0015625

1.4 Conversion entre bases

El valor decimal de cualquier niamero binario puede hallarse
sumando los pesos de todos los bits que estan a 1 y descartando los
pesos de todos los bits que son O.

Conversion de numero binario a decimal

Ejemplo:

Convertir el nUmero entero binario 1101101 a decimal.
Solucién:

Se determina el peso de cada bit que estd a 1,y luego se
obtiene la suma de los pesos para obtener el nimero decimal.

Peso: 260 25 24 23 92 9ol 20
Nudmero binario 1 1 0 1 1 O 1
1101101= 26 25 23 22 20

= 64 +32 +8 + 4 + 1 = 109
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Conversion de decimal binario a decimal:

Ejemplo:

Convertir el nimero binario fraccionario 0,1011 a decimal.
Solucién:

Se determina el peso de cada bit que estd a 1, luego se obtiene
la suma de los pesos para obtener el nimero decimal.

Peso: 2-1 9272 973 9o+
Numero binario O, 1 0 1 1
01011 = 27t + 273 + 274
= 05 + 0,125 + 0,0625 = 0,6875
\

Conversion decimal a binario:
Método de la suma de pesos

Una forma de hallar el niumero binario equivalente a un nimero
decimal determinado consiste en encontrar el conjunto de pesos
binarios cuya suma es igual al nimero decimal. Una forma facil de
recordar los pesos binarios es que el peso mas bajo es 1, es decir 20,y
qgue duplicando cualquier peso, se obtiene el siguiente peso superior;
por tanto, la lista de los siete primeros pesos binarios sera: 1, 2, 4, 8,
16, 32, 64.

Por ejemplo, el nimero decimal 9 puede expresarse como la suma de
pesos binarios siguiente:

18



9=8+1 6 9 =28+ 20

Colocando los 1s en las posiciones de pesos apropiadas, 23 y

20 v los Os en las posiciones 22 y 2! se determina el nimero
binario correspondiente al decimal 9.

23 22 2ol 20
1 O O 1 Numerobinarioparaeldecimal 9.

Método de la division sucesiva por dos

Un método Resto
sistematico para n_ 2

convertir a binario Il_l

nameros  enteros 6

decimales es el ;ﬁ 2

proceso de la :

division sucesiva 5= 1 E—

por dos. Por 1—1

ejemplo, para : -0 B

convertir el nimero = T

decimal 12 s tos sl -
binario, MSB LSB
comenzamos

o Figura 1.2. Divisién sucesiva por 2
dividiendo 12 entre

2. A continuacién, cada cociente resultante se divide entre dos hasta
obtener un cociente cuya parte entera sea igual a O. Los restos
generados en cada divisién forman el nimero binario. El primer resto
es el bit menos significativo (LSB) del nimero binario y el Gltimo resto
es el bit mas significativo (MSB).
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1 29| 2
1 14| 2
0

Diseftado por Juan Guillermo Rivera Berrio

Objeto interactivo 1.2. Conversién de decimal a binario.

Este procedimiento se muestra en los pasos siguientes para la
conversion a binario del nimero decimal 12.

Conversion de fracciones decimales a binario

Una forma facil de recordar los pesos binarios fraccionarios es que el
peso mas significativo es 0,5, es decir 271, y que dividiendo entre dos
cualquier peso se obtiene el siguiente peso menor; luego una lista de
los cuatro primeros pesos binarios fraccionarios seria: 0,5; 0,25;
0,125; 0,0625.

Suma de pesos. El método de la suma de pesos se puede aplicar a los
nuimeros decimales fraccionarios, por ejemplo:

20
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0,625 = 0,5+0,125 = 271+273 = 0,101

Lo que indica que hay un 1 en la posicion 271, un 0 en la posicion 272
y un 1 en la posicién 273

Multiplicacion sucesiva por 2. Como hemos visto, los nimeros
decimales enteros pueden convertirse a binario dividiendo
sucesivamente entre dos. Los numeros decimales fraccionarios
pueden convertirse en numeros binarios multiplicando
sucesivamente por 2. Por ejemplo, para convertir a binario el nimero
decimal fraccionario 0,3125, comenzamos multiplicando 0,3125 por
2 y después se multiplica cada parte fraccional resultante del
producto por 2 hasta que el producto fraccionario sea cero o hasta
gue se alcance el nUmero deseado de posiciones decimales.

Los digitos acarreados o, acarreos, generados por las multiplicaciones
dan lugar al nimero binario. El primer acarreo que se obtiene es el
MSBy el ultimo acarreo es el LSB. Ejemplo:

MSB -1 o LSB

Acarreo 0101

0,3125 X 2 = 0,625 0 4T

0,625 X 2 = 1,25 1

E‘

0,25 X 2 =0,50 0

—

0,50 X 2 = 1,00 1

Continuar hasta tener el nimero deseado de —‘
posiciones decimales o parar cuando la parte
fraccionaria sea toda cero.

Figura 1.3. Multiplicacién sucesiva
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Video 1.2. Nimeros binarios (Como Aprender Numeracion ' en YouTube).

67

Proporciona el cociente y residuo de la division:

T .
52 = y el residuo es

Y

Objeto interactivo 1.3. Conversién de decimal a binario (Crédito: Alejandro Radillo
Diaz, LITE).
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1.5 Aritmética binaria

La aritmética binaria es esencial en todas las computadoras digitales
y en muchos otros tipos de sistemas digitales. Para entender los
sistemas digitales, es necesario conocer los fundamentos de la suma,
resta, multiplicaciéon y la divisién binaria. He aqui los algoritmos de
estas operaciones.

Tabla 1.4.
Suma binaria - algoritmo
ler Operador 2do Resultado| Acarreo
término término

0 + 0 = 0 0

0] + 1 = 1 0

1 + 0 = 1 0

1 + 1 = 0 1

1 + 1 1 =1, acarrea
1

Apliquemos la anterior tabla al siguiente ejemplo:
Sumar los numeros binario 11y 1.

Acarreo Acarreo

—

l
l

0

+
=
= (S = [

Figura 1.4. Suma binaria
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1 0 0 1 0 0 0 1 1

+0 0 1 0 0 0 0 1 1
0

La suma de los simbolos para el 1ler digito es, en notacion de conteo, | |
Contando en decimal son 2 elementos. Pero 2 en binario se representa como
10.
Asi, para este digito en particular, es necesario introducir el dltimo digito en
el resultado.

Pero debemos acarrear la unidad gue sobra a la izquierda al digito siguiente.
Y colocamos dicho 1 en la columna a su izquierda para la siguiente suma.

L m

Objeto interactivo 1.4. Suma binaria (Crédito: Alejandro Radillo Diaz, LITE).

Tabla 1.5.
Resta binaria - algoritmo

0 - 0 = 0 0
1 - 0 = 1 0
1 - 1 = 0 0
0 - 1 = 1 Presto 1
dela
columna
anterior

[lustremos con un ejemplo la anterior tabla; restar del binario 101 el
binario 011.
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Empezar

Objeto interactivo 1.5. Resta binaria (Crédito: Alejandro Radillo Diaz, LITE).

Cuando se restan numeros, algunas veces se genera un acarreo
negativo que pasa a la siguiente columna de laizquierda.

En binario, sélo se produce un acarreo negativo cuando se intenta
restar 1 de O. En este caso, cuando se acarrea un 1 a la siguiente
columna de la izquierda, en la columna que se esta restando se
genera un 10, y entonces debe aplicarse la ultima de las cuatro reglas
enumeradas.
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Tabla 1.6.

Multiplicacién binaria - algoritmo

Multiplicando| Operador [Multiplicador Resultado
0 X 0 0
0 X 1 0]
1 X 0 0
1 X 1 1

La multiplicacion con nimeros binarios se realiza de la misma forma
que con numeros decimales. Se realizan los productos parciales,
desplazando cada producto parcial sucesivo una posiciéon hacia la
izquierda, y sumando luego todos los productos parciales.

Ejemplo: Multiplicar los siguientes niumeros binarios: 11 x 11y 111 x
101

Realizar las sigmentes multiplicaciones binanas:

(a) 11 = 11  (b) 101 = 111
Solucion (a1) 11 3 (b} 111 i
= 11 %3 = 101 x5
Productos 11 9 Productos 111 i &
parciales {i parciales | 000
1001 + 111
100011
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Tabla 1.7.
Division binaria - algoritmo

Dividendo|Operador| Divisor Resultado
0 = 0 = 0
0 = 1 = 0
1 = 0 = 0
1 - 1 = 1

EL AHORCADO

Sistemas Numericos

&t -&tl 1_': -..... .
Eguﬂ LETRAS ELEGIDAS = 2

Objeto interactivo 1.6. Juego "El Ahorcado".
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1.6 Ejercicios propuestos

Convierta (217),,al nimero binario correspondiente:
Convierta (314),, al nimero binario correspondiente:
Convierta (562),,al nimero binario correspondiente:
Convierta (8142),,al nimero binario correspondiente:
Convierta (8A5E),, al nimero binario correspondiente:
Convierta (9FC),, al nimero binario correspondiente:
Convierta (4D2E),, al nUmero binario correspondiente:
Exprese (1/32),,en nimero binario decimal:

Exprese (1/28),,en nimero binario decimal:

Convertir el siguiente nimero a decimal: (101110),
Convertir el siguiente nimero a decimal: (110111),
Convertir el siguiente nimero a decimal: (01100110),
Convertir el siguiente nimero a decimal: (0101,11),
Convertir el siguiente nimero a decimal: (1001,10,

Convertir el siguiente nimero a decimal: (101010110,001),
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Ejercicios propuestos
Convertir el siguiente nimero: (65),, a decimal

Restar los siguientes numeros binarios: 1010011 - 11100

Convertir el siguiente nimero: (3F0),, a binario

Restar los siguientes numeros binarios: 1010010 - 10101

Convertir el siguiente nimero: (DOCE),, a decimal
Restar los siguientes numeros binarios: 11010 - 111

Sume los siguientes numeros binarios: 11001 + 1001 + 11111 +
10101 + 10100

Convertir el siguiente numero decimal a su equivalente binario:
34,75

Convertir el siguiente numero decimal a su equivalente binario:
25,25

Convertir el siguiente numero hexadecimal a su equivalente decimal:
C

Divida los siguientes nimeros binarios:101010 entre: 1110

Convertir el siguiente numero hexadecimal a su equivalente
decimal:9F

Divida los siguientes numeros binarios: 1101010 entre: 1010

Convertir el siguiente numero hexadecimal a su equivalente decimal:
D52
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Capitulo I

Logica Proposicional




2.1 Generalidades

Esta unidad tiene como propdsito que el estudiante vincule las
proposiciones simples y compuestas mediante los conectivos logicos
para lograr la integraciéon de las diferentes proposiciones y realizar
las operaciones entre ellas a través de sus tablas de verdad.

Las (reglas de |a l6gica) le dan un significado preciso a los enunciados
o sentencias matematicas. Estas reglas se usan para distinguir entre
argumentos validos y no validos. Por ejemplo, estas reglas nos
ayudan a entender y razonar enunciados como “Existe un entero que
no es la suma de dos cuadrados” o “Para todo entero positivo n, la
suma de enteros positivos que no sobrepasan n, es n (n + 1)/2”. La
|6gica es la base de todo razonamiento matematico.

Ademas de su importancia en el razonamiento matematico, la légica
tiene numerosas aplicaciones en ciencias de la computacion. Las
reglas de la ldgica se usan en el disefio de circuitos de computadores,
la construccién de programas informaticos, la verificacién de que un
programa esté bien construido, la programaciéon computacional y en
muchas otras aplicaciones.

Proposiciones

Empezamos nuestro estudio con una introduccién a la construccion
de los bloques basicos! de la ldgica: las proposiciones. Una
proposicion es una oracion declarativa que es correcta o falsa, pero
no ambas cosas a la vez.

Las siguientes oraciones declarativas son proposiciones:

1 o tablas de verdad
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Bruselas es la capital de la Unién Europea.
Toronto es la capital de Canada.

1+1=2.

2+2=3.

LD R

Las proposiciones 1y 3 son correctas, mientras que la 2 y 4 son falsas.

En el siguiente ejemplo se dan algunas oraciones que no son
proposiciones. Consideremos las siguientes oraciones:

1. ;Quéhoraes?
2. Leeestocon atencion.
3. x+1=2.
4. x+y=2z.
Las frases 1y 2 no son proposiciones porque no son declarativas. Las

frases 3 y 4 no son proposiciones porque no son ni verdaderas ni
falsas, ya que no se les han asignado valores a las variables.

Para denotar proposiciones usamos letras, igual que usamos letras
para denotar variables. Por convenio, las letras que se utilizan para
denotar proposiciones son p, q, I, S, ... El valor de verdad de una
proposicion es verdadero, y se denota por V, si es una proposicion

verdadera, o falso, denotado por F, si es una proposicion falsa.

El drea de la légica que trata de proposiciones se llama calculo
proposicional o légica proposicional [3].
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Fue desarrollada sistematicamente por primera vez por el fildsofo
griego Aristoteles 2

= ~—
'UPIL, ALEXANDER.

Figura 2.1. Alejandro Magno y Aristoételes (crédito: Charles Laplante en Wikimedia,
dominio publico).

2 Aristoteles, cuyo nombre en griego antiguo es ApioToTéANg, nacié en Estagira (384 a.C.) y
fallecié en Calcis (322 a.C.). Fue un filésofo, polimata y cientifico griego. A continuacion, te
presento un resumen de su vida y obra:

Formacion y Academia de Platén: Aristoteles fue hijo del médico real de Macedonia.
Durante veinte anos, estudio en la Academia de Platén, primero como discipulo y luego
como investigador y tutor. Aunque se consideré como candidato para suceder a Platon,
finalmente no fue elegido y se marché a Assos, donde escribié su didlogo “Sobre la
filosofia” y fundd un centro de estudio.

Tutor de Alejandro Magno: Aceptd el cargo de preceptor de Alejandro Magno, quien
siempre le tuvo gran respeto. Aristoteles fundé el Liceo en Atenas, donde ensefaba
mientras paseaba (de ahi el nombre de escuela “peripatética”). Durante este tiempo,
realizo investigaciones en diversos campos, como arte dramatico, constituciones politicas,
deportes olimpicos y zoologia.

Obras y Legado: Aristoteles escribidé numerosas obras, abarcando temas como légica,
ética, politica, naturaleza, fisica y metafisica.

Sobre el alma: Exploraciéon de la naturaleza del almay la mente.

Etica a Eudemoy Etica a Nicémaco: Reflexiones sobre la moral y la virtud.

Politica y Constitucion de Atenas: Andlisis politico y constitucional.

Aristételes dejo un legado duradero en la filosofia y la ciencia occidental.
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Muchos enunciados matematicos se construyen combinando una o
mas proposiciones. Las nuevas proposiciones, llamadas férmulas o
proposiciones compuestas, se forman a partir de las existentes
usando operadores l6gicos [7].

@ Qué son las PROPOSICIONES en matematica...

2.2 Tablas de verdad

Procedimiento grafico que permite determinar los posibles valores
de verdad de una proposicion compuesta, a partir de las
combinaciones de los valores de verdad de las proposiciones simples
gue las componen.

Una tabla de verdad® muestra las relaciones entre los valores de
verdad de proposiciones.

3 Una tabla de verdad, o tabla de valores de verdades, es una tabla que muestra el valor de
verdad de una proposicion compuesta, para cada combinacién de verdad que se pueda
asignar.Fue desarrollada por Charles Sanders Peirce por los afios 1880, pero el formato
mas popular es el que introdujo Ludwig Wittgenstein en su Tractatus logico-philosophicus,
publicado en 1921. Wikipedia
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2.3 Proposiciones

Para denotar proposiciones usamos letras, al igual que usamos letras
para denotar variables, estas son: p, g, 1, s, ...

El valor de verdad de una proposicién es verdadero, y se denota por
V, si es una proposicion verdadera, o falso, denotado por F, si es una
proposicion falsa

Calculo proposicional o légica proposicional:
area de laloégica que trata de proposiciones.

Formulas o proposiciones compuestas:

se construyen combinando una o mas proposiciones, se forman a
partir de las existentes usando operadores légicos

Definicién:
Sea p una proposicion.

El enunciado: “No se cumple p”, es otra proposicién, la negacién de p.
La negacién de p se denota mediante - p. La proposicién - p se lee
[{4 »

no p

Ejemplo: La negacién del enunciado: “Hoy es viernes”, es “No se
cumple que hoy es viernes” u, “Hoy no es viernes” o, “No es viernes
hoy”.

La negacion de una proposicion se puede considerar como el
resultado de aplicar el operador negaciéon sobre una proposicion.
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Tabla 2.1.
Tabla de verdad para la negacion de una proposicion

Tabla de verdad para la negacién de una proposicién
p -~ p
V F
F V

Definicién:
Conectivos logicos:

Operadores logicos que se usan para formar nuevas proposiciones a
partir de dos o mas proposiciones ya creadas.

Definicion:

Sean p y q proposiciones. La proposicion “p y q”, denotada por p A q,
es la proposiciéon que es verdadera cuando tanto p como g son
verdaderas y falsa en cualquier otro caso. La proposiciéon p y q se
llama conjunciéndepyg.

Tabla 2.2.
Tabla de verdad de la conjuncion de dos proposiciones
Tabla de verdad de la conjuncién de dos proposiciones

p q pPAg
\% V V
\ F F
F \% F
F F F
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Ejemplo: Hallar la conjuncién de las proposiciones py g en el caso de
que p es el enunciado “Hoy es viernes” y g es: “Hoy llueve”.

Solucién: La conjuncion de estas proposiciones, p A g, es el
enunciado: “Hoy es viernes y hoy llueve”. La proposicion es verdadera
los viernes con lluvia y es falsa cualquier dia que no sea viernes y los
viernes que no llueva.

Definicion:

Sean p y g proposiciones. La proposicién “p o q”, denotada por p v q,
es la proposicion que es falsa cuando tanto p como g son falsas y
verdadera en cualquier otro caso. La proposicién p v q se llama
disyunciondepyaq.

Tabla 2.3.
Tabla de verdad de la disyuncion de dos proposiciones

Tabla de verdad de la disyunciéon de dos proposiciones
pvq

mnni< | <o
<l <l
< I<I<

“«_n

El uso del conectivo légico “0” en una disyuncién se asocia al
significado en sentido inclusivo de la palabra “o0”.

Ejemplo: “Los estudiantes que hayan cursado cdlculo o ciencias de la
computacién pueden matricularse en esta clase”.
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Usamos el o exclusivo cuando decimos:

“Los estudiantes que hayan cursado cdlculo o ciencias de la
computacién, pero no ambas, pueden matricularse en esta clase”.

Uso exclusivo no inclusivo de la disyuncion o:
“Se sirve sopa o ensalada como entrada”

Ejemplo: Hallar la disyuncién de las proposiciones py q en el caso de
qgue p es el enunciado “Hoy es viernes” y g es: “Hoy llueve”.

Solucién: Ladisyunciondepyq, pvq, eselenunciado:
“Hoy es viernes u hoy llueve”

Esta proposicion es verdadera cualquier dia que sea viernes o llueva
(incluidos los viernes que llueve). Es solo falsa los dias que ni son
viernes ni llueve.

“_n

Cuando se usa el “0” en sentido exclusivo para conectar dos
proposiciones p y g, obtenemos la proposicién “p o q (pero no
ambas)”. Esta proposicion es verdadera cuando p es verdadera y q
falsa y cuando p es falsa y q verdadera. Es falsa cuando tanto p como
g son falsas y cuando ambas son verdaderas.

Definicion:

Sean p y g proposiciones. El conectivo o exclusivo de p y g denotado
por p @ q, es la proposicion que es verdadera cuando exactamente
una de las proposiciones P y q es verdadera y es falsa en cualquier
otro caso.
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Tabla 2.4.
Tabla de verdad para el o exclusivo de dos proposiciones

Tabla de verdad para el o exclusivo de dos
proposiciones

pdg

nn<[<o
i< |mn|I<|e

M| <|<|T

Definicion:

Sean p y q proposiciones. La implicacién p — g es la proposicion que
es falsa cuando p es verdadera y q es falsa y verdadera en cualquier
otro caso. En esta implicacién p se llama hipétesis (o antecedente o
premisa) y q se llama tesis o conclusién (o consecuencia).[5]

Tabla 2.5.
Tabla de verdad para la implicacion de dos proposiciones
Tabla de verdad para la implicacién

P a pP—q
Vv Vv V
V F F
F V \
F F V

La implicacién a veces se denomina declaraciéon condicional

Debido a que las implicaciones desempenan un papel esencial en el
razonamiento matematico, existen muchas formas de expresar p — q
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“Sip, entonces q” “sip,q” “pessuficiente paraq” “qsip” “qcuando
p” “una condicion necesaria parapes q” “pimplicaq” “Psisoloq”
“una condicién suficiente para q es p ye

g siempre que p’ “q es
necesario parap” “qse deduce de p”

n o«

Ejemplo: “Si hoy hace sol, entonces iremos a la playa”. “Si hoy es
viernes, entonces 2 + 3 = 5, es verdadera por la definicién de
implicacién, ya que la conclusion es verdadera (el valor de verdad de
la hipétesis no importa)

Ejemplo:

“Si hoy es viernes, entonces 2 + 3 = 6, es verdadera para todos los dias
excepto los viernes, incluso aunque 2 + 3 = 6 sea falsa.

En los razonamientos matematicos consideramos la implicaciéon de
una forma mas general que en lenguaje natural. El concepto
matematico de implicacién es independiente de la relacion causa -
efecto entre hipdtesis y conclusion. La definicion de implicacion
especifica los valores de verdad; no se basa en el uso del lenguaje.

Hay algunas implicaciones relacionadas con p — g que pueden
formarse a partir de ella. La proposicion g — p se llama reciproca de p
— @. La contrarreciprocade p — qes - q— - p. La proposiciéon - p —
-~ qeslainversa

La contrarreciproca = q — - p de una implicaciéon p — g tiene la
misma tabla de verdad que p — g. Para verlo, tener en cuenta que la
contrarreciproca es falsa solo cuando - p es falsa y - g es verdadera,
esto es, s6lo cuando p es verdadera y g falsa. Por otra parte, ni la
reciproca, g — p, ni lainversa - p — - q, tienen los mismos valores de
verdad que p — g para todos los posibles valores de p y g. Para ver
esto, observa que cuando p es verdaderay q falsa, laimplicacion
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original (directa) es falsa, pero la reciproca y la inversa son ambas
verdaderas. Cuando dos formulas tienen siempre los mismos valores
de verdad las llamamos equivalentes, de tal forma que una
implicacion y su contrarreciproca son equivalentes. La reciproca y la
inversa de unaimplicacién también son equivalentes.

Ejemplo:

;Cuadles son las contrarreciproca, reciproca e inversa de la
implicacién: “El equipo local gana siempre que llueve”?

Solucion:

Como “g siempre que p” es una forma de expresar la implicacion p —
g, la afirmacién original se puede expresar como:

“Si llueve, entonces el equipo local gana”.

La contrarreciproca de esta implicacion es: “Si el equipo local no gana,
no llueve”

La reciproca es: “Si el equipo local gana, entonces llueve”.

La inversa es: “Si no llueve, entonces el equipo local no gana”. Sélo el
contrarreciproco es equivalente ala afirmacién original.

Definicion:

Sean py q proposiciones. La bicondicional, o doble implicacién, p < q
es la proposicién que es verdadera cuando p y g tienen los mismos
valores de verdad y falsa en los otros casos.

42



Tabla 2.6.
Tabla de verdad de la bicondicional de dos proposiciones

Tabla de verdad para la bicondicional p < g
p q pP—q
V \ V
V F F
F \ F
F F V

La terminologia “p si, y solo si, q”, se usa para esta bicondicional. Hay
otras formas en la que cominmente se expresa p < Q:

“p es necesario y suficiente paraq”
(P » , « )
si p, entonces q” y reciprocamente: “p sii g

Observe que p < g tiene exactamente los mismos valores de verdad
que (p—ag)A(qg—p).

Ejemplo:

Sea p la afirmacion “puedes tomar el vuelo” y sea q la afirmacion
“compras un tiquete”. Entonces, p <> q es el enunciado:

“Puedes tomar el vuelo si, y solo si, compras el tiquete”.

Esta afirmacion es verdadera si p y g son ambas verdaderas o ambas
falsas, esto es, si compras un tiquete y puedes tomar el vuelo o si no
compras el tiquete y no puedes tomar el vuelo. Es falsa cuando p y q
tienen valores de verdad opuestos.

Las bicondicionales se expresan a menudo usando las construcciones
“si, entonces” o “solo si”. La otra parte del “si, y solo si” es implicita.
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Por ejemplo: “si acabas tu comida, puedes tomar postre” (lenguaje
natural); matematica y légicamente: “Puedes tomar postre si, y solo
si, acabas tu comida” 6: “Si acabas tu comida, entonces puedes tomar
postre”, 6 “Puedes tomar postre sélo si acabas tu comida”

Precedencia de operadores légicos

Generalmente, se utilizan paréntesis para especificar el orden en el
gue se deben aplicar los operadores légicos en una férmula.

El operador conjuncion precede siempre al operador disyuncién.

Los operadores condicional y bicondicional tienen precedencia
inferior que los operadores conjuncién y disyuncion.[3]

Tabla 2.7.
Tabla de precedencia de operadores I6gicos
Precedencia de operadores logicos
Operador Precedencia
= 1
A 2
Vv 3
— 4
— 5

Formalizacion
Definicion

El paso del lenguaje natural al lenguaje formal.
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Hay muchas razones para traducir frases del lenguaje natural a
expresiones con variables proposicionales y conectivos légicos, esto
evita ambigliedades.

Una vez que hemos traducido frases del lenguaje natural a
expresiones légicas, podemos analizar estas expresiones légicas para
determinar sus valores de verdad, las podemos manipular y podemos
usar las reglas de inferencia.

Ejemplo 1:
¢Cual es la formalizacién de la siguiente frase?:

“Puedes acceder a internet desde el campus sélo si estudias ciencias de la
computacion o no eres alumno de primero”.

Utilizaremos variables proposicionales para representar cada parte
de la oracién y determinar los conectivos logicos apropiados entre
ellas. Representaremos las frases: “Puedes acceder a internet desde
el campus”, “estudias ciencias de la computaciéon” y “eres alumno de
primero” por p, q y r, respectivamente. Considerando que “solo si” es
una forma de expresar una implicacion, la frase puede representarse

como: p — (qVv -r).
Ejemplo 2:
¢Cual es la formalizacién de la siguiente frase?:

“No puedes montar en la montaria rusa si mides menos de 1,20 metros, a
no ser que seas mayor de dieciséis anos”.

Utilizaremos variables proposicionales para representar cada parte
de la oracién y determinar los conectivos légicos apropiados entre
ellas.
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Representaremos las frases: “Puedes montar en la montana rusa’,
“mides menos de 1,20 metros” y “eres mayor de dieciséis anos” por q,
ry s, respectivamente. La frase puede representarse como: ( r A\ -s)

— Q.

Busquedas Booleanas

Los conectivos légicos tienen un amplio campo de aplicacién en las
busquedas de grandes colecciones de informacién como, los indices
de paginas web.

En las busquedas booleanas se usa la conexion AND para emparejar
datos almacenados que contengan los dos términos de busqueda, la
conexion OR se usa para emparejar uno o ambos términos de la
blusqueda y la conexion NOT (a veces escrita AND NOT) se usa para
excluir un término particular de la busqueda.

Juegos de logica

Aquellos juegos que se pueden resolver usando el razonamiento
l6gico se conocen como juegos légicos.

Resolver juegos légicos es una excelente forma de practicar con las
reglas de la légica.

Hay programas de computador disefiados para desarrollar
razonamiento légico que a menudo utilizan juegos de légica para
ilustrar sus capacidades.

Logica y operaciones con bit

Los ordenadores representan la informacién usando bits. Un bit tiene
dos valores posibles O (cero) y 1 (uno).
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El significado de la palabra bit viene de la expresion inglesa binary
digit, ya que ceros y unos son los digitos usados en las
representaciones binarias de los nimeros.

Un bit se puede utilizar para representar un valor de verdad, ya que
dos son los valores de verdad: verdadero y falso.

Usaremos el bit 1 para representar el valor verdadero y O para el
falso.

Una variable se llama variable booleana si su valor es verdadero o
falso. Por consiguiente, una variable booleana se puede representar
usando un bit.

Las operaciones con bit en el ordenador se corresponden con los
conectivos légicos. Reemplazando el valor verdadero por 1y el valor
falso por O en las tablas de verdad de los operadores A, v, @, se
obtiene la siguiente tabla:

Tabla 2.8.
Tabla de verdad para los operadores de bit
Tabla de verdad para los operadores de bit OR, AND y
XOR
X y XVYy XAy XDy
o) o) 0 0 0)
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
1 1 1 1 0

Utilizaremos las expresiones OR, AND, XOR para los operadores: v,
N, @ respectivamente.

Una cadena de bits es una sucesion de cero o mas bits.
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2.4 Equivalencias proposicionales

Un tipo importante de paso utilizado en argumentos matematicos es
la sustitucion de una sentencia por otra de igual valor de verdad.

Definicion: Una férmula que es siempre verdadera, no importa los
valores de verdad de las proposiciones que la componen, se
denomina tautologia. Una formula que es siempre falsa se denomina
contradiccion. Finalmente, una proposicion que no es ni una
tautologia ni una contradiccién se denomina contingencia [4]

Tabla 2.9.
Ejemplo de una tautologia y una contradiccion

Ejemplo de una tautologia y una contradiccién
p -p pv-p pA-p
\ F V F
F V Vv F

Equivalencias Logicas

Las formulas que tienen los mismos valores de verdad en todos los
casos posibles se llaman I6gicamente equivalentes.

Definicién: Se dice que las proposiciones p y g son loégicamente
equivalentes si p «> g es una tautologia.

La notacion p = g denota que p y g son légicamente equivalentes. Una
forma de determinar si dos proposiciones son equivalentes es utilizar
una tabla de verdad.

Ejemplo

48



Tabla 2.10.
Tabla de verdad para una equivalencia légica

P a | pval|-(pva)| -p | -g |-pA-q
V Vv v F F F F
V F v F F \Y F
F v v F \ F F
F F F Y v |V Y
{5
rSOPA DE LETRAS DE LOGICA PROPOSICIONAL N
Encuentra las ocho palabras, Pusden estar en
direccion horizontal o vertical, al derecho o al revés,
O/C|l |[HIN|IK|S|C|Z|J|N|L NEGACION
DI [S|Y UINC|I |ONR|P DISYUNCION
AON|J|UNC|I ONE|T ARGUMENTO
LIAN|IO|Il (C/I [DIN|O|C|I CONJUNCION
R/G|P|K|DD WX|C |G|l |G IMPLICACION
E/NE|G|A|C|I ON|T|P|D RECIPROCA
VKXNYKGZ|SILIR|I INVERSA
NTINJEMUGRAI OM BICONDICIONAL
| |F|(P|D|I| ([P AJE|BG|C|OD
X/CH[J|TIMM|Z|F|KAN
Y NVIKIP/X Z T|LICK|U Haz clic en |la primera letra de la palabra, luego
P mielcli lelalell lolnlu dirige el raton a la uilima letra y vuelve a hacer clic
Palabra colorada es incomecta, palabra verde
L 25 un acisro, F |

Objeto interactivo 2.1. Juego "Sopa de letras".
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Objeto interactivo 2.2. Circuitos y tablas de verdad (crédito: Diego Luis Feria Gémez).
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TABLA DE VALORES DE

VERDAD
h#-— Conpancion  Diwyuncibe | Condesingl  Bicondadions] Dupescion
p g A v - - A
v | v |v|v|[v]|[Vv]eF
v F | F |V F | F | v
F |l v ]| v ]wv F | v
F E F F v | v ]F

i

(~pAg) - ~q

m M < <
< <K

Video 2.1. Operaciones logicas (video tomado del canal quidimat en TikTok).
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2.5 Ejercicios propuestos

Sea p: “Hace frio” y sea qg: “Esta lloviendo”, traduzca a lenguaje formal
(formalizacion):
a.No hacefrio b. Hace frio y esta lloviendo

Sea p: “Hace frio” y sea q: “Esta lloviendo” traduzca a lenguaje natural:
a. -pA-q b. -(-q)

Sea p: “Es alto” y sea q: “Es apuesto” traduzca a lenguaje formal
(formalizacion):
a.Es altoy apuesto b. Es falso que es bajo o apuesto. c.Noes
alto ni apuesto.

Sea p: “Es alto” y sea q: “Es apuesto” traduzca a lenguaje formal
(formalizacion):

a. Es alto, o es bajo y apuesto b. No es cierto que es bajo o no es
apuesto|6]

Sean p: “Enrique lee Newsweek” y q: “Enrique lee The New Yorker” y
sea r: “Enrique lee Time”, escriba c/u de las siguientes sentencias en
lenguaje formal:

a. Enrique lee Newsweek y The New Yorker, o no lee Newsweek y
Time.

b. No es verdad que Enrique lee Newsweek, pero no Time

c. No es verdad que Enrique lee Time o The New Yorker, pero no
Newsweek

Halle el valor de verdad de los enunciados:
(a) Paris esta en Francia.

(b) Es falso que Paris esté en Francia.

(c) Paris no esta en Francia.
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Halle el valor de verdad de los enunciados:
(a)3+3=7.

(b) Esfalsoque 3+3=7.

(c)3+3=#7

Halle el valor de verdad de los enunciados:
Es falso que 2 + 2 =4 o Londres esta en Francia.

Es la proposicion: ;p v - (p A g) una tautologia?
Verifique que la proposicion: (p Aq) A- (p v q) es una contradiccion.

Demuestre que las proposiciones: - (pAQ) Yy - p vV - g son equivalentes
l6gicos.

Construyalatablade verdadde: (p —q) — (pAQ)

Demuestre que las proposiciones: p < qy (p — q) A (g — p) son
equivalentes légicos.

Es una tautologia: ((p v q) Aq p) — g?. Demuestre.
Qué tipode formulaes: (pvg) Aq p/Aq g. Demuestre

Considere las afirmaciones:

- El programa estd bien escrito y bien documentado
- El programa estda bien documentado y bien escrito
:Son légicamente equivalentes? (Demostrar)

Considere las afirmaciones:

- El 0 no est4 informado o él no es honesto

- No es verdadero que él esté informado y sea honesto
:Son légicamente equivalentes? (Demostrar)

53



54



Capitulo |l

Teoria de Conjuntos




3.1 Introduccion

Los conjuntos, idea esbozada inicialmente por Cantor?, se utilizan
para agrupar objetos.

Figura 3.1. Foto de Georg Cantor (crédito: Wikipedia, dominio publico).

4 Georg Cantor, cuyo nombre completo era Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, fue un
matematico nacido en San Petersburgo, Rusia, el 3 de marzo de 1845, y fallecido en Halle,
Alemania, el 6 de enero de 1918. Su legado es fundamental en las matematicas modernas,
y su trabajo revoluciond la teoria de conjuntos.

Durante su educacién, Cantor demostré un gran talento en matematicas y se gradué con
excelentes informes.

Cantor es conocido por ser el inventor, junto con Dedekind, de la teoria de conjuntos, que
se ha convertido en la base de las matematicas modernas.

Gracias a sus audaces investigaciones sobre conjuntos infinitos, Cantor fue el primero en
formalizar la nocién de infinito mediante los nimeros transfinitos (cardinales y ordinales).
Aunque no pudo demostrar la hipotesis del continuo, su trabajo en este campo fue
influyente y sigue siendo objeto de estudio en matematicas y filosofia.

En resumen, Georg Cantor fue un visionario matematico cuyas ideas siguen influyendo en
la teoria de conjuntos y la comprensiéon del infinito en las matematicas modernas. Su
legado perduray su nombre estd grabado en la historia de las matematicas.
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Figura 3.2. Imagen de Georg Cantor, usando la herramienta face swap de la IA Remaker
con lafoto de lafigura 3.1y unaimagen generada por la |A Ideogram.

Generalmente los objetos de un conjunto tienen propiedades
similares.

Definicion:

e Conjunto es una coleccién desordenada de objetos.
e Cualquier coleccién de objetos o individuos.

e Todos los individuos que poseen una cierta propiedad
colectivamente.

Definicion: Los objetos de un conjunto se llaman también elementos
o miembros del conjunto. Se dice que un conjunto contiene a sus
miembros.

Formas de describir un conjunto:
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Notacion de Lista (extension)

Enumerar todos los miembros del conjunto cuando esto sea posible,
se enumeran entre llaves. {a, b, c, d}.

Conjunto de las vocales del alfabeto: V ={a, e, i, 0, u}.

Un conjunto puede contener elementos no relacionados. {a, 2,
Alfredo, Sevilla}.

A veces la notacion con { } se utiliza para describir un conjunto sin
enumerar todos sus miembros. Solo enumeramos algunos de ellos y
utilizamos tres puntos suspensivos para indicar la secuencia de
formacion de los elementos que conforman el conjunto.

Conjunto de enteros positivos menores que 100:{1, 2, 3, ..., 99}.

Conjuntos que desempefan un valor importante en matematicas
discretas:

N ={0, 1, 2, 3,...} conjunto de nimeros naturales.
Z={..,-2,-1,0,1, 2, 3,...} conjunto de los enteros.
Z+={1, 2, 3,...} conjunto de enteros positivos.

Q={p/q|p€Z q€Z q#0}conjunto de los nUmeros
racionales.

R = conjunto de los niumeros reales.

Definicién: Dos conjuntos son iguales si; y solo si, tienen los mismos
elementos.[13]
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{1,3,5}={3,5,1}={1, 3,3, 3, 5, 5}, no importa el orden y cantidad de
los elementos.

Otra forma de describir conjuntos es usando la notacion
construccion de conjuntos. (comprension).

Caracterizamos todos los elementos del conjunto declarando la
propiedad o propiedades que deben tener sus miembros.

O ={x| x es un entero positivo menor que 10}
R ={x|xesunndmero real}

Un conjunto queda descrito completamente por sus elementos. De
hecho, dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos, y
son diferentes si un solo elemento de un conjunto no es también
elemento del otro conjunto.

Axioma de extensionalidad:

Sean A y B dos conjuntos. Entonces A y B son iguales si y solo si
tienen los mismos miembros. Si Ay B son iguales, escribimos A = B.

Entonces:

(A=B)=(xe Ao xeB).

O también:

(A=B)=(xe Ao xeB).

(A=B)=(ASBABCA).
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Si P es una cierta propiedad, entonces todos los elementos de un
universo que satisfacen P forman un conjunto.

Representacion Grafica

e Se pueden representar graficamente mediante el diagrama de
Venn

Conjunto universal U: Contiene todos los elementos bajo
consideracion, este conjunto se representa por: O

Circulos, representan conjuntos: ()

e Diagramas de Venn’ se usan a menudo para indicar relaciones
entre conjuntos

> John Venn (Kingston upon Hull, 4 de agosto de 1834 - Cambridge, 4 de abril de 1923) fue
un matematico y légico britanico miembro de la Real Sociedad de Londres. Es
especialmente conocido por su método de representacion grafica de proposiciones (seglin
su cualidad y cantidad) y silogismos conocidos como diagramas de Venn, que permiten una
comprobacién de la validez o invalidez de un silogismo. Posteriormente, fueron utilizados
para mostrar visualmente las operaciones mas elementales de la teoria de conjuntos.
Su madre, Martha Sykes, provenia de Swanland, cerca de Hull, y murié mientras John era
aun muy pequeio. Su padre era el reverendo Henry Venn, quien en la época en que nacié
John era el rector de la parroquia de Drypool, cerca de Hull. Henry Venn venia de una
familia distinguida y habia sido el lider de la Secta de Clapham, un grupo de cristianos
evangélicos que promovian la reforma de la prisién y la abolicién de la esclavitud y de los
deportes crueles. El padre de John Venn también jugd un papel prominente en el
movimiento evangélico. John Venn fue criado de manera estricta y se esperaba que
siguiera la tradicién familiar como ministro cristiano.
Después de pasar un tiempo en la Escuela de Highgate, entré en el Gonville and Caius
College, de Cambridge, en 1853. Se gradud en 1857 y pronto fue elegido profesor adjunto
de la escuela. Se convirtié en sacerdote anglicano en 1859. En 1862 regres6 a Cambridge
como profesor de logica y filosofia. Sin embargo, en 1883, renuncié al sacerdocio tras
llegar a la conclusion de que el anglicanismo era incompatible con sus creencias. El drea de
mayor interés para Venn era la légica, y publico tres textos sobre el tema: The Logic of
Chance (Légica del Azar), que introdujo la teoria de frecuencia de la probabilidad, en
1866; Symbolic Logic (Légica Simbdlica), que presentaba los diagramas de Venn, en 1881;
y The Principles of Empirical Logic (Los Principios de la Logica Empirica), en 1889
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U Conjunto de las 28 letras del alfabeto

V subconjunto de las vocales

Figura 3.3. Partes de un conjunto

Video 3.1. Diagramas de Venn, uniones e intersecciones (crédito MyWhyU ¥ en
YouTube).
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Notacidén

Notacion de pertenencia:

a €A, aesunelemento del conjunto A

a €& A, anoesunelemento del conjunto A

Generalmente se utilizan letras minusculas para denotar elementos
de conjuntos.

Conjunto vacioo conjuntonulo: @ & {}.(no tiene elementos).

Ejemplo: Conjunto de todos los elementos positivos que son mayores
gue sus cuadrados: es el conjunto vacio.

{@}: conjunto unitario.

Definiciéon: Un conjunto A se dice que es subconjunto de B si, y solo
si, todo elemento de A es también un elemento de B.

La notacion A € B, indica que A es un subconjunto de B.
A C€ B, siy solo si, la cuantificacion: vx (x € A — x € B) es verdadera.

Definicion: A es un subconjunto propio de B si A es subconjunto de B,
pero A no es igual a B. Si A es un subconjunto propio de B, escribimos
A cB.

Un subconjunto propio es, esencialmente, solo una parte de un
conjunto. Por ejemplo, la mayoria de los subcomités son
subconjuntos propios de los comités, porque no todos los miembros
de un comité forman parte de un subcomité. Todas las tautologias son
expresiones légicas, pero hay expresiones que no son tautologias.

62



Definicion: A es un superconjunto de B si B es subconjunto de A. La
proposicion de que A es un superconjunto de B se expresa como A O
B. Ademas, A es un superconjunto propio de B si A es un
superconjunto de B que es diferente de B. En este caso escribimos A
O B.

3.2 Operaciones con conjuntos

Definicion: Sean A y B conjuntos. (La union) de los conjuntos Ay B,
denotada por A U B, es el conjunto que contiene aquellos elementos
qgue estan bien en A o bienen B, 0 en ambos.

U

Figura 3.4. Union de conjuntos

Un elemento x pertenece a la union de los conjuntos Ay B, si, y solo si
pertenece a A 6 x pertenece a B. Esto nos dice que:

AuB={x|xeAyxeB}
Ejemplo: La unién de los conjuntos {1, 3, 5} y {1, 2, 3} es el conjunto {1,
2,3,5}) estoes{1,3,5}u{1,2, 3}={1,2,3,5}

Definicion: Sean Ay B conjuntos. La interseccién de los conjuntos Ay
B, denotada por A N B, es el conjunto que contiene aquellos
elementos que estan tanto en A como en B. (comunes a ambos).

63


https://www.zweigmedia.com/tutsM/tutSets.php?ed=8&lang=es
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/MatematicasDiscretas/images/Union.jpg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/MatematicasDiscretas/images/Union.jpg

e b

-'.--'--'- 1 .‘\‘H.'\'
I:‘ A B |
¥/

Figura 3.5. Interseccién de conjuntos

Un elemento x pertenece a la interseccién de los conjuntos Ay B si, y
solo si, x pertenece a Ay x pertenece a B. Esto nos dice que:

ANB={x|xeAAxeB]}

Ejemplo: La interseccién de los conjuntos {1, 3, 5} y {1, 2, 3} es el
conjunto{1, 3};estoes{1, 3,5} N{1,2,3}={1, 3}.

Definicion: Se dice que dos conjuntos son disjuntos si su interseccion
es el conjunto vacio.

Ejemplo:SeaA={1,3,5,7,9}yB={2,4,6,8,10}. ComoANB=®,Ay
B son disjuntos.

Definicion: Sean Ay B conjuntos. La diferencia de los conjuntos Ay B,
denotada por A - B, es el conjunto que contiene aquellos elementos
gue estan en A, pero no en B. La diferencia de Ay B se [lama también
el complementario de B con respectoa A. [7]

Figura 3.6. Diferencia de conjuntos
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Un elemento x pertenece a la diferenciade Ay B si, y solosi,x € Ay X
¢ B. Esto nos dice que:

A-B={x|xeAAx¢B}

Ejemplo: La diferenciade {1, 3,5}y {1, 2, 3} es el conjunto { 5 }; esto es
{1, 3,5}-{1, 2,3} ={5 }. Esto es distinto de la diferencia de {1, 2, 3} y
{1, 3,5}, que es el conjunto {2 }.

Definicion: Sea U el conjunto universal. El conjunto complementario
de A, denotado por A, es el complementario de A con respecto a U. En
otras palabras, el complementario de conjunto Aes: U - A.

Un elemento pertenece a A si, y solo si, x & A. Esto nos dice que:

A={x|x¢A}.

Ejemplo: Sea A = {a, e, i, 0, u} (donde el conjunto universal es el
abecedario). Entonces A=1{b,c,d,...}.

Figura 3.7. Complementario de un conjunto
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Diagramas de Venn para dos conjuntos od

Dy conjuntos, na disyuntos, presentan
CLIAIT PRINNES que, Corme S8 indica 8n
las siguientes sxpresionss, generan 16
posibles combinaciones.

Haz che solie una de allas
vAClo [AnBIUiANE

{AnBIUTANEB]
A-B
mT—a
ANE
LAl

Objeto interactivo 3.1. Diagramas de Venn con dos y tres atributos (crédito: Juan

Guillermo Rivera Berrio).

&7

Recordemos algunas operaciones basicas

Zean los conjuntos A={0, 2. 3. 7.8l yB={1, 2. 4. 5.7}
Arrastra los nimeros del conjunto universal al diagrama, de acoerdo a los conjunlos dados,

Conjunto universal

01234
56789

Objeto interactivo 3.2. Ejercicio sobre diagramas de Venn (crédito: Juan Guillermo
Rivera Berrio).
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3.3 Principio de inclusion - exclusion

El principio de inclusién - exclusién es una técnica muy importante
utilizada en los problemas de recuento.

A veces estamos interesados en encontrar el cardinal de la unién de
conjuntos. Para encontrar el niumero de elementos de la union de dos
conjuntos finitos A y B tener en cuenta que | A | + | B | cuenta
exactamente una vez cada elemento que esta en A, pero no en B, o
gue esta en B. pero no en A, y exactamente dos veces cada elemento
gue esta tanto en A como en B. Por tanto, si el nimero de elementos
gue estd tanto en A como en B se sustraede | A | + | B |, contaremos
los elementos de A N B sélo una vez. Por tanto:

|AUB|=|A|+|B|-]|ANB]

Para tres conjuntos se tendra:
|AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANB
NCJ

La interpretacion grafica de esta férmula se muestra en la Figura 3.6
|AUBUC|=|A|+|B|+|C|-]|ANB|-]|ANC|-|BNC|+|ANB
NC|

Figura 3.8. Principio de Inclusién Exclusion
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Pregunta 1 :

UnldiagramaldelVennlconstaldes

Selecciona la respuesta correcta:

OCirculos en (O)Cuadrados ®@Rombos

cuadrados
iMNo es correcto!

Pasa a la siguiente pregunta

1 de 8

Objeto interactivo 3.3. Evaluacion tipo seleccién multiple.

"i '[euna de Cgnjuntos. Parte: I Definicion, nota.x h

<= » TEORIA DE V. "
Judr CONj'"'TOS ?

?'

i

"*;i, 7 PARTE 1 = 47"

ORI e AT E L .l : 5-:-113
-_‘f;*'.h
L ﬁ-‘fwm\}#f_l

CanalPhi

Video 3.2. Teoria de Conjuntos (crédito: CanalPhi ¥ en YouTube).
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OPERACIONES COMBINADAS U={1,2,3,4,5,6,1,9)

P o) 702/851 B & VYoulube L3

Video 3.3. Operaciones con conjuntos (crédito: QuidiMat Matematica Guillermo '# en
YouTube).

3.4 Ejercicios propuestos

Reescriba las siguientes declaraciones usando la notacion de
conjuntos:

a. Elelemento 1 noes miembrodeA.

b. AesunsubconjuntodeC.

c. Fcontiene todos los elementos de G.

Considere las siguientes premisas:

S1: Algunos estudiantes son perezosos.

S2: Todos los hombres son perezosos.

Use un diagrama de Venn para determinar la validez de la siguiente
conclusion, explique la deduccion:

- Algunos estudiantes son hombres.
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Reescriba las siguientes declaraciones usando la notaciéon de
conjuntos:

a. Elelemento 5 esun miembrodeB.
b. AnoesunsubconjuntodeD.
c. Fcontiene todos los elementos de G.[6]

Traduce estas cuantificaciones a lenguaje natural y determina su
valor de verdad.

a. VxeZ(x?>0)

b. axeR((x%=x)

Determine si cada una de estas sentencias es verdadera o falsa

a. xe{x}
b. {x}c{x}
c. {xje{x}

Enumere los elementos de los siguientes conjuntos; aqui N ={1,2, 3...}
a. A={x|x€eN, 3<x<12}

b. B={x|x€eN, xespar,x< 15}

c. C={x|x€eN, 4+x=3}

;Cudl es el conjunto de las partes (subconjuntos) del conjunto vacio?

:Cudl es el conjunto de las partes de {@}?

Considere las siguientes premisas:

S1: Todos los diccionarios son utiles.

S2: Mariasoélo tiene novelas rosas.

S3: Ningunanovelarosaes util.

Use un diagrama de Venn para determinar la validez de la siguiente
conclusion, explique su conclusion:

- Las novelas rosas no son diccionarios
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Describa con palabras como podria probar lo siguiente, (en teoria de
conjuntos):a. Aesigual aB.
b. Aesunsubconjunto propio de B.

Dados los conjuntos: C={1,5,9}; D={1,2,3,4,5};E={1, 3,5, 7, 9}.
Inserte el simbolo correcto: €, €; entre:
(@) C, D; (b) C, E.

Dado el conjunto: X ={x | x?=9, 2x=4}, :EsXelconjunto vacio?

Enumere los miembros de estos conjuntos
a. {x|xesunnumero entero positivo menor que 12}
b. {x|xeselcuadradode unenteroy x < 100}

Traduce estas cuantificaciones a lenguaje natural y determina su
valor de verdad.

a. VxeR (x%#-1)

b. IxeZ (%=2)

Hallar la unién, la interseccion y el conjunto diferencia de A y B,
dondeA={1,3,4,5} y B={3,5,7,8}.
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Capitulo IV

Relaciones




4.1 Generalidades

Definicién: Las relaciones binarias (entre elementos de conjuntos)
son conjuntos de pares, se representan mediante una estructura
llamada Relacion.

Dénde se dan:
e Empresay nimero de teléfono.

e Empleadoy su salario.

e Entre unapersonay su pariente.

Matematicamente:
e Entero positivoy uno de sus divisores.

e Numeroreal y otro que es mayor que él.
e Programa informatico y una variable que emplea.

e Lenguaje de programacion y una sentencia valida en ese
lenguaje.

Usos:
e Ciudades conectadas mediante vuelos

e Hallar orden viable en diferentes fases de un proyecto.

e Manera de almacenar informacion en bases de datos
informaticas.

Representacion:
e Métodos graficos.

e Matrices (operaciones matematicas).
e Métodos para representar conjuntos.
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“El predicado” es el enlace de los componentes de una relacion.

Definicion formal: Sean A y B dos conjuntos. Una relacion de A en B
es cualquier conjunto de pares (x, y), x € Aey € B.Si (x, y) € R,
diremos que x es R-relacionado con y. Para expresar que R es una
relacion de A en B, escribimos:

R:A<B.

El producto cartesiano: A x B, se define como el conjunto de todos los
pares (x,y), x € A,y € B. Por consiguiente una relacion.

R: A & B es siempre un subconjunto de A x B.
Una relacion en un conjunto A es unarelacionde AenA.

De hecho A x B es en si misma una relacién, la relacion universal. La
relaciéon universal contiene todos los pares posibles. El opuesto de la
relacion universal es la relacién vacia, gque no contiene ningun par.
Las relaciones binarias representan relaciones entre los elementos
de dos conjuntos.

” D
Notacion:
e Lista: enumera todos los elementos de la relacion.

e Tabular: mediante tabla de filas y columnas

¢ Matriz: una tabla sin encabezados es una matriz,
denotada como: MR.

e Grafica: circulos correspondientes a nodos y rectas que
los unen: arcos.
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Definicion: Todo “predicado” define una relacién. Reciprocamente,
toda relacién R define un predicado. Especificamente, si (x, y) es un
par, se puede definir un predicado PR para cada relacion R que es
verdadera si (x, y) € Ry falsa en caso contrario. Este predicado suele
expresarse como xRy:[5]

xRy =(x,y) R

Definicion: Sea R una relacién de X a Y. El dominio de R, abreviado
por dom R, es el conjunto de todos los elementos x € X que aparecen
en, al menos, un par (x, y) € R. Esto puede expresarse como:

domR ={x| 3y((x, y) € R)}

Definicién: El rango de R, que se abrevia como ran R, es el conjunto de
todos los elementos y € Y que aparecen en, al menos, un par (x,y) € R.
Esto puede expresarse como:

ran R ={y | 3x((x, y) € R)}
El dominio consta de todos los origenes y el rango de todos los
destinos, en una representacion de grafo de una relacion.

Definicién: Sea A un conjunto y sea R una relacién de A en A
Entonces R se dice que es una relacion sobre A.

Definicién: Si R: X & Y es una relacion, entonces la relacién inversa
R~:Y & X se define como {(y, x) | (x, y) € R}. Por consiguiente xRy =y
R~x.
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Todas las operaciones de conjuntos pueden aplicarse a las relaciones.
Los conjuntos resultantes contienen pares ordenados y son, por
tanto, relaciones.

Cualquier incremento en el espacio de dominio o en el espacio de
rango se denomina una extension.

Cualquier reduccion del espacio de dominio y el espacio de rango se
denomina una restriccion.

Dominio: Conjunto de
valores posibles que

puede tomar la variable
indepandiente

77


https://www.youtube.com/embed/R_elfAczb20
http://savefrom.net/?url=https%3A%2F%2Fwww.youtube.com%2Fembed%2FR_elfAczb20&utm_source=userjs-chrome&utm_medium=extensions&utm_campaign=link_modifier

4.2 Propiedades

Definicion: Una relacién binaria R sobre X es reflexiva si, para cada x
€ X, el par (x, x) estd en la (relacion.) Por consiguiente,

R es reflexiva = vVx (xRx)

Definicién: Una relacion R sobre X es no reflexiva si, para cada x € X,
el par (x, x) € R. En otras palabras, no existe x € X, tal que xRx.

Definicién: Una relacién R sobre un conjunto X es simétrica si, para
todo x e y perteneciente a X, xRy implica yRx. Por consiguiente,

R es simétrica = Vx Vy (xRy = yRXx)

Definicion: Una relaciéon R sobre X es antisimétrica si, paratodo y # X,
XRy excluye a yRx. En otras palabras, si se alcanzan xRy e yRx,
entonces x = y. Por consiguiente,

R es antisimétrica= Vx Vy (XRy AyRx = x =vy)

Definicion: Una relacion R sobre X es transitiva si, para todo x, y, z en
X, siempre que xRy e yRz, entonces xRz. Esto es,

R es transitiva = Vx Vy Vz (xRy A yRz = xRz)
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Definicion: Una relacion R es una relacién de equivalencia si y solo si
es reflexiva, simétricay transitiva.

Definicion:

Sean
R:Xe Yy
S:Y & Z dos relaciones.

La composicién de Ry S, que se denota R o S, contiene los pares (x, z)
si y solo si existe un objeto intermedio y tal que (x, y) estaen Ry (y, z)
estaen S. Por consiguiente,

X(R 0 S)z = 3y((xRy A yRz)
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4.3 Relaciones de equivalencia

El concepto de Relacién de Equivalencia tiene gran importancia en
las matematicas. Por ejemplo, se usa para definir nuevos conceptos
en términos de conceptos conocidos®:

1. Se definen los enteros en términos de los naturales y la suma de
éstos, definiendo que dos pares de naturales (a,b) y (c,d) son

equivalentessia +d = b + c.

2.Se definen los racionales en términos de los enteros y la
multiplicaciéon entre éstos, definiendo que dos pares de enteros
(a,b)y (c,d) sonequivalentessia x d = b X c.

3. Se definen los reales en términos de los racionales y sucesiones
de ellos, definiendo que dos pares de sucesiones de racionales
{q.}, {r»} son equivalentes si su diferencia es una sucesién
nula,ie.lim(gn — rn) — 0 cuandon — 0.

4.Se define el concepto de angulo en términos de clases de
equivalencia de arcos subtendidos en circulos concéntricos.

5.Se define el concepto de direccién en términos de clases de
equivalencia de lineas paralelas.

También se usa para calcular en términos de operaciones basicas, o
para simplificar entidades en términos de entidades equivalentes
mas sencillas:

1. Encontrar una maquina de estado finito con un nimero minimo
de estados que realiza la misma tarea que una maquina de
estado finito dada. Por ejemplo, la siguiente figura muestra dos
autématas que aceptan el mismo lenguaje:

® Este apartado es tomado de la Unidad Interactiva "Relaciones de Equivalencia" del
proyecto Prometeo (Julio Arnoldo Prado Saavedray Victor Manuel Amezcua Y Raz)
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Figura 4.1. dos autématas que aceptan el mismo lenguaje

2. Para encontrar la solucién de ecuaciones lineales simultaneas
en términos de operaciones elementales, tales como multiplicar
la 2da ecuacidon por una constante y sumdrsela a la lera
ecuacion. Haciendo esto con el sistema de dos ecuaciones

2x—3y =95
xX+y=2
resulta en el sistema:
2x—3y =95
-5y =1

Los dos sistemas son equivalentes en el sentido de que las
soluciones de uno coinciden con las soluciones del otro.
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A

Figura 4.2. Representacién de una relacién de equivalencia

4.4 Representacion
Definicion:

Un grafo dirigido, o digrafo, consta de un conjunto V de vértices (o
nodos) junto con un conjunto E de pares ordenados de elementos de
V llamados aristas (o arcos). Al vértice a se le llama vértice inicial de la
arista(a, b), y al vértice b se le [lama vértice final de esta arista.[12]

Una arista de la forma (a, a) se representa usando un arco que
conecta el vértice a consigo mismo. Una arista de esta forma se llama
bucle.

Definicion:

Una relacién es reflexiva si, y solo si, hay un bucle en cada vértice del
grafo dirigido, de modo que todos los pares ordenados de la forma (x,
X) pertenecen alarelacién.
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Una relacion es simétrica si, y sélo si, para cada arista entre vértices
distintos de su digrafo existe una arista en sentido opuesto, de modo
que (y, x) esta en la relacién siempre que (x, y) lo esta. Andlogamente,
una relacion es antisimétrica si, y sélo si, no hay ninguna pareja de
aristas con sentidos opuestos uniendo dos vértices distintos.

Definicion:

Finalmente, una relacién es transitiva si, y sélo si, siempre que hay
una arista uniendo un vértice x con un vértice y y una arista uniendo
el vértice y con un vértice z hay una tercera arista que une x con z
(completando un tridngulo en el que cada lado es una arista orientada
en la direccion correcta).

A
Comprueba tus conocimientos en 8 preguntas E

Responde con la mejor opcion.

@ Comenzar
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4.5 Ejercicios propuestos

SeaP={(1,2),(2,4),(3,3)}y Q={(1,3),(2,4), (4,2)}

Calcular:

PUQ PNQ; dom(P); dom(Q); dom(PUQ); ran(P); ran
(Q); ran(PNQ).

Para la siguiente relacion, indique si es: reflexiva, no reflexiva,
simétrica o transitiva:

Sean (x) e (y) nifios, y sea xRy verdadera si (x) es un hermano de (y) o
si (x) = (y).

;Cudles son los rangos de las relaciones: S = {(x, x?) [ xe N} y T ={(x,
2x) | xe N} donde:N={0,1,2,..}?

L representa la relacion “menor o igual que” y D representa la
relacion “divide”, donde xDy significa “x divide a y”. Tanto L como D
estan definidas sobre el conjunto {1,2,3,6}. Escribir L y D como
conjuntos, y calcular LN D.

Para la siguiente relacion, indique si es: reflexiva, no reflexiva,
simétrica o transitiva:

Sean (x) e (y) seres humanos, y sea xRy verdadera si (x) e (y)
pertenecen a la misma familia.

;Qué clase de relacion tienen los aeropuertos de las ciudades
costeras colombianas de la costa atlantica?

La relacién antecesora, ;qué tipo de propiedad(es) tiene?

Que valor de verdad tiene la relacion binaria R sobre X: R es reflexiva
=V x (XRx).
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¢Es la relacion subconjuntos sobre conjuntos transitiva?, por qué?,
explique

Qué tipo de propiedad tiene la relacion R sobre X si, V x € X, el par (x,

¢Eslarelaciéon: <, transitiva?, por qué?, explique

Sean Ay B el conjunto de todos los estudiantes y el conjunto de todas
las asignaturas que se imparten en una escuela, respectivamente.
Supongamos que R, consta de todos los pares ordenados (a, b) en los

que el estudiante a ha cursado la asignatura b y que R, consta de

todos los pares ordenados (a, b) en los que a es un estudiante que
necesita aprobar la asignatura b para graduarse.
¢CuadlessonlasrelacionesR,UR, R;,NR, R;-R, R,-R; R;®R,?

Sea R, larelacién “menor que” en el conjunto de los niUmeros reales y
sea R, la relacién” mayor que” en el conjunto de los nimeros reales,
estoes,R;={(x,y) | x<y} y R,={(x,y) | x>y}l Hallar R,UR, R, N
R, R,-R, R,-R; Ri®R,?

¢Puede una relacion en un conjunto no ser ni reflexiva ni irreflexiva?,
explique.

Da un ejemplo de relacion irreflexiva en el conjunto de todas las
personas.

Usa cuantificadores para expresar lo que significa que una relacién
sea asimétrica.
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5.1 Generalidades

El matematico suizo Leonard
Euler se interesé en el problema
de los puentes de Koénigsberg, y
en 1736 presenté un trabajoen la
Academia de Ciencias de San
Petersburgo en el que daba una
solucion. Para resolver el
problema Euler utilizé un
esquema con puntos y lineas. Usé
puntos para representar los
lechos del rio y las islas, marcados
con las letras A, B, Cy D; los siete
puentes los representd mediante
lineas (Leticia Montserrat).

Lecho del rio A

Figura 5.1. Retrato de Euler del afio 1753
dibujado por Jakob Emanuel Handmann.
El retrato sugiere problemas en el ojo
derecho, asi como un posible estrabismo
(crédito Jakob Emanuel Handmann,

Isla G Isla D

Dominio publico).

Lecho del rio B

La obra de Euler es considerada como el comienzo de la teoria de
graficas, que forma parte de la topologia. El esquema anterior es
llamado grafica (o grafo), los puntos se llaman vértices (o nodos) y las
lineas se llaman aristas (o lados).
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Los grafos se utilizan en la solucién de:

¢ Implementar circuitos sobre una placa de una sola capa.

¢ Diferenciar compuestos quimicos que tengan la misma férmula
molecular, pero distinta estructura.

e Estudiar estructuras de lared de internet.

e Determinar si dos computadores estan conectados o no por un
enlace.

e Hallar el camino mas corto entre dos ciudades en una red de
transporte.

e Programar examenes.

e Asignar canales en emisoras de tv.

Definicién: Los (grafos) son estructuras discretas que constan de vértices
y aristas que conectan entre si esos vértices.[11]

Hay diferentes tipos de grafos, se diferencian entre si por el tipo y
numero de aristas que puedan conectar c/par de vértices.

Ejemplos de utilizacion:

e Competicion de especies distintas en un mismo nicho ecolégico.
¢ Resultados de un torneo deportivo.

e Calcular el # de combinaciones diferentes de vuelos entre
ciudades de unared aérea.

e Determinar si es posible o no recorrer todas las calles de una
ciudad sin pasar dos veces por la misma calle.
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5.2 Tipos

Grafo simple: consta de vértices y aristas no dirigidas. Cada arista
conecta dos vértices distintos y no hay dos aristas que conecten un
mismo par de vértices

Definiciéon formal: Un grafo simple G = (V, E) consta de V, un conjunto
no vacio de vértices, y de E, un conjunto de pares ordenados de
elementos distintos de V. A estos pares se les llama aristas.
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Figura 5.2. Grafo Simple

Multigrafo: consta de vértices y aristas no dirigidas entre esos
vértices, pero admitiendo la existencia de aristas multiples entre
pares de vértices. Todo grafo simple es multigrafo. Sin embargo, no
todos los multigrafos son grafos simples, puesto que en un multigrafo
puede haber dos o mas aristas conectando un mismo par de vértices.

Definiciéon formal: Un multigrafo G = (V, E) consta de un conjunto V
de vértices, un conjunto E de aristas, y una funcién f de E en {{u, v} | u,
v € V, u # v}. Se dice que las aristas e, y e, son aristas mdultiples o

paralelas si f(e,) = f(e,).
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Figura 5.3. Multigrafo

Pseudografo: Son mas generales que los multigrafos, ya que una
arista de un Pseudografo puede conectar un vértice consigo mismo.

Definiciéon formal: Un pseudografo G = (V, E) consta de un conjunto V
de vértices, un conjunto E de aristas, y una funcién f de E en {{u, v} | u,
v € V1. Una arista e es un bucle, o lazo, si f(e) = {u, v} = {u} para algin u
eV.
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Figura 5.4. Pseudografo

Grafo dirigido: Las aristas de un grafo dirigido son pares ordenados.
Se admiten bucles, pares ordenados con sus dos elementos iguales,
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pero no se admiten aristas multiples en la misma direccién entre dos
vértices.

Definicién formal: Un grafo dirigido G = (V, E) consta de un conjunto
V de vértices, y de un conjunto E de aristas, que son pares ordenados
de elementos de V. Utilizamos una flecha apuntando desde u hacia v
paraindicar ladireccion de la arista (u, v).[12]

Multigrafos dirigidos: pueden tener aristas dirigidas multiples desde
un vértice a un segundo vértice (que, eventualmente, puede coincidir
con el primero), para representar este tipo de redes.
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Figura 5.5. Multigrafo Dirigido

Definicion formal: Un multigrafo dirigido G = (V, E) consta de un
conjunto V de vértices, un conjunto E de aristas, y una funcién f de E
en {{u, v} | u, v € V}. Se dice que las aristas e, y e, son aristas multiples

si f(e,) =f(e,).

5.3 Modelos

Gafos de solapamiento de nichos en ecologia: Se emplean en
muchos modelos que tienen que ver con las interacciones entre

especies animales distintas.
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Halcén
Buho

igi Ardilla
Zariglieya Cuervo

P&jaro carpintero

Figura 5.6. Nicho de solapamiento

Grafos de conocidos: se utilizan para representar relaciones entre
personas.

Ernesto

Sara Eduardo

Camilo Carlos

Héctor Kike

Figura 5.7. Grafo de conocidos

Gafos de influencias: Para observar en un grupo de personas,
qguienes pueden influir en la forma como piensan otras.
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Deborah Fred Yuonne

Figura 5.8. Grafo de influencias

Grafos de llamadas: se pueden utilizan para representar las llamadas
telefénicas enunared.

315236787
3153146587

31477269 47

3027693891 302 4519858

Figura 5.9. Grafo de llamadas

5.4 Terminologia Basica

Definicion: Se dice que dos vértices u y v de un grafo no dirigido G
son adyacentes (o vecinos) en G si e = {u, v}, se dice que la arista e es
incidente con los vértices u y v. También se dice que la arista e
conectauy v.Sedice que los vértices uy v son extremos de la arista e.
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Para seguirle la pista a cuantas aristas son incidentes con un vértice,
definimos:

Definicién: El grado de un vértice de un grafo no dirigido es el
numero de aristas incidentes con él, exceptuando los bucles, cada uno
de los cuales contribuye con dos unidades al grado del vértice. El
grado del vértice v se denota por d(v).

A los vértices de grado cero se les llama aislados. Claramente, un
vértice aislado no es adyacente a ningun vértice. Se dice que un
vértice es colgante, o que es una hoja, si y solo si, tiene grado uno.

Teorema 1: La suma de los grados de los vértices de un grafo no
dirigido es un nimero par.

Teorema 2: Todo grafo no dirigido tiene un nimero par de vértices de
grado impar.

Definicion: Si (u, v) es una arista del grafo dirigido G, se dice que u es
adyacente a v y que v es adyacente desde u. Al vértice u se le llama
vértice inicial de (u, v) y a v se le llama vértice final o terminal de (u, v).
Los vértices inicial y final de un bucle coinciden.

Definicion: En un grafo dirigido, el grado de entrada de un vértice v,
denotado por ® " (v), es el nimero de aristas que tienen a v como
vértice final. El grado de salida de un vértice v, denotado por & *(v), es
el nimero de aristas que tienen a v como vértice inicial (nétese que
un bucle contribuye con una unidad tanto al grado de entrada como
al grado de salida del vértice correspondiente).
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5.5 Representacion
Matriz de adyacencia

Basada en la adyacencia de vértices, en grafos sin aristas multiples,
especifica los vértices que son adyacentes a cada uno de los vértices

del grafo

Lista de aristas en un grafo simple

b Vértices Vértices adyacentes
a b,c, e
d C b a
c a,de
d d ce
€ e a,cd

Figura 5.10. Matriz de adyacencia de un grafo simple
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b Lista de aristas en un grafo dirigido

Vértice Vértices finales
O inicial
ad C a b,cde
b b, d
d C a,c e
e d
e b,cd

Figura 5.11. Matriz de adyacencia de un grafo dirigido

5.6 Circuitos Eulerianos

Los habitantes de Konigsberg (hoy Kaliningrado) solian dar largos
paseos por la ciudad los domingos. Hubo quien se pregunté si seria
posible comenzar el paseo en algun sitio de la ciudad, atravesar todos
los puentes sin cruzar ninguno dos veces y regresar al punto de
partida.

El matematico suizo Leonhard Euler resolvié este problema. Su
solucion, publicada en 1736, es posiblemente la primera ocasiéon en
gue se utilizo la teoria de grafos. Euler estudio el problema usando el
multigrafo que se obtiene si se representan las cuatro regiones
mediante vértices y los siete puentes mediante aristas

A continuacién, se transcribe la unidad didactica Los puentes de
Konigsberg, disenada por Leticia Montserrat en el proyecto Los
puentes de Konigsberg.

Planteamiento del problema: Los puentes de Kénigsberg

Konigsberg era el nombre de una ciudad atravesada por el rio Preger.
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En el siglo XVIII era una ciudad alemana, pero ahora pertenece a
Rusia y su nombre es Kaliningrado. Dentro de la ciudad hay dos islas
fluviales que estan conectadas a los lechos del rio por puentes. En el
siglo XVIII eran siete y estaban dispuestos como se muestra a
continuacion.

KONINGSBERGA

Figura 5.12. Los puentes de Konigsberg

Se convirtié en tradicion que los habitantes de Konigsberg
pasaran sus domingos por la tarde paseando por la ciudad. Se
cree que intentaban cruzar cada uno de los siete puentes que
unen el norte y el sur del rio a las dos islas, pero sélo una vez y
sin volver sobre sus pasos. ;Es posible hacerlo?

Esto es equivalente a preguntarse si es posible caminar por la ciudad
de tal manera que se cruce una sola vez cada puente.
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Problema

Queremos encontrar un camino a través de la ciudad de tal
manera que no se cruce cada uno de los siete puentes mas de
una vez.

:Es posible resolver este problema?

Sino es posible, ;puedes explicar por qué?

Si se puede resolver, explica cdmo puedes saber que tienes
todas las soluciones.

Exploracion inicial del problema

En el siguiente espacio interactivo podras elegir partir de cualquiera
de los lechos del rio o de las islas. Elige un punto de partida y pulsa el
boton "Iniciar" para hacer un recorrido por los siete puentes.

o7

L

Lecho del rio A

Lecho delrio B

Iniciar Cambiar posicion Limpiar
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En el siguiente espacio interactivo podras elegir partir de cualquiera
de los lechos del rio o de las islas y el nUmero de puentes.

Elige un punto de partida y un nimero de puentes. Pulsa sobre
el botén "Iniciar" para hacer un recorrido por los puentes. Para
cambiar de posicion inicial pulsa sobre "Cambiar posicion" y
luego sobre "Iniciar". Pulsa sobre el botén "Limpiar" para borrar
los caminos que hayas trazado si asi lo requieres.

Iniciar Cambiar posicidn Limpiar

;Lograste trazar un recorrido pasando sélo una vez por cada
puente en todos los casos?

Si no lo lograste en todos los casos, ;en qué casos lo lograste y
en qué casos no lo lograste?, ;Cual crees que es el motivo?
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Formalizacion del problema - La teoria de grafos

Euler, como se dijo antes, usé puntos para representar los lechos del
rioy las islas, marcados con las letras A, B, C y D; los siete puentes los
representé mediante lineas.

Lecho del rio A

Isla C IslaD

Lecho del rio B

Ahora, ya puedes resolver el problema, usando el grafo anterior.
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El problema de los puentes de Konigsberg se reduce a dibujar la
grafica que usé Euler partiendo de un punto con un unico trazo,
es decir, sin despegar el |apiz del papel (o, en este caso, sin dejar
de pulsar sobre el cursor), y sin recorrer la misma linea dos
veces.

A un recorrido con estas caracteristicas se le llama camino
euleriano. Cuando el punto de inicio y el punto final coinciden, el
recorrido es un circuito euleriano.

Vértices pares

Al inicio planteamos el siguiente problema: ;es posible recorrer los
siete puentes sobre el rio Preger sin pasar por ninguno mas de una
vez? En la seccidn anterior vimos que este problema equivale a trazar
una grafica con cuatro vértices (los lechos del rio y las islas) y siete
aristas (los puentes) sin despegar el lapiz del papel y sin recorrer la
misma arista mas de una vez. Ahora, veremos qué relacién hay entre
el nimero de vértices, el nUmero de aristas que hay en cada vérticey
el tipo de recorridos que se pueden hacer sobre una grafica.

En el siguiente espacio interactivo traza un recorrido en cada grafica,
tomando en cuenta las siguientes preguntas.

Preguntas
¢Es posible trazar un camino euleriano de cada una de las

graficas?
¢Y unciclo o circuito euleriano?
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Coloca el control grafico (verde) en uno de los puntos de alguna
de las graficas y pulsa el botdn "Iniciar"”. Para cambiar el punto de
inicio pulsa el botén "Cambiar posicion" y luego pulsa "Iniciar".
Pulsa el botén "Limpiar" para borrar los caminos que hayas
trazado si asi lo requieres.

o]

@

Cambiar posicitn

Al recorrer toda la grafica, gqué ohservas acerca de los puntos de inicio y de Ermino?

A

Vértices pares e impares
En el siguiente espacio interactivo traza un recorrido en cada grafica.

Nuevamente averigua: ;Es posible trazar un camino euleriano de
cadaunade las graficas? ;Y un ciclo euleriano?

Coloca el control grafico verde en uno de los puntos de alguna
de las graficas y pulsa el botdn "Iniciar"”. Para cambiar el punto de
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inicio pulsa el botén "Cambiar posicion" y luego pulsa "Iniciar®”.
Pulsa sobre el botén "Limpiar" para borrar los caminos que
hayas trazado si asi lo requieres.

o7

Cambiar posicidn

Al recorrer las lres grdficas, jqué ohservas acerca de los puntos de inicio y de LErmino™?

s

En resumen
Podemos concluir que:

Cuando una grafica tiene sélo vértices pares (vértices con un
numero par de aristas), el recorrido es un ciclo euleriano, pues
sin importar en qué vértice se inicie el recorrido, al hacerlo sin
levantar el |apiz del papel y pasando sélo una vez por cada
vértice, regresamos al vértice del que partimos.
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Cuando la grafica tiene dos vértices impares (vértices con un
naimero impar de aristas), el recorrido no es un ciclo euleriano,
sino un camino euleriano, pues los puntos de partida y de
terminacion son distintos.

Y finalmente, en una grafica con dos vértices impares, no se
puede obtener un camino euleriano si se parte de un vértice par.

A continuacién se te ofrecen 5 preguntas de opcién multiple para que
te autoevalues.

Pregunta 1
AN~
Zi a la grafica de Euler le quitamos la anista que une laisla C : | \
con la isla D, es decir gue habria & puentes, la solucicn del x).{' ¢
problema seria ... \
| /
: ] s = | |
Selecciona la respuesta correcta v presiona €l botan “erificar'. \o/ —
Ex posible atravesar todos los Ner ex posible afravesar todos los
puenies una sola ves porgue puenieys we soloa vez porgue fay
solor vy dox Bertices inmpares. dos VErtives poares.
No es posible atvravesar todos Les Es posible alravesar odos los
puenles wha sofi ves porgue oy prreenles nie soli ez pordie
clens Vértices impares, toclos fos vértices son pares.

Definicién formal: Un circuito euleriano de un grafo G es un circuito
simple que contiene a todas las aristas de G.
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5.7 Circuitos Hamiltonianos

Circuito Hamiltoniano: Responde a la pregunta: ;Podemos
desplazarnos por las aristas de un grafo comenzando en un vértice y
volviendo a él después de haber visitado cada vértice del grafo
exactamente una vez?

Definicion formal: Un circuito hamiltoniano es un camino simple que
contiene a todas las aristas de G.[3]

Condiciéon necesaria y suficiente para la existencia de circuitos y
caminos euleriano:

Si todos los vértices de un multigrafo conexo tienen grado par,
entonces el grafo contiene un circuito euleriano.

Un circuito euleriano empieza en un vértice y termina en el mismo vértice.

Teorema: Un multigrafo conexo contiene un circuito euleriano si, y
solo si, cada uno de sus vértices tienen grado par.

Teorema: Un multigrafo conexo contiene un camino euleriano, pero
no un circuito euleriano, si, y solo si, tiene exactamente dos vértices
de grado impar.

Definicién: Se dice que un camino x, X;, ..., X,.1, X, del grafo G = (V, E)
es un camino hamiltoniano si V = {X,, Xy, ... X, .1, X,} Y X, # X;para 0 s i < ]
< n. Se dice que un circuito x,, X4, ..., X1, X, (con n > 1) del grafo G = (V,
E) es un circuito hamiltoniano si x,, X4, ..., X1, X, € un camino
hamiltoniano.

Teorema de Dirac: Sea G un grafo simple con n vértices para n = 3 tal
gue todos los vértices de G tienen grado mayor o igual que n/2.
Entonces, G contiene un circuito hamiltoniano.
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Teorema de Ore: Sea G un grafo simple con n vértices para n = 3 tal
que d(u) + O (v) = n para cada par de vértices no adyacentesuy vde G.

Entonces, G contiene un circuito hamiltoniano.

A los vertices de grado cero se
les llama haojas.

'Hazclic/sobre la respuesta,’SI/NO, en cada caso

Asignar canales en emisoras
de tv.

Estudiar estructuras de la red
de internet.

o]
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5.8 Ejercicios propuestos

¢;Cuando se podran pintar las lineas que separan los carriles de las
calles de una ciudad sin pasar mas de una vez por cada calle?
(suponga que todas las calles son de doble sentido).

Halle el nimero de vértices, el nimero de aristas y el grado de cada
vértice del grafo no dirigido

b ¢

oQ

f O ( J
a f e g

Figura 5.13. Grafo

Determina el nimero de vértices y de aristas y halla los grados de
entraday de salida de c/u de los vértices del multigrafo dirigido

Figura5.14. Grafo 1

:Qué representa el grado de un vértice en un grafo de colaboracién?
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:Qué representan el grado de entrada y el grado de salida de un
vértice en un grafo dirigido que represente un torneo de todos contra
todos?

Determinar si el grafo contiene o no un circuito euleriano (;cudl?). Si
no existe ningun circuito euleriano, determinar si el grafo contiene o
no un camino euleriano. (;cual?).

Figura 5.15. Grafo 2

Determinar si se puede o no trazar el dibujo correspondiente con un
ldpiz de manera continua sin levantar el l1apiz del papel y sin repetir
ningun trazo.

Figura5.16. Grafo 3

Construir un grafo de orden 5 cuyos vértices tengan grados 1, 2, 2, 3,
4. ;Cuantas aristas tiene el grafo? Explicar

En un grupo de 15 personas, ;es posible que cada persona tenga
exactamente 3 amigos? Explique. (Suponga que la amistad es una
relacion simétrica: si x es amigo de y, entonces y es amigo de x).
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