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Prefacio

Este libro interactivo continta la senda trazada en el Volumen 1,
el cual fue muy bien recibido por la comunidad educativa. En esta
nueva entrega, abordamos mas temas que contindan
desarrollando los conceptos esenciales de la materia, ampliando y
profundizando la comprensién adquirida previamente. De hecho,
fue la solicitud de los propios alumnos lo que impulsé la creacién
de este segundo tomo, motivados por el interés y entusiasmo
generado en el primero.

Al igual que su predecesor, no pretende ser un libro de referencia
exhaustivo, apenas un complemento interactivo enfocado en el
"hacer", que apoya a los buenos recursos que existen en la
actualidad sobre Algebra Lineal. Una lista sugerida de los mismos
se ofrece en la bibliografia recomendada.

Especial mencion y agradecimiento a la UDB Matematica de la
Universidad Tecnolégica Nacional FRBA, que una vez mas me
permitié utilizar parte del excelente material disponible en su
sitio web de Algebra y Geometria Analitica !

Del mismo modo quiero expresar mi mas sincero reconocimiento
alalabor de los académicos Juan Guillermo Rivera Berrio, Ramiro
Antonio Lopera Sanchez, Joel Espinosa Longi y demas
desarrolladores del Proyecto iCartesilLibri?, por su invaluable
ayuda y aporte de recursos y conocimientos, siempre ofrecidos
de manera desinteresaday generosa.

1 https://aga.frba.utn.edu.ar

2 https://proyectodescartes.org/iCartesilibri/
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En esta oportunidad hemos seguido trabajando con adaptaciones
de recursos y applets disponibles en Geogebra. En cada caso
compartimos la informacidn sobre la autoria de los disefiadores
de los mismos.

También hemos utilizado videos y algunas escenas interactivas
realizadas en DescartesJS; pero la novedad en este volumen es el
uso de las inteligencias artificiales generativas que han permitido
realizar cuestionarios (aparecen al final de cada capitulo); disefar
paginas web como las nuevas secciones ";Y esto para qué sirve?"
y la "Herramienta |IA con Pollinations.Al" inspiradas en trabajos
del Dr. Juan Guillermo Rivera Berrio.

Por primera vez también habra secciones que requeriran de
conexion a internet, hemos propuesto un juego de "sala de
escape" realizado en Genially, que no podra concretarse sin
conexion. Igualmente necesitaremos conectarnos para utilizar el
interactivo "Herramienta |A". Ademas hay varios enlaces que
complementan informacion que requeriran de dicha conexién.

El script que acompana el inicio de cada capitulo es obra de Dan
Margalit y Joseph Rabinoff, quienes junto a Larry Rolen han
escrito el maravilloso libro interactivo Interactive Linear Algebra
gue ha sido fuente de inspiracién conjuntamente con los libros de
la coleccién iCartesiLibri para quien esto escribe. Gracias a
ChatGPT he podido disenar una pagina para que pueda correr
dicho script, adaptada a nuestro libro y con todas las
funcionalidades disponibles.



https://www.geogebra.org/?lang=es
https://genially.com/es/
https://textbooks.math.gatech.edu/ila/index.html

Para quienes gusten de la lectura mas cruda, todos los temas
"tedricos" del libro pueden leerse descargandolo en un
dispositivo digital, asi como el 99% del contenido interactivo.

Confio en que el enfoque de este libro sea una fuente de
inspiracion y aprendizaje, y que disfrute el usuario de cada paso
del camino en su exploracion del algebra lineal. jQue esta obra los
acompane y los motive a seguir creciendo en su conocimiento!





https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/interactivos/atractor.html

Capitulo |

Transformaciones Lineales







1.1 :Qué son las transformaciones lineales?

En primer lugar, una transformacion lineal es una funcion. Por ser
funcién, tiene su dominio y su codominio, con la particularidad de
que éstos son espacios vectoriales. Tenemos dos espacios
vectoriales V' y W,y unafuncionquevade VaW.O seaunaregla
de asignacion que transforma vectores de V en vectores de W.
Pero no toda funcion que transforme vectores de V en vectores
de W es una transformacion lineal. Debe cumplir ciertas
condiciones:

F :V — W esunatransformacion lineal siy sélo si:

1. Flu+v)=F(u)+F((v) VYu,veV
2. F(kv) =kF (v) YVveV, VkeR

1.2 Propiedades de una transformacion lineal

1.2.1 Propiedad 1

La imagen del vector nulo del dominio 0y es el vector nulo del
codominio Oy :

T (Ov) = Ow

Demostracion:

11


https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_matem%C3%A1tica
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva/index.html?page=166

Donde hemos expresado a 0y, como el producto del escalar 0 por
cualquier vector del espacio vectorial V, hemos usado la segunda
condicion que debe cumplir una transformacion lineal, vy
finalmente hemos vuelto a usar la propiedad de espacios
vectoriales sobre el producto del escalar O por cualquier vector.

1.2.2 Propiedad 2
Laimagen del vector — v es igual al opuesto de laimagen de v:
T(—v)=—T(v)
Demostracion:
T(—v)=T(-1v) =—-1T (v) = =T (v)

La justificacion de los pasos dados en la demostracion es similar a
la anterior.

1.2.3 Propiedad 3

Consideremos r vectores del espacio vectorial V:
v1,V2,...,00 €V
Tomemos una combinacion lineal en el dominio:
a1V + QU2 + Q33 +.. . + QU

Donde ¢; € R.
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Si aplicamos la transformacion lineal F' de V a W, teniendo en
cuenta las propiedades enunciadas en la definicidn, resulta:

F(avi+ vy +... . + opvr) = auF (v1) + a2F (v2) + ... + @ F (vy)

Es decir que una transformaciéon lineal «transporta»
combinaciones lineales de V' a W, conservando los escalares de la
combinacion lineal.

Ejemplo 1

Analizar si la siguiente funcién es una transformacion lineal:

T:R* - R*T|z,y2| =|x+2y—22
\/_/ - ~ _y
€ R3 € R?
Resolucion

Controlemos primero que el transformado del 0y sea el Oy. Esta es
una condicién necesaria: si no se cumpliera, no seria transformacion
lineal. Como T"((0,0,0)) = (0, 0), la funcion dada es «candidata» a ser

transformacioén lineal. Para demostrar que es una transformacion
lineal tenemos que comprobar las condiciones dadas en la definicion.

Condicion1: T(u +v) =T (u) + T (v) Yu,v eV
Tomemos dos vectores de R?

U = (ula U2, U3)

U= (01, V2, U3)
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Veamossi T (u+v) =T (u) + T (v)

Primero hacemos lasumadeuy v:

u+v=(u1 +v1.y2+vg,y3+v3&)

x v z

Y ahora aplicamos T

T (u+v) = (u; + v+ ug + v3, ug+ vy — 2uz — 2v;3)

T(u+v) = (uy +us w, —2uz) + (v, + vy, v, — 2v;)
T(u) T(v)

T(u+v)=T(u)+T(v)
En conclusion: se cumple |la primera de las condiciones.
Nos faltaria la otra propiedad.
Condiciéon2: T (kv) =kT (v) YveV, VkeR
T (kv) =T ((kvy, kv, kvs)) = (kvy + kvs, kvy — 2kvs)
=k (v1 + v3,v9 — 2v3) = kT (v)

Como T cumple las dos condiciones, es una transformacion lineal.
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Ejemplo 2
Analizar si la siguiente funcién es una transformacion lineal:
F:P—R | F(p)=p(0)

Observacién: con P» se designa al conjunto de todos los polinomios
de grado menor o igual que dos, con el polinomio nulo.

Resolucién

Entonces a un polinomio p de grado menor o igual que dos, le
aplicamos la funcién F'y obtenemos un ndmero real que proviene de
evaluar el polinomioenx = 0.

pEPQ%p(O)ER

Por ejemplo evaluemos la transformacién en z? — 1:

F(x2—1)=—1E[l¥.
il

Veamos si el vector nulo del espacio vectorial P, va al 0 € R (es
condicion necesaria).

El polinomio cero es:
Op,= 02°+ 0z +0
:Cuanto vale el polinomio nulo evaluadoen0? 0

0p,(0) =00*+00+0=0
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Entonces la condicidn necesaria para este ejercicio se cumple, porque
F(0p)=0

Primera condicién F (u +v) = F (u) + F (v) Vu,v eV

Para que sea transformacion lineal se debe cumplir la primera
condicion. Veamos qué pasa con el transformado de la suma:

(p+q) € Py
F(p+q)=(p+4q)(0)=p(0)+q(0)

Observacién: evaluar una suma de funciones en 0, es evaluar cada
una en 0 y sumarlas. Esto no es una particularidad de los polinomios,
sino que se corresponde con la definicién de suma de funciones:

Para cualquier funcién: (f + g) (z) = f(z) + g(«), para todo =
perteneciente al dominio de fyde g.

Otra forma de pensar la misma propiedad. Si consideramos
p(x)=ax’+bzx+c y qz)=dz’+ex+f
p+qg= (a+d)z* + (b+e)z + (c+f)
F(p+q) =c+ f=F(p + F(q)

Por los dos caminos arribamos a la misma conclusion.
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Segunda condicién F (kv) = kF (v) YveV, VkeR

Veamos si se cumple la segunda condicion. Para esto podemos
recordar que dada una funcién f (z) y un escalar k, la funcion (kf) (x)

se define como k f (x). De esta forma podemos decir:
e pehP, , keR
* F(kp) = (kp) (0) = kp(0) = kF (p)

Otra forma de verlo es escribir a un polinomio p € P, de forma
genéricay aplicar la transformacion sobre k p:

p(z) =ax®+bx +c
F (kp) = F (k (az® + bz + ¢)) = F (kaz® + kbz + kc)
F(kp)=F (ka0®+ kb0 +kc) = ke =k F (p)
Ejemplo 3
Consideremos la transformacion lineal:
T:R°— R, T(v)=vxuw

Siendo wq un vector fijoy v un vector cualquiera de R3. Veamos que
se trata de una transformacion lineal.

Condicion1l: T(u+wv)=T(u)+T (v) Vu,v eV
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Para ver que se cumple esta condicién usaremos la propiedad
distributiva del producto vectorial respecto de la suma de vectores:

v1,v9 € R®, T (vy+v3) = (v1 + v3) X wp =

=v1 X wo+v2 X wo =T (v1) + T (v2)
Condicion2: T (kv) =kT (v) YveV,VkeR
Para ver que se cumple esta condicién podemos extraer el escalar:

T (kv) = (kv) xwg=k (v x wy) = kT (v)
Ejemplo 4

Consideremos las siguientes transformaciones:

Ti:R®> = R% Ti((z,9) = 2z — 1,9)

T,:R* = R? Ty((a,b)) = (a’d)

:Cdémo analizamos si son o no son transformaciones lineales?

Para la primera transformacion basta con ver que la imagen de (0, 0)
es (-1,0). No se cumple una de las propiedades de las
transformaciones lineales, entonces no es una transformacion lineal.

La segunda transformacién no cumple con la segunda condicion ya
que:

e Ty (k(a,b)) = (k*a? kb)

e kTs(a,b) = (ka? kb)

18




Luego, como no se cumple que T' (kv) = kT (v) podemos afirmar que
T» no es una transformacion lineal.

1.3 Video relacionado con transformaciones
lineales

Video 1.1. Introduccién a Transformaciones Lineales (video de unamunoenlinea

en YouTube, Licencia Atribucion de Creative Commons)

19
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1.4 Nucleo, imagen y teorema de las
dimensiones

1.4.1 Nucleo de una transformacion lineal

Sea F': V — W una transformacion lineal. Llamamos nucleo de
F al conjunto de vectores del dominio cuya imagen por F' es el Oy

Nu(F)={veV | F(v) =0y} J

El nicleo de una transformacion lineal es un subespaciode V.

1.4.2 Imagen de unatransformacion lineal

Llamamos imagen de F' al conjunto de vectores de W que son
imagen de algun vector de V.

Im(F)={weW|w=F(v),veV} J

Laimagen es un subespacio de W.

Ejemplos Resueltos

20
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1.4.3 Teoremade las dimensiones

El teorema de las dimensiones establece una relacién aritmética
sencilla entre la dimensién de V' y la dimension del nldcleo y de la
imagen.

Sea F' : V — W unatransformacion lineal.

Sidim (V) = n (finita) entonces:

dim (V) = dim (Nu (F)) + dim (Im (F)) J

Ejemplos Resueltos

21
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1.5 Los transformados de una base generan
laimagen

Sea F: V — W una transformacion lineal, y B = {vy,...,v,}
una base de V. Entonces:

welm(F)e w=F@W),veV& w=F(avi+...+ayv,)
& w=a1F(v))+... 4+ a,F(v,)

Hemos demostrado que:

Los transformados de una base del dominio, generan laimagen. J

O sea, aplicando la transformacion lineal a los vectores de una
base (cualquiera) del dominio, se obtiene un conjunto de
generadores de laimagen:

{F (v1), F (v9), F (v3),...,F (v,)} generan Im (F)

No estamos diciendo que constituyan una base de la imagen, sino
qgue la generan. Veremos dos ejemplos sobre como se aplica esto:

Ejemplos Resueltos
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En el dltimo ejemplo resuelto de la pagina anterior nos
preguntabamos si se podria haber pensado geométricamente.
:Cual es el conjunto de vectores que se obtiene al hacer el
producto vectorial de cualquier vector v € R® con (0,0,1)?
:Como generalizariamos para un wq cualquiera, no nulo?

En el siguiente applet de GeoGebra se puede explorar la
situacion. Hay tres vectores:

e Un vector fijo, en color negro.
e Un vector movil en color verde.

e Un vector rojo que es el resultado del producto vectorial entre
los otros dos.

Te proponemos que muevas el vector verde y veas que se va
obteniendo cémo el conjunto de vectores que se obtienen de los
sucesivos productos vectoriales:

23
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1.6 Clasificacion de las transformaciones
lineales

1.6.1 Monomorfismos: Transformaciones lineales
inyectivas

Recordemos que una funcién F' : A — B esinyectivasi verificala
siguiente propiedad:

F(z1) = F(x3) =21 =29 Vx,20€ A
En el caso particular de las T.L., puede demostrarse que:

Sea F': V — W unatransformacion lineal,

F es inyectiva (monomorfimo) & Nu (F) = {0y} J

1.6.2 Epimorfismos: Transformaciones lineales
sobreyectivas

F : V — W essobreyectiva (epimorfismo) & Im (F) =W J

1.6.3 Isomorfismos: Transformaciones lineales
biyectivas

F: V — W esbiyectiva (isomorfismo)
& Nu(F)={0y} AN Im(F) = W

24



Ejemplo 1
Consideremos la siguiente transformacion lineal
T:R* =R T((z,y) =(x+y, z—y, 2z)
Saguemos el nucleo de la transformacion:
(z,y) € Nu(T) < T ((z,y)) = (0,0,0)
(zr+y, z—y, 2¢) =(0,0,00) = z=0Ay=0

Entonces por la propiedad enunciada anteriormente podemos decir
que T es un monomorfismo. Por el teorema de las dimensiones
resulta:

dim (Im) = dim (R*) — dim (Nu) =2 —0 =2

Como la dimensién de la imagen es 2, entonces no es un epimorfismo
(sobreyectiva).
Conclusién: T'es un monomorfismo.

Ejemplo 2

Consideremos la transformacion lineal

F:R>? L, R?/ F((Z Z)) = (a+b,—d)

Busquemos su imagen:
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(a+b,—d) = a(1,0) +b(1,0) +d(0,~1)
= Im (F) - gen{(la 0)7 (17 0)’ (07 _1)} =
— Binry = {(1,0), (0, 1)} = dim (Im.(F)) = 2

Entonces la imagen es R?, y la transformacién es un epimorfismo
(sobreyectiva). Apliguemos el teorema de las dimensiones para
conocer la dimension del nucleo:

dim (Nu (F)) = dim (R**?) — dim (Im (F)) =4 —2 =2
Entonces no es un monomorfismo.
Conclusién: F' es un epimorfismo.
Ejemplo 3
Consideremos la siguiente transformacion lineal
G:R*— P/ G((a,b)) =2a— bz
Busquemos su nucleo:
20 —brx =040z =a=0 A b=0= Nu(G) ={(0,0)} =
= dim (Nu (F)) =0

Por la propiedad enunciada anteriormente, podemos afirmar que G
es un monomorfismo.
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Veamos cual es laimagen:
2a.(1) +b.(—z) = Im(G) = gen{l, —z} = dim (Im (G)) = 2

Por lo tanto la imagen es P; y la transformacién es un epimorfismo
(sobreyectiva).
Como es monomorfismo y epimorfismo, entonces es un isomorfismo.

Ejemplo 4

:Habra alguna TL que no sea ni monomorfismo, ni epimorfismo? ;Que
no sea ni inyectiva ni sobreyectiva? Consideremos la siguiente TL que
analizamos en el ejemplo 2 de "Imagende una TL":

PR R P = (707 0
0 y+z

Vimos que By, = {(1,—1,1)}, asi que no es un monomorfismo.

) 1 1 1 0 )
Vimos que Bp,= , , asi que no es un
0 0 0 1

epimorfismo.

Conclusiéon: existen TL que no son ni monomorfismos ni
epimorfismos.
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1.6.4 Propiedad

SeaF: V— WunaTL, dim (V) = dim (W)= n
Puede afirmarse que:

Fes inyectiva < F'es sobreyectiva < F'es biyectiva. J

Sugerimos al lector demostrar esta propiedad, teniendo en
cuenta que:

Fesinyectiva< Nu (F) = {0y} & dim(Nu) = 0
Ejemplo
DadalaTL
T:R* =R T(x,y,2)=(x+y+z, 2y+2z 3y+k2)

encontrar todos los valores de k para los cuales T' es biyectiva
(isomorfismo).

Resolucion

Como la TL vade R? a R3, es suficiente analizar para qué valores
de k es inyectiva (o sobreyectiva).
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Por inyectividad:

Si pensamos en la inyectividad, tenemos que buscar que el ntcleo
sea {(0,0,0)}. Es decir que el sistema

r+y+2=0
2y+2=0
3y+kz=20

tiene que ser compatible determinado. Hemos visto que un
sistema de ecuaciones A. X = b es compatible determinado <
det (A) # 0, asi que planteamos esta condicién para hallar los
valores de k:

11 1
0 2 1:1.(2/@—3)7&0:%7&%
0 3 k&

3

Luego Vk € R, k # 2 la transformacion lineal T es biyectiva.

Por sobreyectividad

Si pensamos en la sobreyectividad, tenemos que buscar que la
dimension de la imagen sea 3 (o sea que la imagen sea R3).
Recordemos que los transformados de una base del dominio

generan la imagen:
T(1,0,0) =(1,0,0)
T(0,1,0) =(1,2,3)
T(0,0,1) =(1,1,k)

29



Como queremos que sea sobreyectiva, los tres vectores que se
obtuvieron deben generar todo R3, asi que deben ser LI.
Recordemos que:

det (A) # 0 < rango (A) = n < las filas (columnas)de A son LI

Apliquemos esta propiedad:

3| =2k-3£0= kS
k
Asi que hemos llegado a la misma conclusion: si k# 3 la

transformacion lineal T" es biyectiva.

Resumiendo: no es necesario analizar inyectividad vy
sobreyectividad separadamente, ya que una de ellas implica la
otra y por lo tanto, que se cumpla una de ellas implica que la
transformacion lineal es biyectiva. Esto sélo ocurre cuando el
dominioy el codominio tienen la misma dimension.

Para pensar:

Si las dimensiones del dominio y del codominio son distintas, ¢la
TL puede ser biyectiva? Para responder, les sugerimos que
consideren dos casos:

i) dim (V) > dim (W)

ii) dim (V) < dim (W)
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Ejercicio para el lector
Dada la transformacién lineal
T:R3 R/ T(x,y,2) = (x+y+2 z+ky— 2z 3y— k2)

Hallar en cada caso los valores de k para los cuales:
a) T es biyectiva.
b) T'no es biyectivay (0, 1, —1) pertenece a laimagen de T..

"SoLuCioN |

1.7 Video relacionado con
transformaciones lineales

Video 1.2. Ejemplo de célculo de nucleo e imagen (video de unamunoenlinea

en YouTube, Licencia Atribucion de Creative Commons)
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1.8 Teorema fundamental de las
transformaciones lineales

1.8.1 ;Qué se necesita para definir una
transformacion lineal?

Consideremos el siguiente triangulo en R?:

Figura 1.1. Triangulo 1

¢Existira  alguna
transformaciéon lineal que
permita modificar de cierta /
manera este triangulo? Por 05|
ejemplo, una F' que transforme /

el triangulo dado en este otro: /

05 1

o

32 Figura 1.2. Triangulo 2
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O alguna que lo transforme asi:

15 0 0.5

Figura 1.3. Triangulo 3

O un movimiento como éste:

0.5

Figura 1.4. Triangulo 4
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El tridngulo 4 no contiene al (0,0), por lo tanto no puede
obtenerse aplicando una transformacion lineal al triangulo 1.
;Por qué?

;Los otros podran obtenerse mediante una transformacion lineal?
;Existe alguna herramienta tedrica que permita asegurarlo?

Si, es el teorema fundamental de las transformaciones lineales.

1.8.2 Teorema fundamental de las
transformaciones lineales

Este teorema, conocido también como "Teorema de existencia y
unicidad de una transformacion lineal", dice lo siguiente:

Sean los espacios vectoriales V'y W,sea B = {v1,vs,...,v,}

unabasede Vy wy,ws,...,w,Vvectores cualesquiera (iguales
o distintos) de W. Entonces existe una Unica transformacion

lineal que verifica:

T (’Ul) = w1
T (’Ug) = W2
T (v,) = wy

v

Para demostrarlo habria que demostrar que esa transformacién
existe, que es Unica, y que es lineal. Una demostracion se puede
encontrar en el texto recomendado de Ana Maria Kozak y otros
autores, Nociones de Geometria Analitica y Algebra Lineal. Se puede
hallar en pagina 561 vy siguientes.
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Ejemplo 1

SeanV =R?2 yW = R3.

Consideremos la base B = {(1,0),(1,1)}, y sean

wy = wy = (0,1,0). De acuerdo con el teorema, existe una Unica
transformacion lineal T : R? — R3 que verifica:

T((170)) = (07 170)
T((1,1)) = (0,1,0)

:Como buscamos la féormula de la transformacion lineal?
Tomamos un vector genérico de R? y lo escribimos como
combinacién lineal de la base, o sea buscamos sus coordenadas
respecto de B:

(w,y)=oa(1,0)+ﬁ(1,1):>{:L'zoﬂrﬁi {a:x_y

y=2_ B=y

Los escalares «a, 8 son las cordenadas del vector (z,y) en la base

B:
@l = (" ")

Donde recordemos que la escritura [(z,y)|p significa "las
coordenadas del vector (z,y) enlabase B "

(z,y) = «(1,0) + 5(1,1)
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Aplicamos la transformacion lineal a ambos miembros:
= T(z,9) =T (a(1,0) + B(1,1))
Por las propiedades de las transformaciones lineales,

T(z,5) = aT(1,0) + BT(1,1)
S—— S——
(0,1,0) (0,1,0)

Reemplazamos ay 3:
T (z,y) = (z —y)(0,1,0) +y(0,1,0)
T (xz,y) = (0,2 —y,0) +(0,4,0)
T ((z,y)) = (0,2,0)

Hemos obtenido la formula de la transformaciéon lineal que
cumple con las condiciones.

Ejemplo 2

Vamos a ver si podemos transformar el triangulo del esquema de
laizquierda, en el triangulo del esquema que esta a la derecha:

, /\
1 /

05 B — 054

IS AN

5 o 05 1 1 DY J N
0 05 1
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Nosotros tenemos que dar una base de R? y asignarle sus
transformados.

Por ejemplo consideremos los versores canodnicos que definen al
primer triangulo:

Figura 1.5.

Entonces podriamos hacer la siguiente asignacion:

F((1,0)) = (1;0)

FO1) = (5:1)
Como (1,0), (0, 1) constituyen una base del dominio, el teorema

fundamental permite afirmar que existe una Unica
transformacion lineal que verifica esto:
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F{(LU‘} ) = (1;0)
1 =+ 3 una unica TL que verifica estas condiciones
F({D-UJ = (Er 1) TFTL

Para encontrar la féormula de esta trasformaciéon vamos a escribir
a un vector genérico de R? como combinacion lineal de los
vectores de la base dada:

(z,y) = a(1,0)+ 5(0,1) = {zzg N {;zz

Ahora aplicamos la transformacion lineal sobre ese vector
genérico, y resolvemos para llegar a una expresion analitica de la

transformacion lineal:
F((z,y)) = F(a(1,0) + 8(0,1))
F((z,y)) =aF((1,0)) + BF((0,1))

F((@) =200 +y (1)
F (@) = @0)+ (43 1)

F((z,y)) = (%yﬂc; y)
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En el siguiente archivo de GeoGebra se puede ver el tridngulo
original, y el transformado. También se puede redefinir la
ubicacién de los puntos del tridngulo original y ver cémo quedaria

el transformado en cada caso.

&)

Objeto interactivo disefiado por Federico Gémez
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Ejemplo 3

Hallar la expresién analitica de cada una de las siguientes
transformaciones de R? — R2:

a) Simetriarespectode larectay = 3z

Resolucion

La clave para resolver este ejercicio es elegir una base
conveniente para definir la simetria. Grafiquemos la recta y = 3x:

(5]
i

Figura 1.6.

Primero hay que entender qué significa una reflexién respecto de
una recta. Supongamos que nos piden una simetria respecto del
eje x.
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Si tenemos un cuadrado asi como el rojo, se transforma en un
cuadrado como el violeta:

Figura 1.7.

Todos los puntos que pertenecen al eje z quedan idénticos. Y los
puntos que estan sobre el eje y se transforman en su opuesto.
Entonces:

{ F((1,0)) = (1,0)
F((0,1)) = (0,-1)

Considerando estas ideas sobre simetria, en nuestro caso

tomamos un vector que esté sobre el eje de simetria y otro
perpendicular aél:
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Figura 1.8.

v=(1,3), w=(-3,1)

¢Cudl es el transformado del vector (1, 3) que esta sobre el eje de
simetria? ;Cual es el transformado del vector (—3,1) que es
perpendicular al eje de simetria? Entonces:

F((1,3)) = (1,3) porque estd sobre el eje de simetria
F((—3,1)) = (3,—1) porque es perpendicular al eje de simetria

Ahora queda el problema técnico de buscar la férmula de esta
transformacion lineal:

r=a—30

(z.0) = a9+ 831 = {E 705

S B=Y=3T T+
10 10
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Aplico F'a ambos miembros
F((z,y)) = F(a(1,3) +B8(-3,1))
Como F es transformacion lineal:

F((z,y) =a F((1,3)) + 6 F((=3,1))

Pl = (H2) a9+ (L2 60

F((z,y)) = <x+3y, 3:c+9y) X <3y—9w’ —y+3w>

10 10 10 10
6y —8x 6x + 8
(o) = (S, S i)
y—4x 3 4
F((a) = (Bpe, Botiy)

Podemos ver en GeoGebra como opera la transformacion:

&7

Objeto interactivo disefiado por Federico Gomez
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Ejemplo 4

El propésito de este ejercicio es destacar cuando es posible
aplicar el teorema fundamental de las transformaciones lineales.
Sugerimos una lectura cuidadosa de cada uno de los casos
presentados a continuacion:

Analizar si existe y es Unica la transformacién lineal T : R3 — R3
que verifica:

Caso A
T((1,0,0)) = (0,1,0)
T((0,1,0)) =(0,1,0)
T((1,1,1)) =(0,0,0)
CasoB
T((1,0,0)) =(0,1,0)
T((0,1,0)) =(0,1,0)
T((la _170)) = (17070)
CasoC
T((1,0,0)) =(0,1,0)
T((0,1,0)) =(0,1,0)
T((l’ _170)) = ( ,0,0)
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Resolucion

:Cuadl es la hipodtesis del teorema? O sea, ;qué debe cumplirse
para que el teorema tenga validez?

Los vectores del dominio deben ser una base, es decir que
debemos prestar atencion en cada caso a los vectores sefialados:

T((1,0,0)) = (0,1,0) T((1,0,0)) = (0,1,0) T7((1,0,0)) = (0,1,0)
A T((0,1,0))=(0,,0)  B:{ T((0,1,0)) = (0,1,0) ¢:{ T((0,1,0)) = (0,1,0)
T((1,1,1)) = (0,0,0) T((1,-1,0)) = (1,0,0) T((1,-1,0)) = (0,0,0)
Caso A

En el caso A los tres vectores son base de R? y entonces podemos
aplicar el Teorema Fundamental de las Transformaciones
Lineales. Como lo establece el teorema, se puede afirmar que
existe una unica transformacion lineal que verifica las condiciones
dadas. ;Cual es el mecanismo para buscar la férmula?
Consideramos un vector (z,y,z) y buscamos sus coordenadas

respecto de |la base de partida:

(x.y,2) = a(1,0,0) + 3(0,1,0) +v(1,1,1)

=a+7y o= —z
y=p+v = (F=y—=z
zZ=" Y=z

Aplicamos la transformacion lineal a ambos miembros:

T ((z,y,2)) = aT((1,0,0)) + BT ((0,1,0)) +yT((1,1,1))
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Y ahora sustituimos las coordenadas obtenidas:
T ((z,y,2)) = (z — 2) (0,1,0) + (y — 2) (0, 1,0) + (2) (0,0,0)
T ((z,y,2)) = (0,2 — 2,0) + (0,y — 2,0) = (0, + y — 22,0)
T((z,y,2)) = (0, z +y — 2z, 0)
CasoB

En el caso B, el conjunto de vectores de partida es linealmente
dependiente, no es base de R3. Si no se cumplen las hipétesis de
un teorema, éste no puede aplicarse. ; Como podemos determinar
si existe una transformaciéon lineal que verifigue estas
condiciones?

7((1,0,0)) = (0,1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0)
T((1,—1,0)) = (1,0,0)
Lo que define a una transformacién lineal es la conservaciéon de
las combinaciones lineales. jEsto es lo que debemos controlar!
Veamos la diferencia entre el caso B y el C: Observamos que el

tercer vector se puede obtener como combinacién lineal de los
primeros dos:

(1,—1,0) = (1,0,0) — (0,1,0)

Entonces entre sus transformados deberia cumplirse la misma
relacion:
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T((1,-1,0) 2 7((1,0,0)) — T((0,1,0))

i

= (1,0,0) 2 (0,1,0) — (0,1,0) = (0,0,0)

No se conserva la combinacién lineal, entonces no existe una
transformacion lineal que cumpla las condiciones dadas.

CasoC

En el caso C tenemos la siguiente informacion:
7((1,0,0)) = (0,1,0)
T((0,1,0)) = (0,1,0)
T((1,-1,0)) = (0,0,0)
Tampoco se puede aplicar el TFTL, porque el conjunto de vectores
de partida es linealmente dependiente. Igualmente podemos

preguntarnos: ;Se conserva la combinacién lineal? Notemos que
el tercer vector es la diferencia del primero con el segundo:

(1,—1,0) = (1,0,0) — (0,1,0)

Aplicamos la transformacion lineal suponiendo que se conservan
las combinaciones lineales:

7((1,-1,0)) = T((1,0,0)) = 7((0,1,0))
Reemplazando:

(0,0,0) = (0,1,0) — (0,1,0) = (0,0,0)
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Lo cual es verdadero. Entonces podemos concluir que existe la
transformacion lineal aunque no quede univocamente determinada
por la informacién disponible. Para definir una TL bastaria con
establecer cuall es el transformado de un tercer vector LI con
(1,0,0) y (0,1,0). Agreguemos un dato nuevo para que quede
bien definida:

T((0,0,1)) = (0,0,1)

;Existe una TL que cumpla con las condiciones iniciales mas ésta
gue acabamos de agregar? Llamemos:

T1((1,0,0)) = (0,1,0)
T ((0,1,0)) = (0,1,0)
T1((0,0,1)) = (0,0,1)

Ahora T} queda bien definida y podriamos hallar su formula.
:Como podrian definir una transformacién 715 distinta de 77 que
también cumpla con las condiciones iniciales? Resumamos lo que
obtuvimos analizando estos tres casos:

e Caso A: La transformacion lineal existe y es Unica.
e Caso B: No existe, no se conservan las combinaciones lineales.

e Caso C: Existe pero no es unica, no podemos encontrar una
formula porque la transformacion lineal no quedé definida.
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Ejemplo 5

Halle la expresion analitica de cada una de las siguientes
transformaciones de R* — R3:

a) Reflexion respecto del planox =y

Resolucion

Este ejercicio requiere elegir una buena base. Una grafica del
plano z = y se puede ver a continuacién:

Figura 1.9.

El arte para resolver este ejercicio es elegir tres vectores
linealmente independientes que sepamos en qué se transforman.
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;Cual es el simétrico de un vector que esté sobre el plano? El
mismo vector. Entonces podemos elegir dos vectores no paralelos
incluidos en el plano:

T (’Ul) =
T (’02) = V2

;Y si tomamos un vector perpendicular al plano, digamos vs, en
gue se transforma?
T(’Ug) = —7V3

Ahora debemos elegir vy, v ¥ v3 de acuerdo con el plano dado.
Proponemos:

V1 = (1,1,0)
Vo = (0,0,1)
V3 = (]_, —1, 0)

Donde los vectores v1 y v2 estan en el plano y el vector v3 es
perpendicular al plano. De esta forma sabemos cémo se
transforman:

1,1,0)) = (1,1,0)

T ((
T((0707 1)) - (0707 1)
T((l, —1,0)) (—1, 1,0)

Ya queda definida la transformacion lineal sobre una base del
dominio. Dejamos a cargo del lector encontrar la formulade la TL.
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Les proponemos que definan la TL sobre otra base con las mismas
caracteristicas: dos vectores del plano y uno perpendicular a él.
Luego busquen la expresion analitica, ;coincide con la anterior?
Los vectores no son Unicos: v; y v9 son dos vectores cualesquiera
(LI) del plano y v3 es un vector perpendicular cualquiera. No
importa cuales elijamos, obtendremos la misma transformacion
lineal.

Ejercicio para el lector

Definir una transformacién lineal F de R® — R?>*2 que
verifique las dos condiciones que siguen:

i) Nu(F) = gen {(1,1,0)}
i)Im(F)C S={AcR»?/ A=A"}

Obtener la férmula de la transformacion definida.

Observacién: este ejercicio no es de respuesta Unica.

SOLUCION
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1.9 Matriz asociada a una transformacion
lineal

1.9.1 Ejemplos introductorios
Ejemplo 1
SeaT lasiguiente transformacion lineal:
T:R* =R T((z,y) = (z+2y, 2~y y)

¢Existira una matriz A que multiplicada por (z,y) dé por
resultado (z + 2y, z —y, y)? Para esto vamos a escribir los
vectores como columna:

T+ 2y

A.(Z’): z—y

Y

:Cudl deberia ser el tamano de la matriz?

Ix2 %1

Efectuando el producto de matrices, podemos obtener los
coeficientesde A -

1 2 X x + 2y
1 —-1). ): xX—y
0 1 L y

y 2X1

3Ix2

e

x

Ix1
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Encontramos una matriz que realiza la transformacién lineal. Se
conoce como la matriz estandar de la transformacion lineal.

Notemos que la transformacion va de R? aR3,y que el orden de la
matrizes 3 x 2.

Ejemplo 2
Ahora consideremos la siguiente transformacién lineal:
F:R* =R’ F((z,y,2) = (z + 22,—y)

Queremos buscar una matriz B tal que:

B X (x + 22)

v Y= —

i\ LY/
3% 2x1

Pensando el orden de la matriz y el valor de sus elementos
llegamos a:

(1 0 g) x\ (:r + Ez)
— i B4 Bl .
0 1 0/ 3
2%3 "t 1

Ix1

Hemos hallado de manera intuitiva la matriz estandar de la
transformacion lineal. Notemos que la transformacién va de R? a
R?y que el orden de la matriz asociada a la transformacién lineal
es2 x 3.
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1.10 Construccion de la matriz asociada a
una transformacion lineal

Hemos visto ejemplos de cdmo surge a partir del producto de
matrices, la matriz estdndar de una transformacion lineal de R™ a
R™, En lo que sigue intentaremos generalizar para cualquier
espacio vectorial de dimension finita, el concepto de matriz
asociada a una transformacion lineal. Aunque en el caso de TL en
R"™ veremos que no siempre la matriz estandar es la mas
conveniente para trabajar.

SeaT : V — W transformacion lineal, y
dim(V) = n, dim(W) =m
B = {v1,v3,...,v,} base de V
B'={ws,...,wy,} base de W
Designamos:

M(T)gg, a la matriz asociada a la transformacién lineal T
respecto de las bases By B’.

Esta matriz se construye por columnas transformando los
vectores de la base B (del dominio), y expresando los
transformados en sus coordenadas en la base B”:

M(T)pp = ([T (v)lp: [T (v2)lp: [T (vs)lp: ---  [T(va)lp)
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La matriz asociada tiene n columnas porque la base B tiene n
vectores, y tiene m filas porque las coordenadas en B’ se

escriben con m componentes.
Oseaquesidim (V) = nydim (W) = m, M(T)gg, € R™"

1.10.1 Propiedad

La matriz asociada a una transformacion lineal cumple la
siguiente propiedad:

M(T)pp: [v]g = [T (v)]p

Ejemplo 3
Retomemos la transformacion lineal:
T:R*—=R°| T((z,y) =(z+2y, -y, y)

Consideremos las siguientes bases para el dominio y codominio:
B ={(0,1),(1,1)}
B' = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}

Construyamos la matriz asociada a la transformaciéon T' de la base
Balabase B', esdecir M(T)zp.:
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T((0,1)) = (2,-1,1) = a (1,0,0) + 8 (1,1,0) + v (0,1,1) =

4
= [T'((0,1))]g,= | =2 | 1°columna
1

T((1,1)) = (3,0,1) =6 (1,0,0) + € (1,1,0) + ¢ (0,1,1) =

4
= [T((1,1))]g,= | —1 | 2°columna
1
4 4
M(T)pg. = | -2 -1
1 1

Dado un vector cualquiera, aunque no conozcamos la férmula,
conociendo la matriz y las dos bases podemos calcular su
transformado. Vamos a tomar un vector cualquiera de R2 y lo
transformamos... sin mirar la férmula. Hallemos T ((3,5))

mediante la matriz asociada M (T') 5 /-
M(T)gp vl = [T (v)lp,

No podemos operar con (3, 5) porque la matriz asociada opera con
coordenadas. Debemos buscar las coordenadas de (3,5) en la
base B.

(3,5) =a(0,1) + B(1,1) = =3, a=2
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Multiplicamos la matriz por las coordenadas que obtuvimos,
4 4 ) 20
-2 1 ( ) —| =7
1 1/ 5

L, &
[t‘:'].E' o

M(T)ggr [T(v)1g:

El vector obtenido no es el transformado del vector (3,5) sino que
son sus coordenadas en labase B .

Para hallar T (3,5) debemos multiplicar las coordenadas
obtenidas por los vectores de la base B '

T((3,5)) = 20(1,0,0) — 7(1,1,0) + 5(0,1,1)
T((3,5)) = (13, -2, 5)

Ahora en lugar de tomar estas bases, tomemos las bases
candnicas de R? yde R3.

Busquemos M(T') g, 5, donde:
E; ={(1,0),(0,1)}
E; ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
El procedimiento es el mismo pero las cuentas son mas faciles
T(1,0)) =(1,1,0) =a(1,0,0)+ 5 (0,1,0) + v (0,0,1)

1
= 1] 1° columna
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T((0,1)) = (2, -1,1) = a(1,0,0) + 8(0,1,0) + (0,0, 1)
2

= —11 2° columna
1

Estos vectores hay que expresarlos en coordenadas respecto de
la base candnica de R3, pero justamente por tratarse de la base
canonica, el vector y sus coordenadas son iguales. Entonces
resulta:

iQué es la matriz estandar de la TL! Es decir que la matriz
estandar es la que trabaja con las bases candnicas.

Ejemplo 4

Consideremos la siguiente transformacion lineal:

1 2
F:R* =P/ M(F)gg = <1 2)

B = {(170)7 (17 1)}
B'={1,1-1z}
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a) Hallar F ((2,1))
b

) Hallar la formula de la transformacion lineal
c) Hallar el nicleo de la transformacién lineal

d

e

Hallar la imagen de la transformacion lineal

Hallar la imagen de la transformacion pero sin utilizar la
formula de la transformacion lineal

f) Hallar el nucleo de la transformacién sin utilizar la férmula

Resolucion
itema

No tenemos la formula. Tenemos que trabajar con la matriz
asociada. ;Qué propiedad tiene la matriz asociada?

M(F)BB’ [U]B = [F (’U)]B'
Donde:

* [v]z:sonlas coordenadas del vector v en la base B

e [F (v)]g::son las coordenadas del transformado del vector v en
labase B’

e M(F)gg.: es la matriz asociada a la transformacion lineal en
bases By B'

Las matrices asociadas no operan con los vectores, sino con las
coordenadas de los vectores en alguna base. Entonces no
podemos multiplicar la matriz por el vector (2, 1).
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Para operar, tenemos que encontrar las coordenadas de (2,1) en
la base B:

(2,)=a(L,0)+8(L,1) = a=1AB=1 = [(2’1)]32(1)

Ahora multiplicamos por la matriz y obtenemos las coordenadas
en B’ del transformado de (2, 1):

riema= ()=

:Qué objeto esperamos obtener como imagen de esta
transformacion?

:Un vector de R?? No, esperamos obtener un polinomio de grado
menor o igual que uno.

Para obtener F'((2,1)) debemos multiplicar estas coordenadas
por los vectores de la base B':

F((2,1)=31+3.(1-2) =63z
itemb

En el item (a) buscamos la imagen del vector (2,1). Ahora nos
proponemos obtener la formula de la transformacion, esto
significa encontrar la imagen de cualquier vector (z, y) de R%
Teniendo en cuenta que en el polinomio usamos la variable z,
llamaremos (a, b) a los vectores de R%
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Busquemos F' ((a, b)) tal como buscamos F' ((2,1)):

a=a+pf a=a—>
b=p ;‘{ B=b

(a, b)) = ( . b)
e ()2

Estas son las coordenadas del vector que estamos buscando.
Falta multiplicar por los vectores de la base B\,:

(a,b) = a(1,0)+ 5(1,1) = {

F((a,b))=(a+b)1+(a+b)(1—2)=2a+2b—(a+Db).x
Esta es la férmula de la transformacion lineal.
Ahora podemos hallar base y dimensién de nucleo e imagen.
ftemc

La definicidn de nucleo dice que son los vectores del dominio que
se transforman en el vector nulo del codominio.

—(a+bz+2(a+b)=0p,=0z+0

at+b=0
a+b=0

a=—b

= Nu(F) = {(a,~a) € R®} = By, = { <_11) }
= dim(Nu(F)) =1

61



itemd
Por el teorema de las dimensiones:
dim (Im (F)) = dim (R?) — dim (Nu (F)) =1

Queremos una base de la imagen. ;En qué espacio vectorial esta
laimagen? En P;.

Recordemos que los transformados de una base (cualquiera) del
dominio, generan la imagen de la transformacion lineal:

F((1,0) =22
F((0,1) =2z

Entonces ;Cual es una base de la imagen de la transformacién
lineal?

B[m={2—w}

Veamos que la imagen no depende de |la base del dominio que
elijamos. Por ejemplo tomemos la base B:

F((1,0)=2—-=x
F((1,1)) =4 -2z
{2—x, 4—2z}generanIm (F)

= Bjm:{Z—:E}
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iteme

No es necesario buscar la formula para obtener la imagen. Las
columnas en la matriz nos dan las coordenadas en la base B’ de
los transformados de una base del dominio:

MF) gy = (F 0 [Felp) = () )

Entonces:
F((1,0)=11+1(1-2)=2—x
F(1,1)=2142(1—-z)=4—2z
Luego:
Im(F)=gen{2 -z, 4 — 2z}

Como 4 — 2x es combinacion lineal de 2 — z podemos quedarnos
con la siguiente base:

BIm(F) - {2 - LU}
itemf

.Y para el ndcleo sin la férmula? Queremos hallar los v € R? tales
que al aplicarles la transformacién den por resultado el polinomio
nulo:

F(’U) - 0P1
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Estas son las coordenadas en la base B de una base del ntcleo:

v=2(1,0)~ (1,1) = (1,-1)

Ejemplo 5
Vamos a retomar el ejemplo 3, item a, de la pagina 40 que decia:

Hallar la expresion analitica de la siguiente transformacién de
R? — R? : Simetriarespectodelarectay = 3z

En ese ejemplo habiamos obtenido la férmula de |Ia
transformacion lineal:

4 3 3 4
T ((z,y) = <— FTT ey Tt gy>

La matriz estandar (referida a la base canonica de R?), M(T) zp
es la siguiente:

w
Ul ot|w

Observacion: cuando se trata de las bases canodnicas para
simplificar la notacién se escribe M (T') en lugar de M(T') z 5.
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Veamos si podemos hallar una representacion matricial mas
sencilla para esta simetria.

:Qué significa una simetria respecto de la recta y=3z?
Recordemos que el transformado de un vector que esté sobre la
recta es el mismo vector, y el transformado de un vector
perpendicular a la recta es su opuesto.

Figura 1.10.

Armemos una base de R? formada por un vector @ sobre la recta
y = 3z y un vector w perpendicular a dicha recta. Por ejemplo:

B ={(1,3),(-3,1)}

T((1,3))=(1,3)=1(1,3)+0(-3,1) = [(173)]B = ((1)>
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T((-3,1))=(3,-1)=0(1,3)+(-1)(-3,1)

= 1300= ()

:Cudl es la matriz asociada a la transformacién lineal en esta

nueva base?
1 0
M(T =
=y )

Eligiendo una base conveniente, pudimos caracterizar la simetria
mediante una matriz diagonal. Continuaremos desarrollando este
tema en el préximo capitulo (autovalores y autovectores).

Ejercicio para el lector

Dada la transformacion lineal F de R® a P; cuya matriz asociada es:

ME)s= (1) o o)

siendo B = {(1,0,0), (1,1,0), (1,0,1)} y E = {1, x} bases de
R3y P, respectivamente.

a) Hallar una base del nucleo de F'. A partir de la base obtenida,
;es posible afirmar que F' es sobreyectiva? ; Por qué?

b) Hallar todos losv € R3talesque F (v) = —1 + z

SOLUCION
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1.10.2 Elrango es igual ala dimension de laimagen

Recordemos que:

1. M(T) g, = <[T (W)l - [T (vn)]B,)
2. {T (v1),...,T (v,)} generan Im (T)

Para obtener una base de Im (T) tenemos que determinar
cuantos son LI. Se puede demostrar que en {1 (v1),...,T (v,)}
habra tantos vectores LI como columnas LI en la matriz. Dado que
el rango de una matriz es el nimero de columnas LI, entonces el
rango de la matriz asociada a la transformacion lineal respecto de
las bases B y B’ es igual a la dimensién de la imagen de la
trasformacion lineal.

rango (M(T)gp,) = dim (Im (T))

Observacién: La dimensién de la imagen no depende de las bases
elegidas, por esto el rango tampoco depende de ellas.
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Ejercicio para el lector

Sea T : R? — R3 una transformacion lineal tal que su matriz

1 2
estandares: M (T) = |1 a | € R3*?
0 -1

a) Probar que T es inyectiva (monomorfismo) para todo a
perteneciente a los reales.

b) Hallar el valor de a tal que (—1,—1, 4) pertenezca a la
imagen de la transformacion.

I
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1.11 Composicion de transformaciones
lineales

Sean F'y G dos transformaciones lineales tales que:

F.-U—-V, G:V—->W

U v W
F G
“ F(u) G(F(u)
Figura 1.11.

dGoF : U - W | (GoF) (u) = G(F (u)) Yue U

Propiedad: la composicion de transformaciones lineales, es una
transformacion lineal.

Ejemplo
F:R* =R | F((z,9) = (¢ —y, = +y, 22)

G:R=R*|G((z,4,2) = (z— 2 y+2)
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Hallar la férmula de GoF'y Fo G, indicando en cada caso dominio
y codominio.

GoF :R* - R?% GoF((z,y) =G((z —y, = +y, 2z))
=(z—y—(2z), z4+y+2z)=(—z—vy, 3z +vy)
FoG:R* =R’ FoG((z,v,2) = F((x — 2, y+ 2))

=(z—2z—(y+2),z—2+(y+2),2zx—22) =
(FoG)(z,y,2) = (x —y— 22, z + 5, 2z — 22)

:Con qué operacion de matrices se relaciona la composicion de
transformaciones lineales?

Busquemos las matrices estandar:

1 -1
M(F)cR>™ M(F)=|1 1
2 0

M (G) € R¥S, M(G):((l) (1) _11)

Recuerden que cuando no colocamos subindices, significa que es
la matriz estandar, referida a las bases candnicas.

Calculemos los productos:

N\ 0 1 -1 -2
M@F).MG@) =1 1 (0 X 1): 1 1 0
2 2 0 -2
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M(G).M(F):((l) (1’ —11> L :<—31 —11)
2 0

Ahora hallemos la matriz de GoF'y la matriz de Fo G a partir de
las respectivas formulas:

1 -1 -2
M(FoG)=|1 1 o0
2 0 -2

-1 -1
M (GoF) = ( )

3 1

Entonces hemos comprobado, con un caso particular, que:
M (GoF) = M (G). M (F)
M (FoG) = M (F). M (G)

Es decir que la composicion de transformaciones lineales se
expresa matricialmente a través de un producto de matrices.

1.11.1 Matriz asociada a la composicion de
transformaciones lineales

Sean F'y G dos transformaciones lineales tales que:
F:U—-V, G:V-—->W

Y sean By, By, Bsbasesde U, V' y W respectivamente, entonces
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se puede demostrar que:

M(GOF)BlB3 = M(G)BzB3'M(F)Ble

1.11.2 Inversade unatransformacion lineal

SeaT : V — W unatransformacion lineal biyectiva
(isomorfismo), entonces existe la transformacion inversa:

TP W=V tal que T 'w)=veTwW=w

Figura 1.12.
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T ! también es una transformacion lineal biyectiva:
T T = Idy
ToT ! = Id,

Observacién: Para que exista una transformacion lineal biyectiva
entre dos espacios vectoriales, éstos deben tener la misma
dimensién. ;Por qué?

Ejemplo
Sea la transformacion lineal T : R? — Py, T ((a,b)) = a — b + 2ax

:Cudl esel nicleode T7?

a—b+2axr=0x+0= a_b:(]:a=0=b
2a =0

Nu(T) = {(0,0)}
;CudleslaimagendeT?
T((1,0)) = 2z + 1
T((0,1)) = -1+ 0x

Estos dos polinomios sson LI o LD? Son LI, y por lo tanto la
dimension de laimagen es 2. La imagen ‘vive’ en Py, entonces:
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Comprobamos que T es un isomorfismo, entonces existe la
transformacion lineal inversa

T7!:P; — R?
T((1,0)) =2z +1
T((0,1)) = —1 + Oz
Entonces:
T '(2z+1) = (1,0)
T ' (-1+0z)=(0,1)

¢Esta bien definida T~1? Si, porque {2z + 1, —1} es una base de
P, (por teorema fundamental de las transformaciones lineales).

1.11.3 Matrizde la transformacion inversa

Sea T:V —W isomorfismo, dim(V)=dim(W)=mn, vy
M(T)gg, € R™™ la matriz asociada a T' respecto de las bases B
y B’

Recordemos que el rango de la matriz asociada es igual a la
dimension de la imagen.

Como T es isomorfismo, Im(T) = W vy por lo tanto:
rg(M(T)pp/) = n.

Entonces M(T)gp es inversible y su inversa es la matrizde 7
respecto de las bases B'y B:
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(M(T)BB')il - M(T_l)B,B

En el siguiente esquema se puede observar como operan las
matrices M(T)gg y M(T ) 5.5

M(T )gg
[v]g - [T(v)]p

{_
M(T~1)gg
Caso particular: V=W = R",

A=MT)gy = A'=MT ")

Ejemplo

Sea T : R® — R3una TL, tal que T (z,9,2) = (z+y, = — 2, 2),
hallar laformulade T 1.

Resolucion

Construyamos la matriz asociada ala TL en las bases candnicas:

11 0
M(T)=A=|1 0 -1
1
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Sabemos que A1 sera la matriz asociada a la TL inversa:

0 1 1
M(TH)=A"'=|1 -1 -1
0 0 1

Y a partir de la matriz estandar de la TL inversa podemos hallar la
formuladela TL inversa:

T_l:R3_>R3, T_l((m,y,z)) - (y+z, r—Yy—% Z)

Ejercicio para el lector

Dadas las transformaciones lineales: F' de R3 — R2,
F(z,y,2) =(z—y,y+2) y G de R2 — RS,
G (a,b) = (a+b, 0, 2a + kb)

a) Determinar todos los valores de k para los cuales F o G es
biyectiva (isomorfismo).

b) Para k = 1, obtener (F o G) ' (1,0).

SOLUCION |
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1.12 Matrizde cambio de base

Queremos construir una matriz que nos permita cambiar las
coordenadas de un vector en una base por las coordenadas del
mismo vector en otra base.

Consideremos en un espacio vectorial V' la funcién identidad, que
transforma cada vector en si mismo. Dejamos a cargo del lector
demostrar queesuna T.L.

Id:V =V |Id(v)=v

Observacion: Si V =R, la funciéon identidad es f(z)= =.
Tomemos un par de bases del mismo espacio vectorial V:

B = {vy,...,v,}
B'={ws,...,w,}

Construyamos ahora la matriz asociada a |a transformacion lineal
identidad:

M(Id)gg, = (lvilgn ---, [Un]g) € R™

Recordemos que:
M(F)BB’ [U]B = [F (U)]B/

En el caso particular de la transformacion identidad, teniendo en
cuenta que Id (v) = v, resulta:

M(Id) . ol = [o]5 J
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:Qué efecto produce esta matriz? Cambia las coordenadas, o sea
el sistema de referencia. No transforma el vector pues Id (v) = v.

M(Id) 35 se denomina matriz de cambio de base de B a B’

:Qué rango tiene esta matriz? Tiene rango n ya que sus columnas
son LI por ser coordenadas de vectores de unabasede V.

Por ser M (Id)z5, € R"*™de rango n, es inversible.

:Qué efecto produce la matriz inversa? Nos permite volver a la
primera base, como lo indica el siguiente esquema:

M(Id)gp

lv]p — [v]p

M(Id)gg

SiP = M(Id)gzg entonces P~ = M(Id)g. 4 J

Ejemplo 1
Consideremos las siguientes bases de R?:
By =1{(1,0), (1,3)}
By =1(0,1), (1, 1)}
E={(1,0),(0,1)}
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a) Hallar M(Id)p, 5,
b) Hallar M (Id) g, g

c) Hallar M(Id)gp,

Resolucion
itema

Se construye la matriz de cambio de base buscando las
coordenadas en la base By de los vectores de la base B;.

M(Id)p,g, = (Ivilg, [va]g,)
Busquemos las coordenadas de (1,0) en la base Bs :

(1,0) = a(0,1) + B (1,1)

=a= -1 A =1

= 10,015~ (')

Busquemos las coordenadas de (1, 3) en la base B; :
(1,3) = (0,1) + B(1,1)
=a=2 AN =1

= 10,305, (})
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- ()

itemb

Se construye la matriz de cambio de base buscando las
coordenadas en la base E de los vectores de |a base B;.

M(Id)BlE = ([v]g  [vap)

Pero las coordenadas en base candnicas son las mismas
componentes del vector. Podemos verificarlo para (1, 0):

(1,0) =a(1,0)+ 5(0,1) =a=1, =0

Entonces las coordenadas de (1,0) en la base candnica son

justamente (é)
.01~ ()

Para el vector (1, 3) podemos escribir:

.3~ ()

Asi que la matriz de cambio de base resulta:
1 1
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Que podemos decir que se construyé ubicando a los vectores de
la base B; = {(1,0), (1, 3)} como columnas de la matriz.

itemc

Se pide que hallemos M(Id)EBl, pero segln hemos visto esta
matrizes lainversade M(Id)p

3 -1 1 -3
M(Id)EBl - %(0 1 ) = (0 L3)
3
Ejemplo 2

1 1
Sean B; y By bases de R? tales que P = (0 3) es la matriz de

cambio de base de B; a Bs.

a) Si [u] g, = <_41) calcular [u] g,

b) Si [v] 5, = <§> calcular [v] 5,
c)Si B; = {(1,3),(0,4)}, obtener labase Bs. ;Es unica?

Resolucion
itema

Segun la propiedad de la matriz de cambio de base:
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P.lulp, = [ulp, = [ulp, = <(1) _13> <_41) - (—?12>

:Podemos determinar cual es el vector u? No, porque no tenemos
informacion sobre las bases.

itemb

Ahora es en sentido contrario:

P.[v]g, = [v]g, = (; _13> V] = (2) = [v]g = _%;
3
itemc

En este punto nos dan la base B;:
B1={(1,3),(0,4)}
;Puede determinarse B>? Sabemos que:
1d((1,3)) = (1,3)
1d((0,4)) = (0, 4)
v1=(1,3) ve =(0,4)

82



P=M(Id)y, = ([’01]132 ["’2]132) - ((1) —13>

Queremos obtener:
By = {w , wy}
(1,3) =1lw 4+ 0wy = w; = (1,3)

(0,4) = Twy + (—3) wy = wy = (0 =(L:3) _ (1 _1)

-3 373

Quiere decir que si tenemos como dato la matriz de cambio de
base, podemos determinar la base B,y a partir de la base By y
viceversa.

1.12.1 Coémo afecta un cambio de base a la matriz
asociadaaunaTL

En este apartado nos interesa estudiar cual es la relacion entre
dos matrices asociadas a una misma transformacion lineal, pero
que estan expresadas en bases diferentes.

Sean:

e T :V — W unatransformacion lineal
e By, BzbasesdeV
e By, Bybasesde W

Idy latransformacion lineal identidad en el espacio vectorial V

Id,, |la transformacion lineal identidad en el espacio vectorial W
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¢Qué relacion existe entre M(T)g 5, Y M(T)p,p, ? ¢COmo se
podria a partir de una de ellas calcular la otra?

Por las propiedades de las matrices asociadas a una TL, puede
afirmarse que:

M (T)3132 [U]Bl =T (”)]32
M (T)3334[U]Bg =T ("’)]34
M(I dV)3331 [U]Bg = [U]Bl
M(IdW)BQB4[T (U)]Bg =T (U)]B4
Si el lector ley6 cuidadosamente las igualdades anteriores, estara

convencido de que son vélidas. Las relaciones enunciadas pueden
verse convenientemente en el siguiente esquema:

M(T .
[v]s, Dae. [T()]s,
M(fdv)&; B, M(IdW)BZB4
[v]g, [T(v)]g,
M(T)g,s,
Figura 1.13.
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De todo esto es posible deducir que:

M (T)B334 =M (I dW)B2B4 M (T)BlBQ M (I dV)B3B1

1.12.2 Caso particular de R"a R"

Nos interesa especialmente el caso de las TL T : R* — R", y la
relacion entre la matriz estandar y otra matriz asociada M(T') g,

con B base de R". Volvamos a construir el esquema para este
caso particular:

M(T) gg
[v]e [T(W)]e
P =M(Id)gg P! = M(Id)gp
[v]g [T(v)]g
M(T)ps
Figura 1.14.

Habiamos visto que:

M(T)B334 = M(Id)BzB4 M(T)B132 M(Id)B3B1

En este caso particular la expresion queda:

= M(T)pgp = M(I1d) gy M(T) g M(1d) g
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Por lo tanto:

M(T)gz=P 'M(T),; P donde P = M(Id)g,

Ejemplo

T:R* > R* M(T)pp= (; ;’)

B = {(17 1)? (37 _2)}

Queremos encontrar M (T') g5 . Calculamos la matriz de cambio
de base:

- (1 )

Buscamos su inversa:
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Observemos que en esta base B, la matriz asociada es diagonal.
Dadauna TL enR", ;cuando es posible hallar una base B de modo
que la matriz asociada en esa base resulte diagonal? La respuesta
la encontraremos en el préoximo capitulo.

Ejercicio para el lector

a) Eligiendo una base adecuada, definir una transformacién
lineal T :R® — R® que represente la simetria (reflexién)
respectodel planor: =z —2=0.

b) Hallar si es posible, una base B de R3 de modo que la matriz
asociada a T sea:

1 0 O
0 0 -1
Sugerencia: si B = {v1, v2,v3}, ;cudles son los transformados

de los vectores de B? (Tener en cuenta cdmo se construye
M(T)pp)-

c) Obtener la matriz de T respecto de la base candnica de R3.

SOLUCION
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1.13 ;Y esto para quésirve?

Muchos cuestionan la utilidad de las matematicas, y los propios
matematicos a veces las defendemos mas como un arte que por
sus aplicaciones, que consideramos propiedad privada de los
ingenieros. Sin embargo, estan presentes en todo lo que nos
rodea: desde la seguridad en internet hasta los graficos de los
videojuegos y la compresion de imagenes. En una era tan
tecnolégica, ;no deberiamos saber mas matematicas?

Veamos algunas aplicaciones (informacién que hemos obtenido
gracias a la A Gemini 2.0)

Cliquea en el botén superior derecho del interactivo para tener el
recurso abierto de forma independiente y navega por las distintas
pestanas.
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1.14 Actividades Interactivas

e

Visualizando transformaciones geométricas

En la siguiente pagina podemos observar algunas
transformaciones lineales asociadas a movimientos
geométricos conocidos: homotecias de razén positiva,
reflexiones (simetrias axiales), cizallamientos respecto de
cada uno de los ejes de coordenadas, rotaciones,
rotaciones compuestas con escalados y un sexto
movimiento que llamamos "Ejemplo".

;Puedes interpretar que tipos de movimientos son los
gue se producen en el "Ejemplo"?

Sugerimos que pruebes con distintos valores del
parametro. Por ejemplo:

Si el elemento variable de la matriz es 2, el determinante
de la matriz es —3, Como det(A) # +£1, la transformacion
no_es una_isometria (no conserva distancias). Ademas,
det(A) < 0 implica que la transformacién "invierte la
orientacion”, lo que sugiere que podria ser una reflexiéon
combinada con otro tipo de transformacion.

Los autovalores nos ayudan a entender la transformacion
en términos de direcciones invariantes. Los autovalores
son: A\ =3, A= —1.

Un autovector asociado a A\; = 3 es v; = (1,1), mientras
que uno asociadoa Ay = —leswvy = (1, —1).

89



Como la matriz tiene dos autovalores reales distintos, es
diagonalizable y representa una transformacion que es
una reflexion respecto a la recta generada por el
autovector asociado a A = 3 (es decir, la direccién (1,1))
y un estiramiento en esa direccion.

e Ladireccidonv; = (1, 1) (autovalor 3) se escala por 3.

e La direccién v, = (1,—1) (autovalor —1) cambia de
sentido (se refleja).

Este tipo de transformacién se conoce como reflexion
oblicua o reflexion seguida de un estiramiento.

(32 0
1‘( 0 3.2)

Determinante = 10.24

2 l ] Q 2 3 s Aplicar Matriz

Objeto interactivo disefiado por Juan Carlos Ponce y modificado por Augusto
Spela
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Visualizando transformaciones en 3D

A continuacion exploramos el efecto geométrico de la matriz
T enun cubo de volumen unitario.

1) Haz clicen el botén "Aplica T".

2) Arrastra lentamente el control deslizante que aparecera.
Mientras lo haces, presta atencion al cubo transformado, a
los valores de la matriz y a su determinante.

Nota: Después de aplicar T, se puede cambiar la posicion del
cubo. Simplemente arrastra el punto que aparecera en su
esquina. Haz clic en él para alternar entre el movimiento de
arriba a abajo y de izquierda a derecha.

:Observas alguna relacién entre el volumen del cubo
transformado, el determinante de T y el cubo unitario?

wo o
S —
(]

|T|=8

Objeto interactivo disefiado por J. C. Ponce y modificado por Augusto Spela
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Geometria de las Transformaciones Lineales

En esta animacién podemos mover el cuadrado de area 1
moviendo el vértice inferior izquierdo. Una vez que
decidimos donde localizarlo, podemos transformar los
versores de la base candnica arrastrando sus extremos.
:Como se refleja este movimiento en las columnas de la
matriz?

Podemos tildar la casilla "Cuadricula" pudiendo observar
como se transforma todo el espacio. Para ello, una vez
marcada dicha casilla, usamos el botén "Animar".

Para restablecer el plano y el cuadrado original cligueamos
en "Comenzar". El botén "Ortogonal" permite visualizar dos
vectores ortogonales como referencia.

v

i Dra

—~0
-3 = -1 0 e 2 3 4

D Cuadricula

Objeto interactivo disefiado por J. C. Ponce y modificado por Augusto Spela
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Mas transformaciones en 3D

En el siguiente interactivo te proponemos que explores 5
transformaciones y trates de describir que tipo de
movimiento producen. Luego dirigete a la herramienta de IA
de la pagina siguiente y te proponemos que utilices un
prompt similar a: ";Qué tipo de movimiento geométrico
representa la transformacion lineal dada por la matriz:
\begin{pmatrix} 2 ¢ 0 ¢ 0 \\ 0 & 2 &« 0\\ 0 & 0 & 2 \end{pmatrix}
Ten especial cuidado al escribir la matriz en el formato
sugerido (latex) para que la IA interprete correctamente los
datos ingresados. Puedes cambiar los valores numéricos de
manera de usar los de cada ejemplo.

&

Transformacion: |Ejemplo 1w

2
T'=1{0
0

|T|=8

oo
oo
\--—-—”

Objeto interactivo disefiado por J. C. Ponce y modificado por Augusto Spela
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Herramienta IA con Pollinations.Al (Requiere
conexion a internet)

Introduce el prompt sugerido: ";Qué tipo de movimiento
geomeétrico representa la transformacion lineal dada por..."
En caso de utilizar valores decimales recuerda que el
separador decimal es "" (debemos escribir 0.5 si queremos
referirnos al nimero "un medio")

PreguntaalalA

Escribe tu pregunta aqui...

Respuesta:

Objeto interactivo disefnado Augusto Spela
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1.15 Ejercicios surtidos de fin de capitulo

Pregunta 1 de 28
Evaluacion Transformaciones Lineales

sean ) = {(z,9,2) ER*/z=y=-2z}y s ={p=a+ bz € P/a=b}

Entonces,

No existe una transformacion lineal T': R® — P tal que Nu(T) = 81y Im(T) = s

Existe més de una transformacion lineal T : R® —» Py tal que Nu(T) = S,y
Im(T) =8,

Existe una tinica transformacion lineal T : R® — P, tal que Nu(T) = Sy
I m(T) = Sg.

Siguiente Pregunta
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Capitulo I

Autovaloresy
Autovectores







2.1 Idea intuitiva sobre autovalores vy
autovectores

2.1.1 Unejemplointroductorio

2
A= X
1 4
Queremos ver cual es el efecto que provoca esa matriz al

multiplicarla por los vectores de R2 ;Qué pasa cuando uno
multiplica esa matriz A por un vector?

A r\ (3 2 r\ [(3x+2y
Ny 1 4) \y) \z+4y
Pensemos para que sea sencillo que tomamos el cuadrado con
vértice en el origen de lado 1y que esta en el primer cuadrante:

Consideremos la matriz:

1.5]

T T T
-0.5 o 0s 1 15

Figura 2.1.
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Digamos que llamamos a esta zona el recinto R. ;En qué se
transformaria este recinto bajo el efecto de esa matriz? Para
responder esta pregunta podemos ver en que se transforman sus
vértices. Sabemos que el vector nulo se va a transformar en el
vector nulo. Los demas seran:

4(0) = ()
(1) - ()

(]
L

[=]
[ 4]
B

Figura 2.2.

Uno se podria hacer esta pregunta: ;Habra vectores que después
de la deformacién conservan la direcciéon?
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e El vector (1,0) se transformdé en el (3,1). No conserva la
direccion.

e EI(0,1) se transformaen el (2,4). No conserva la direccion.

e El (1,1) se transformé el (5,5). Entonces se produjo una
dilatacion de factor 5,y se conservé la direccion.

Ese vector que mantuvo su direccién se denomina autovector, y el
factor por el cual se dilaté es el autovalor correspondiente.

autovector
1 1
ran=s()=_ s ()
1 autovalor 1

2.2 Autovalores, autovectores, autoespacios

2.2.1 Definicion de autovalores y autovectores de
una matriz

Sea A € R™™ X\ € R es autovalor de A siy sélo si existe un
vector v € R™*! no nulo tal que:

Av=Av, v# 0y

v se llama autovector asociado a \.
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En el ejemplo que vimos recién el transformado de (1,1) es (5, 5),

T

L
v

Veamos como hallar los autovalores y autovectores: Segun la

definicion, debe cumplirse esta condicion:

Av=XAv conwv # Oy
Restamos a ambos miembros Av:
Av — v =0y
Premultiplicamos a v por I, esto lo podemos hacer porque Iv = v:
Av — Av =0y

Entonces:

Resulta un sistema homogéneo con n ecuaciones y n incégnitas,
donde A — AT es lamatriz de los coeficientes.

;Como puede ser un sistema homogéneo en cuanto a su
compatibilidad?

Respuesta: siempre compatible, porque siempre tiene la solucién
trivial. ;Como queremos que sea en nuestro problema si estamos
buscando vectores que no cambien su direcciéon?
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;Sistema compatible determinado (SCD) o sistema compatible
indeterminado (SCI)?. Si es SCD, tiene unicamente la solucidn
trivial y v es el vector nulo. Nuestro objetivo es obtener los
autovectores (que son distintos del vector nulo), por eso
necesitamos que este sistema sea compatible indeterminado.

Entonces: buscamos un sistema compatible indeterminado.

En un sistema cuadrado y homogéneo, el determinante decide: si
es distinto de cero, tiene solucién unica. Entonces queremos que
seaigual a cero:

det (A—AI)=0

Esta es la ecuacion caracteristica de la matriz A.

Y p(A\) = det (A — AI) es un polinomio de grado n dependiente
de X que se llama polinomio caracteristico de la matriz A.

Las raices del polinomio caracteristico son los autovalores de A.

Una vez hallados los autovalores, ;como obtenemos los
autovectores?
Volvemos a la expresion original.

Para cada )\ resolvemos el sistema:

(A—)\I)UZOV
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Y hallamos los autovectores correspondientes.
Silamatriz es de 2 por 2, el polinomio quedara de grado 2.
Silamatriz es de 3 por 3, el polinomio quedara de grado 3.

Otros nombre que se les suele dar a los autovectores y
autovalores son:

e Valores propios y vectores propios
» FEigenvaloresy Eigenvectores (Usando la raiz alemana eigen)
Ejemplo 1
Volvamos al ejemplo inicial.
3 2 1 0 3—A 2
1 4 0 1 1 4— )\
det(A—AI)=0
B-XN(4-X)—-2=0

AN —TA+10=0
AM=2AX=5H

Para A = 2 resolvemos el sistema de ecuaciones:

a-n(3)-()
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(2)G)-0)
{w—|—2y=0

=z =-2
z+2y=20 v J

La solucién de un sistema homogéneo es siempre un subespacio.
Los subespacios de autovectores se denominan autoespacios.
Buscamos una base de este subespacio:

()

Este es el subespacio donde estan los autovectores asociados al

autovalor 2.
ParalA =5
a-on(3)-()
() 6)-6)

em{ ()}

Resultado esperado porque habiamos visto que el (1,1) se
transformabaenel (5, 5).
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matrizde 3 x 3:

3 2 -1
B=12 3 1
0 0 5

Busquemos sus autovalores resolviendo el polinomio
caracteristico:

3—A 2 —1
2 3—-A 1 | =0
0 0 5—A

(5—M<@—Af—4):0
Luego los autovalores son:
A=5V X=5V =1

Donde |a multiplicidad algebraica de 5 es 2. Esto significa que 5 es
raiz doble del polinomio caracteristico.

Para cada autovalor debemos resolver el sistema de ecuaciones

3-\ 2 ~1 z 0
2 3-x 1 y|l =10
0 0 5-A/ \z 0

Para obtener cuales son los autoespacios correspondientes a
cada autovalor.
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Autovectores asociados a \ = 5:

Resolvamos el sistema compatible indeterminado:

-2 2 -1 x 0 (—2z+2y—2=0
2 -2 1 yl =10 =< 2z2—2y+2=0
0 z 0 0=0

= 2x+2y—2z=0

El subespacio asociado a este autovalor es:

1 0
S5 = gen 0 1],|1
—2 2
Luego dos autovectores son:
1 0
V1 = 0 y Uy = 1
—2 2

Autovectores asociadosa \ = 1:

Resolvamos el sistema compatible indeterminado:

2 2 -1 x 0 20 +2y—2=0
2 2 1 Yyl =10 =<2x+2y+2=0
0 0 4 z 0 4z =0

=2=0ANy=—=x
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El subespacio asociado a este autovalor es:

1
S1 = gen -1
0

Luego un autovector es:

1
V3 = -1
0

Finalmente hemos obtenido tres autovectores:

1 0 1
V1 = y Uy = 1 ; U3 = -1
—2 2 0

Donde v; y v5 son autovectores asociados al autovalor A = 5y vs
es un autovalor asociadoa A = 1.

Ejemplo 3

Consideremos la siguiente matrizde 2 x 2:

(5 o)
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Busquemos sus autovalores resolviendo el polinomio
caracteristico:

A -2
2 =)
= M +4=0

Este polinomio no tiene raices reales. Con lo cual diremos que C
no tiene autovalores reales. Mas adelante estudiaremos los
numeros complejos y podremos hallar las raices (complejas) del
polinomio caracteristicode C.

Ejemplo 4
Demuestre la siguiente propiedad para A € R™*"

A = 0 es autovalorde A < A noesinversible

Resolucion

:Como se demuestra esto? Primero veamos un ejemplo para
convencernos de que se cumple la propiedad. Consideremos una
matriz que no tenga inversa. Por ejemplo escribimos una matriz
tal que lafila 2 seael doble de lafila 1:

=y

Escribamos la ecuacién caracteristica y hallemos los autovalores:

pa(A)=(1-A)(4-A)—-4=0
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MN—-B5A=0=)XA=0V\A=5

En este caso particular hemos visto que una matriz no inversible
tiene autovalor A = 0. Pero quisiéramos demostrar la propiedad.
Para demostrar esto hay que recordar que:

A es autovalor de A < det (A — AI) =0

Pero si A = 0 entonces la afirmaciéon queda:

0 es autovalor de A < det (A;E) =0 & A noesinversible
A

Ejercicio para el lector

b
Sea: A = (a ) con autovalores A1 y Ag (iguales o distintos).
C
Demostrar que:

A1+ A2 =Traza (A)
A1. A2 = det (A)

SOLUCION |

110


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/images/capitulo_02/autovalores4.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/images/capitulo_02/autovalores4.png
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/interactivos/tlejemplos9.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/interactivos/tlejemplos9.html

Esta propiedad se generaliza para matrices de orden n. Si
A1, Aa, ..., Ay SON autovalores de A (iguales o distintos) entonces:

A+ A+ ...+ A, =Traza (A)
)\1. )\2 ..... )\n = det (A)

2.2.2 Propiedad de los autovalores y autovectores

Los autovectores asociados a autovalores distintos son
linealmente independientes.

Demostracion para dos autovalores

Supongamos que tengo dos autovalores distintos: A; # As. Como
son autovalores, se cumple:

A’Ul = )\1’01
A’U2 = )\2’02

Queremos probar que v; Y vy son linealmente independientes.
Veamos que la Unica combinacién lineal de los vectores que da
por resultado el vector nulo es la trivial (todos los coeficientes
iguales a cero):

a1 V1 + ag v = Oy (1)
Multiplicamos por A ambos miembros:

A (041 V1 + Qo ’02) == OV
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Distribuimos:
a1 Avy + as Avy = Oy
Como v; Y v9 son autovectores es posible escribir:
a1 A1 V1 + aa Ay vy = Oy (2)
Ahora multiplicamos los dos miembros de la ecuacién (1) por A; :
a1 A1 V1 + aa A\ v9 = Oy (3)
Y restando (2) — (3) obtenemos:

as (A2 — A1) v2 =0y
w
#0  #0

Como A1 # Ay por hipétesis entonces su diferencia no puede ser
nula. Como vy es un autovector, no puede ser el vector nulo.

Entonces:

a2:0

Pero para demostrar que son linealmente independientes, nos

falta ver que oy = 0.
Sabiendo que a; = 0 vamos a (1):

a1 =0y=a; =0

Y si a; =as =0 demostramos que {v;,ve} es linealmente

independiente. O sea los autovectores que estdn en autoespacios

diferentes son linealmente independientes.
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2.2.3 Definicion de autoespacio

Si X\ es un autovalor de A, se denomina autoespacio S) al
subespacio que contiene todos los autovectores asociados
al autovalor \ y ademas el vector nulo.

Sy={veRY/ Av= v} ={veR™/(A—A)v=0y}

y
Ejercicio para el lector
SeaAd = (41 As As3) € R con:
1 1
A1 =12 y As= 1|1
3 0
a) Hallar Ag para que v=1[ 1 sea autovector de A

—1
asociadoa \ = 2.

b) Hallar los restantes autovalores y autoespacios de A.

SOLUCION |
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2.3 Multiplicidades algebraica y geométrica
de un autovalor

Hemos visto que:
A esautovalorde A < det (A —AI) =0

Es decir que los autovalores son las raices del polinomio
caracteristico.

La multiplicidad algebraica de un autovalor A es su multiplicidad
como raiz del polinomio caracteristico p (A). Denotaremos m a la

multiplicidad algebraica del autovalor \.
Ejemplo
Supongamos A € R>*® y pA)=-AA-1).A—2)>"

El polinomio caracteristico tiene grado 5. En la siguiente tabla
resumimos los autovalores de Ay sus multiplicidades algebraicas.

Autovalores de 0 1 2
A
Mul’ripliciﬂad 1 1 3
algebraica

La multiplicidad geométrica de un autovalor )\ es la dimensién
del autoespacio asociado.
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Ejemplo

Consideremos la siguiente matriz:

3 2 -1
B=12 3 1
0 0 5

Hemos visto que su polinomio caracteristico es:
pe(A) = -(A-5)*(A-1)

Observacion. El coeficiente principal de los polinomios
caracteristicos asociados a las matrices n x n es (—1)". Asi que si
la matriz es de 3 x 3 el coeficiente principal es (—1)3 = —1.Sila
matriz es de 2 x 2 el coeficiente principal sera (—1)2 = 1.
Consideremos sus autovalores, la multiplicidad algebraica, y la
multiplicidad geométrica:

A m; dlm(S;{)
2 2
1 1 1
3 autovectores L

Coinciden my con dim (.S)). Uno podria llegar a pensar que esto

pasa siempre. Pero... Veamos que no es asi. Tomemos la siguiente

matriz: 3 9 1
M=12 3 1
0 0 b5

115



Pueden verificar que el polinomio caracteristico de M coincide
conelde B:

(A =—-(A—=5)°A—1)

Calculemos el autoespacio asociado al autovalor A = 5

—2 2 1\ [z 0
2 2 1]yl =10
0 0 z 0

Esta matriz es de rango 2. Entonces ahora da como autoespacio
una recta, no un plano. La dimensién del autoespacio sera 1.

=z=0ANax=y

—2z+2y+2=0
2z —2y+2=10

Entonces

1
S5 = gen 1
0

Ahora el autoespacio asociadoa\ =1

2 2 1 T 0
2 2 1 Yyl =10 =2=0AN z=—y
0 0 4 z 0
1
S1 = gen -1
0
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Entonces si hacemos el cuadro para la matriz M, resulta:

A my dim(S;)
5 2 1
1 1 1
2 autovectores L

Esto marca la diferencia entre matrices diagonalizables y no
diagonalizables.

Nosotros estamos apuntando a diagonalizar una matriz, por lo
cual esta diferencia que encontramos entre By M sera crucial.

Propiedad sobre multiplicidad algebraicay
geométrica

Para cada autovalor A de una matriz A, se verifica que:
dim (S)\) < m)

;Puede ser cero la dimensién del autoespacio? ;Qué querria decir
que sea 0?

Si la dimensién de un autoespacio fuera cero, significaria que
contiene sdlo al vector nulo, pero sabemos que el vector nulo no
es un autovector. Entonces:

Sy # {Ov} = dim (S)\) >1

Por lo tanto, resulta:

1 Sdim(S)\) < my J
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Consecuencia: si A es un autovalor simple (m) = 1) entonces
dim (S)) = 1.

Ejemplo
1 1 2
a) DadalamatrizA= |2 2 4|, hallar todos los valores de ¢
0 0 ¢

para los cuales A es diagonalizable.

b) Parac = 0, hallar si es posible P inversible y D diagonal tales
que: P'AP =D.

Resolucion
Vimos que:

A es diagonalizable si existe P inversible tal que P~'AP = D
(diagonal)

Para armar P inversible, necesitamos tres autovectores LI (que
seran las columnas de P).

Teniendo en cuenta que los autovectores asociados a autovalores
distintos son L.l., podemos afirmar lo siguiente:

Si todos los autovalores son distintos, la matriz es
diagonalizable porque podemos hallar tres autovectores LlI.

Ahora bien: ;qué ocurre si hay autovalores repetidos? En ese caso
no podemos anticipar nada, tenemos que analizar cada caso por
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separado para comparar la multiplicidad algebraica del
autovalor con la dimensién del autoespacio correspondiente.

Hallemos los autovalores de A, que son las raices del polinomio
caracteristico:

1—) 1 2
p(A) = det 2 2-Xx 4 =(c=AN)[1=X)(2-X)—2]
0 0 c— A
=(c—A) [-3A+N] =(c— M)A (=3+])
Entonces los autovalores son:
A=c V A=0 V A=3

Veamos cdmo separar los distintos casos para realizar un andlisis
completo:

Casol: ¢c#0 y c#3
En este caso los tres autovalores son distintos, y por lo tanto A es
diagonalizable.

Caso2: c=3

En este caso los autovalores son: A = 3 (doble) y A =0

Nos tenemos que centrar en el autovalor doble: ;qué dimensién
tiene el autoespacio?

1-3 1 2 z 0
2 2-3 4 yl =10
0 0o 3-3/ \:z 0
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—2r+y+2z=0 = 2z
N { y ~ {y

20 —y+4z=0 z=0
(/1))
Obtenemos entonces S3 = gen i 2 }
0

Como el autovalor es doble y el autoespacio tiene dimensiéon 1, A
no es diagonalizable. ;Por qué? Porque con un autovector de S3y
un autovector de Sy no podemos completar los 3 autovectores
L.l. que necesitamos para armar P. ;Es necesario hallar Sp? No,
porgue sabemos que tiene dimensién 1.

Caso3: c=0
En este caso los autovalores son: A = 0 (doble) y A = 3 (simple).
Autoespacio asociadoa A =0:

1 1 2
2 2 4
0 0 O

ENTN SR
I
o o o

22=10
{ Pyt = z+y+22=0 = (—y—2z2, 9, 2)

2z +2y+4z=0

-1 —2
So = gen 1],
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Como la dimensién del autoespacio coincide con la multiplicidad
algebraica del autovalor, A es diagonalizable. Si tomamos dos
autovectores L.I. de Sy y un tercer autovector de S3, tendremos
los tres autovectores LI necesarios para armar una P inversible
talque: P~1A P = D, como se pide en el item (b).

En conclusién A es diagonalizable Ve € R — {3}.
Itemb

Nos falta hallar el autoespacio asociadoa A = 3

2 1 2\ [z 0
2 -1 4 |[y]=1o0
0 0 -3/ \z 0

(—2z+y+22=0
Yy =2

= 2 —y+42=0 = { 0 = (z,2z,0)
z =
—32=0
(/1) )
Sy—3= gen 2
0
-1 -2 1 0 0 O
P=11 0 2, D=0 0 0
0O 1 0 0 0 3

El lector puede verificar que: P~'AP = D
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2.4 Matrices semejantes

2.4.1 Definicion de matrices semejantes

Sean A, B € R™*", decimos que: A y B son matrices semejantes
& 3P € R™ " inversibletalque B= P 1. A. P.

Ejemplo

Consideremos las siguientes matrices:

Ly
2 1 1 3 3 0
B= A= P= pi=| 3
0 1 0 2 11 _1
3
Podemos afirmar que B es semejante a A pues:

B=PlAP

1 1
s 3 Py ooy |3 ooy_(2
2 o4fNo o2\ 1) |1 )\t 1) o1

3 3

2.4.2 Propiedad de las matrices semejantes

Si A y B son semejantes, tienen el mismo polinomio
caracteristico y por lo tanto, los mismos autovalores.
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A y B semejantes = ps () = pp(A) = Los mismos autovalores
Demostracion

pa(A) =det (A — A

pg(A) = det (B — A)
Ademas sabemos que:

A=PBP
Entonces:
pa(X) =det (A — XI) = det (PBP™' — )\I) =
=det (PBP™' — PAIP ') =det (P(B— AI)P ) =
= det (P)det (B — AI) det (Pil) = det (B — \I)det (P)det (Pil)
= det (B — M)det (PP™") = det (B — Al)det (I) =

det (B — AI) = pp(A)

Donde hemos reemplazado AI por P\ IP~! yaque:
PMP '=PA\P '=)XPP '=)I

Y hemos utilizado |la propiedad distributiva del determinante
respecto de la multiplicacion de matrices.
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2.5 Diagonalizacion de una matriz

2.5.1 Definicion de matriz diagonalizable

Sea A € R™* ™ sedice que A es diagonalizable < A es

semejante a una matriz diagonal < 3P € R™*"

inversible tal que P~1AP = D diagonal.

4

Es un caso especial de semejanza. Una matriz es diagonalizable
cuando es semejante a una matriz diagonal.

2.5.2 Condiciones que tiene que cumplir una matriz
para ser diagonalizable

A € R™* ™ es diagonalizable siy sélo si A tiene n
autovectores linealmente independientes.

Sean w1, vs,...,v, autovectores LI de la matriz A ¢ R™*".

Podemos construir una matriz P cuyas columnas sean dichos
autovectores:

P=(v; v ... v

P es inversible porque sus columnas son LI y por lo tanto tiene
rango n (det (P) # 0).
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Puede demostrarse que: P~ 'A P= D donde D es una matriz
diagonal cuyos elementos son los respectivos autovalores:

A1 O 0 0

0 X O 0
D —

0 O 0

Ejemplo 1
Consideremos la matriz M:
3 -1 0
M=1]-1 3
1 1 2

Verifique que los autovalores son: A = 2 (doble) y A = 4 (simple)
y que ambos autoespacios tienen dimensién 1.

No coincide la multiplicidad algebraica de A =2 con su
multiplicidad geométrica. Nos falta un autovector linealmente
independiente para armar la matriz P, por lo tanto la matriz M
no es diagonalizable.
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Ejemplo 2

Veamos si es posible diagonalizar la siguiente matriz:

3 1
A=
> »)
Verifiguen que los siguientes son sus autovalores:
A=4
A=1

Si la matriz tiene dos autovalores distintos, sin hacer ninguna
cuenta mas, ;podemos asegurar que es diagonalizable?

Si, porque hay una propiedad que dice que los autovectores
asociados a autovalores distintos son linealmente
independientes. Los autovectores son:

=) == ()

Armamos la matriz P poniendo los autovectores como columnas:

P-(1 %)

Lainversade P la obtenemos haciendo:

1

pPl=
det (P)

.adj (P)
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Ahora hagamos el calculo para obtener la matriz diagonal.

p=prar=-3(2 G HE H=( 9

_|":I—'1
Ejemplo 3
Diagonalizar la siguiente matriz si es posible:
1 2 4
B=1|2 1 -4
0 0 3
Buscamos los autovalores:
1—A 2 4
det(B—A)=| 2 1-X -4 :(3—)\)<(1—)\)2—4)
0 0 3—A

A =3 (doble) VA= —1

Atencion: es un error muy comun suponer que la existencia de
un autovalor doble implica que la matriz no es diagonalizable.

Para A = —1 buscamos el autoespacio correspondiente:
2 2 4 T 0
2 2 —4 yl =10
0 4 z 0
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1
S_1=gen —1
0

Verifiquen que el otro autoespacio es:

2
S3 = gen 1],
1

Como pudimos obtener tres autovectores linealmente
independientes, la matriz P existe y la construimos ubicando a los
autovectores como columna:
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El orden de los autovalores en D es el mismo orden que el de los
autovectores en las columnas de P. Por ejemplo si construimos la
matriz P asi:

1 2 1
P=11 0 -1
0 1 0

Verifique que la matriz D queda:

30 0
D=0 3 0
0 0 -1
Ejemplo 4

Diagonalizar la siguiente matriz si es posible:

0 -1
C =
1 0
:Qué problema tiene esta matriz? ;Cual seria el polinomio
caracteristico?
No tiene autovalores reales. Entonces no es diagonalizable en R.

Mas adelante veremos que es diagonalizable, pero en el campo de
los nimeros complejos.
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Ejercicio para el lector

Sea:
1 2 3
M=12 a b
0O 0 3

Determinar los valores de a y b de modo que A\ =3 sea
autovalor doble, y M sea diagonalizable.

SOLUCION

2.5.3 Matriz con n autovalores distintos

:Qué puede decirse de las matrices que tienen todos sus
autovalores distintos? Recordemos que autovectores asociados a
autovalores distintos, son LI.

Por lo tanto:

Si una matriz A € R™"*" tiene n autovalores distintos, entonces
tiene n autovectores Ll y en consecuencia es diagonalizable.

Observacién importante: Si una matriz es diagonalizable ;puede
afirmarse que todos sus autovalores son distintos?
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Veamos el siguiente ejemplo:

A=

oS O

0
1
0

N O O

Es una matriz diagonalizable porque es diagonal®. Sin embargo no
tiene todos sus autovalores distintos ya que A=1 es un
autovalor doble.

Ejercicio para el lector

Sea AcR¥>3 tal que su polinomio caracteristico es
pA) =X (1-A),y S={zcR¥>! | o1 +z+23=0} es
un autoespaciode A. Analizar si A es diagonalizable.

SOLUCION |

3Seadc R™" se dice que A es diagonalizable < A es semejante a una
matriz diagonal < 3P € R™*"/ P~1AP = D diagonal. Si D es diagonal:
I71.D.I = D por lo tanto D es diagonalizable. Probamos que toda
matriz diagonal, es diagonalizable.
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2.6 Diagonalizacion ortogonal de matrices
simétricas
2.6.1 Matriz ortogonal

:Qué caracteristica tiene una matriz ortogonal? Que la traspuesta
de lamatriz esigual alainversa:

P e R"™"es ortogonal < P '=pP7T
Una matriz P € R™*™ es ortogonal siy sélo si:

e Sus columnas son ortogonales entre si

e Elmddulo (horma) de cada columnaes 1

Otra forma de decirlo:

¢ Las columnas deben ser versores ortogonales.

Consideremos los siguientes ejemplos:

__ 1 3 4
vz 5 3
P=171 1 ©=ly 3

2 2 5 5

Estas matrices son ortogonales. Verifique que efectivamente sus
columnas son ortogonales y de mdédulo 1.
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Ejemplo

Consideremos la matriz simétrica:

1 2
A=
2 4
Vamos a hacer una diagonalizacién ortogonal de esta matriz. Los
autovalores son:

A=0VA=5

El autoespacio asociado a A = 5 queda:

(2 )6 () =5 i))

Y el autoespacio asociado a A = 0 queda:

(2 1) G) = () =20 { (V)

Comprobemos que son perpendiculares los autovectores

obtenidos:
1 -2
=1.(-2)+21=
(o) () ~reoai=c

No es casual que los autovectores que hemos obtenido sean
perpendiculares:

En las matrices simétricas, los autovectores asociados a
autovalores distintos son ortogonales.
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Ya tenemos dos vectores perpendiculares.

P~y )

Con estamatriz P puedo diagonalizar ala matriz A:

5 0
PAP=D=
(0 o)

Esta es una diagonalizacion de A, similar a otros ejemplos previos.
Pero precisamente por ser A simétrica, los autoespacios son
rectas ortogonales. Por lo tanto, podriamos diagonalizar la matriz
A mediante una matriz Q ortogonal (columnas ortogonales y de
moédulo 1) ;Cudl serialamatrizQ?

Falta que los vectores columna sean versores. Para lograr esto
hay que dividir cada autovector por su médulo. Tienen mdédulo

igual a /5 :

12
NG
=2 1
NG

Esta matriz es ortogonal: Q7 = QL. Entonces la diagonalizacién
ortogonal de la matriz A queda:

1 T o (20
Q'4Q-qiae-p~(; )
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2.6.2 Diagonalizacion ortogonal

Definicion:
Una matriz A € R"*" es diagonalizable ortogonalmente
si y sOlo si existe P ortogonal (P~!=P7T) tal que

PTAP = D.

4

Puede demostrarse que toda matriz simétrica es ortogonalmente
diagonalizable. Pero ademas, las Unicas matrices reales que
pueden diagonalizarse ortogonalmente son las matrices

simétricas.

En resumen:

A es ortogonalmente diagonalizable < A es simétrica J
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2.7 Diagonalizacion de una transformacion
lineal

2.7.1 Autovalores y autovectores de una
transformacion lineal

SeaT : V — V unatransformacion lineal:

A € ResautovalordeT < Jv € Vnonulo, talque T (v) = Av

v es el autovector asociado a ).

Si V fuera un espacio de polinomios, entonces v seria un
polinomio.

Si V fuera un espacio de matrices, entonces v seria una matriz.
Nosotros vamos a trabajarenV = R"

2.7.2 Propiedad

SeaT : R" — R"” talque A = M(T)EE, entonces:

M es autovalorde T < )\ es autovalorde A
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Demostracion

Por ser A la matriz estandar resulta:

I
2
T (v) =Av con v=

Ln

A es autovalor de T < Jv € R™ no nulo tal que T'(v) = Av &
Jov € R™! ho nulo tal que Av = Av & Aesautovalorde A.

Probamos que en una TL en R", los autovalores y autovectores de
la transformacion son los mismos que los de su matriz asociada
en base canodnica.

2.7.3 Definicion de transformacion lineal
diagonalizable

SeaT : V — V unatransformacion lineal. Decimos que T es
diagonalizable si existe alguna base B tal que la matriz

Mpg (T) es diagonal.
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Ejemplo
Dada la transformacion lineal:
T:R* = R? T ((x,y)) = (z + 2y, 3y)

Hallar los autovectores y autovalores de T, y analizar si es
diagonalizable.

Resolucion

1) Buscamos la matriz de T en la base candnica.

A=MD)e= ()

2) Buscamos autovalores y autovectores de A

A=1VA=3

(0
- ()

3) A es diagonalizable, con

1 1 10
P = y D=PtAP=
0 1 0 3
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Veamos que representa D:

B ={(1,0),(1,1)} es una base de R? formada por autovectores
deT,

:Coémo se busca la matriz asociada a una transformacion lineal?
M(T)pp = ([T'(v)]p [T (v2)]B)

Entonces esas coordenadas son:
T((1,0)) = (1,0) = 1(1,0) +0(L, 1) = [(1,0)], = (1)
T((1,1)=(3,3) =0(1,0)+3(1,1) =[(3,3)]5= g

Asi que la matriz queda:

M(T)gp = <(1) g) =D

Entonces, si tenemos una base B formada por autovectores de T,
ila matriz asociada en esa base es diagonal!
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2.7.4 Propiedad

Una TL en R" es diagonalizable si y sélo si existe una base B de
R™ formada por autovectores de T. Ental caso, M(T)pp = D.

Desde la perspectiva matricial, T' es diagonalizable si y sélo si
A = M(T)EE esdiagonalizable.

Ejercicio para el lector

a) SeaT : R™ — R™una transformacion lineal. Probar:

Si Nu (T) # {Ogrn} entonces A\ = 0 es un autovalor de T' y el
autoespacio correspondiente es Nu (7T)

b) Sea T : R? — R? una transformacion lineal que verifica las
siguientes condiciones:

)T (v)=2v Vwe S={(z,y,2) €R® |z —2=0}
i) Nu(T) = gen{(1,0,0)}

Analizar si existe una base B de R3 tal que la matriz asociada a
T respecto de dicha base sea diagonal. En caso afirmativo
indicar By M(T) g

SOLUCION
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2.8 ;Y esto paraquésirve?

Como hiciéramos en el capitulo anterior, recurrimos a la IA
Gemini 2.0, ahora para descubrir algunas aplicaciones de los
autovaloresy los autovectores.

Cliquea en el botén superior derecho del interactivo para tener el
recurso abierto de forma independiente y navega por las distintas
pestanas.
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2.9 Sala de escape (requiere conexion a
internet)

Esta actividad es para conocer una aplicacion de los contenidos
de este capitulo. Quien quiera profundizar en el tema tratado
puede acceder a https://economipedia.com/definiciones/cadena-
de-markov.html

Misterio
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2.10 Actividades Interactivas

Transformaciones lineales y autovectores en 2D

Esta actividad explora el efecto de una transformacién lineal

T en R?, vy su relacién con los autovectores, autovalores v el
determinante.

Arrastra el punto P alrededor del circulo unitario, y mira
cdmo cambia su imagen TP.

;Puedes identificar los autovectores y los autovalores?

T (V] Mestrar puneo P
T= [\_ .
iR

[ 1 Miestrar autovectones

o~
(=

Mostrar magen neigy
J

Mstrar vechnes de la base
J

Mostrar rasros
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Visualizando vectores propios |

En la siguiente actividad puedes elegir trabajar con
alguna de las matrices propuestas colocando su codigo
en el primer renglén, o bien escribir una cualquiera en el
segundo renglén (sélo hay que respetar la forma de
escribirla, siguiendo el formato del ejemplo).

’]
Matrices: HO

5
-2 0
A= ( 0 —1 1 (31
1 3
Cambie la matriz: 4 9 31
sambie la matriz: - 0 3
Seleccione una Matriz (1 a [_w‘ 3 ( Y 1 )
.10
Coloque una nueva Matriz [{{ 2,0}, {0, -1}} : ' 0.5 0.5
0.5 0.5
Deslice el Punto Negro lentamente 5 ( ) ') ’.]) )
para detectar los valores y " = =
vectores propios de A. 6 ( 0 1 )
10
- 0.2 04
! 0.8 0.6
* (33)
Valor Propio =-1 0 2
9 20
: 0 3

Objeto interactivo disefiado por Alfonso Meléndez
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Visualizando vectores propios I|

En la siguiente actividad podemos elegir los elementos
de la matriz, mover el extremo A de uno de los vectores y
observar cual es su transformado.

El conjunto de todos los vectores incluidos en el
cuadrado inicial se transforma en la figura que surge al
cliquear el boton "Aplicar T". Esta figura también se
puede ir construyendo a partir de las trazas o "rastros"
gue deja el transformado de A.

@
=Y

2 2

.
Valores Propios: R
M=2-v2 Aa=2++2 .
-2 - -4 -2 -]
Vectores Propios:
W

ar(=) ()

Objeto interactivo disefiado por Juan Carlos Ponce y modificado por Augusto
Spela
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2.11 Ejercicios surtidos de fin de capitulo

Pregunta 1 de 12
Evaluacion autovalores y autovectores

2 00
Sead=[-1 1 0| R,
1 1 a

es diagonalizable para todo a # 1.

es diagonalizable para todo a € R.
es diagonalizable paratodoa € R — {1, 2}_

es diagonalizable para todo a £ 2.

Siguiente Pregunta
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Capitulo |

Aplicaciones de la
diagonalizacion







3.1 Potencias de una matriz diagonalizable

Sea A € R™*™diagonalizable. Es decir, existe P € R™*" inversible
tal que:

P'AP=D
donde D es una matriz diagonal.

Recordemos que:

A es diagonalizable < A tiene n autovectores LI en R"

En la matriz diagonal D que se obtiene estan los autovalores
ordenados de acuerdo con el orden de los autovectores en las
columnas de P:

M 00

—1 . _ .
P'UAP=D= |, -..
0 0 X,

Cémo veremos a continuacién esta relacion permite calcular
facilmente potencias de matrices diagonalizables.
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Considerando que P~'AP = Dy multiplicando a la izquierda por
P yaladerechapor P71, seobtiene:

PP~ . A.PP~1=P.D.P!

I I

= A=PDP!
Ahora, calculemos A?:
A*= (PDP7') (PDP™') = PDP . PDP™!
El producto de matrices es asociativo, entonces:
A2=PDIDP
A*=pPD?p!

En general, en términos practicos, es mucho mas sencillo calcular
D? que A2 y mas aun en caso de que los exponentes sean
mayores.

Las potencias de una matriz diagonal se obtienen calculando las
potencias de los elementos que estan en la diagonal principal:

M ... 0 MO0
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En conclusién hemos encontrado que para cualquier matriz A
diagonalizable:

A*=pPD*P! EkeN

Ejemplo 1

Calcular A siendo A = (; ;)

Resolucion
Vamos a intentar diagonalizar A para no tener que calcular:

A A A ... A

10 veces A

Si A es diagonalizable sera posible hacer:
AlO — PDlOP—l

Veamos si A es diagonalizable. Se puede verificar que sus autovalores
son:

M=4 , d=-1

Ya es posible afirmar que es diagonalizable, porque autovectores
asociados a autovalores distintos son LI.
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El lector puede verificar que los autoespacios son los siguientes:

oo ()
oo ()53

Luego podemos armar la matriz P:

Obtenemos su inversa:

Calculamos el producto:

4 0
—1 _ .
P AP-(O _1>—D

Por |la propiedad que hemos visto:

AlO — PDlOP—l

:>A10_ 1 3 410 0 % %
S\l -2 0o (-n¥)\{: -1
5 5
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w0 (419431 629145
419430 629146

3.2 Diagonalizacion de matrices simétricas

Habiamos visto (en autovalores y autovectores) algunas
propiedades de las matrices simétricas que retomaremos aqui
para poder aplicarlas al estudio de las conicas.

Si A e R"*" es simétrica (A = AY), entonces se verifican las
siguientes propiedades:

1. Todos sus autovalores son reales.

2. A1 # Ay = v L vy (autovectores asociados a
autovalores distintos son ortogonales)

3. Aesortogonalmente diagonalizable, es decir:
A simétrica = 3P ortogonal | P"1AP=P!AP=D

Nota: Recordemos que P € R™"™ es ortogonal si y sélo si
Pt = Pl Las matrices ortogonales se caracterizan porque sus
columnas son vectores ortogonales y de norma (modulo) 1.
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Ejemplo 2
Calculemos la diagonalizacion de la matriz:
3 4
A=
(& o)

El lector puede verificar que sus autovalores y autoespacios son:

vt suese{ (1))
1 se()

Observamos que los autoespacios son ortogonales (propiedad de las
simétricas). Podemos construir la matriz P (cuyas columnas son los

autovectores) que permite diagonalizar A :
1 -2
P=
L)

Pl'AP=D= 110
0 1

Si bien las columnas de P son ortogonales, P no es una matriz
ortogonal porque sus columnas no tienen médulo 1. Nos falta
normalizar los autovectores, o sea obtener sus versores asociados:
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.1

V] = —

V5

(

) o ()

Entonces podemos diagonalizar A mediante una matriz Q ortogonal:

VA
5
=\,
NGEEERYS S

Esta matriz si verifica:

ot

Q'AQ=Q"“A.Q=D

diagonalizacion ortogonal de A

A1)

Ejercicio para el lector

Encontrar una matriz A € R?*2 simétrica que verifique
las siguientes condiciones:

(6> y det(A) = —2

8

Sugerencia: Tener en cuentaque A; . Ay = det (A)

SOLUCION
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3.3 Rototraslacion de conicas

Nota: Para esta seccidn es necesario recordar algunos conceptos
y expresiones basicas de secciones conicas. Toda la informacion
gue necesitamos la podemos obtener en este sitio.

Ejemplo O
Dada laecuaciénenR?: 322+ 9y° = 6
Podemos identificar, por los signos de los coeficientes, que

corresponde a una elipse cuya ecuacion candnica es:

2

x
L —1
2—|—

oo |@M

Ejemplo 1: una elipse rotada

Nos interesa descubrir qué curva esta representada por la siguiente
ecuacion:

32° + 8xy + 93> = 6 1]

Aparece en esta ecuacion el término 8xy, denominado término
rectangular o de producto cruzado.

Usamos GeoGebra para obtener la grafica de esta conica:
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3

Observamos que se trata de una elipse cuyos ejes no son paralelos a
los ejes coordenados. Veremos a continuacién cémo hallar las
direcciones de esos ejes para obtener la ecuacidon canodnica e
identificar analiticamente la cénica.

Retomemos la ecuacién [1]:
3z 4 8zy + 9y° = 6

Esta ecuacion puede expresarse matricialmente como sigue:

e ( )()-
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Los coeficientes de 22 y de 42 van en la diagonal:

) ()-

Y el coeficiente del término rectangular se divide por dos para
completar una matriz simétrica:

(DO

Verifiguemos que efectivamente se obtiene lo mismo:

VR

T
= (3z+4y 4z + 9y) (y> =

= 3z +4y)z + (4 +9y)y =6
= 32?4+ 8xy + 9y*> = 6

La expresion 3z2 + 8zy + 9y? se denomina forma cuadratica y la

e ol . 3 4
matriz simétrica que la caracterizaes A = 4 9)

Por ser A una matriz simétrica, es ortogonalmente diagonalizable.
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Como habiamos visto en un ejemplo anterior:

2
Vi V5 01

1 —2
VE B 11 0
o=y L)oo 1)
Q'AQ = D

La matriz @, cuyas columnas son autovectores unitarios de A,
representa un cambio de base como veremos a continuacion.

Recordatorio sobre cambio de base

Se puede leer lo que escribimos sobre cambio de base aca.
Tomemos un par de bases del mismo espacio vectorial V:
!/
B={vy,...,v.}yB = {wy,...,w,}

Construyamos la matriz asociada a la transformacion lineal
identidad:

M(Id)BB' = ([1)1]3,, ceey [Un]B') € R™™"

Esta matriz, lamada matriz de cambio de basede Ba B,
permite pasar de coordenadas en B a coordenadasen B ':

M(Id)BB" [U]B = [U]B'
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] . _ 1 2 _
Si consideramos las bases B = {(\/g’ \/-),(

)}

x
e V] = (y) a las coordenadas de un vector en base
canonica

Sk

)

ot
S|l°
ot

(base candnica de R?) y llamamos:

r

e [V]g = (;,) a las coordenadas en la base formada por
las columnas de Q

Resulta:
Q= M(Id) gy

Por lo tanto:

Trasponemos ambos miembros de la igualdad:
(z y)=(z'y)Q"

Sustituimos en [1]:

(z y) A (x) -6 = (:c‘y’)QtAQ( ) —6

i
Yy Y
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Como @ es ortogonal, se verifica:
Q'AQ =Q 'AQ =D

Y entonces la ecuacidon de la cdénica en el nuevo sistema de

coordenadas es:
11 0 x
! —
(@ y)<0 1) (y’ =0

1122 + 192 =6

Observamos que representa una elipse cuya ecuacién candnica es:

:Coémo se grafica esta elipse? El cambio de base que realizamos
define un nuevo sistema de ejes ortogonales. Las columnas de @
indican direccion y sentido positivo de estos nuevos ejes.
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A continuaciéon generalizaremos el método de eliminacidon de
productos cruzados que hemos aplicado en el ejemplo anterior.

Eliminacion de productos cruzados

Dada la ecuacion en R2:

ax® + bxy + cy* =k
forma
cuadratica

1) Buscamos la expresion matricial de la forma cuadratica:

b
a o x
az® +bzy + cy’ = (z y)(b 2>(>—k 1]
2 ¢ \Y
p
a b
La matriz A = ; 2 ] es la matriz simétrica que caracteriza a
"y C
2

la forma cuadratica.

2) Diagonalizamos ortogonalmente la matriz de la forma
cuadratica:

Como la matriz es simétrica, es ortogonalmente diagonalizable.
Entonces 3JQ ortogonal tal que Q'A Q = D. La matriz Q la
obtenemos con los autovectores normalizados.

Q= (v1 )
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Como las columnas de @ son perpendiculares y unitarias (de
norma 1), se verificaque Q' = Q L

3) La matriz @ hallada nos permite proponer un cambio de base
o de coordenadas:

(m)zc)(x,') S @ oY= Y)Q

Y Y

4) Reemplazamos en[1]:

Mz 2+ Xy 2=k 2]

Con este procedimiento pudimos eliminar el término de producto
cruzado, obteniendo la ecuacion de la cénica en el nuevo sistema
de coordenadas.

Ejemplo 2: una hipérbola rotada

Hallar la ecuacién candnicay graficar la conica dada por la ecuacion:

e+ 4y +y* =9
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Resolucion

El término de producto cruzado 4zy indica que la cénica esta rotada
respecto de los ejes candnicos.

1) Buscamos la expresiéon matricial:

=0, D)

2) Diagonalizamos ortogonalmente la matriz de la forma

1 2
cuadratica A =
2 1

Dejamos a cargo del lector comprobar que los autovalores son:

A=-1, A=3

Y los autoespacios:

samsmn{(1)} 0 s-e{(})}

Con los autovectores hallados podemos armar la matriz ) ortogonal
(de columnas ortogonales y de médulo 1):

1 1
— — | Recordemos que las columnas de @

Q= V2 "F indican la direccién y sentido positivo de
— | losnuevosejes ', v/.

V2

Uy

bt
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3) La matriz @ hallada nos permite proponer un cambio de base o de
coordenadas:

() =e (x) (x )= @y)e"

r
N4 S
coordenadas coordenadas
en la base en la base
canonica de autovectores

4) Reemplazamos en la expresion matricial:

r

Foql t X — [ -1 0 x’ _
(xy)@;lo(y,)—ea > @) (5, 3)(y,)_9

—z'24+3y%2=9
33’12 /2

_ y—:1
9 + 3

Esta es la ecuacién candnica de una hipérbola de eje focal v/, cuya
graficaes:
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;Cuales son las coordenadas de los vértices de la hipérbola respecto
de la base candnica?

Las bases de los dos sistemas de coordenadas que estamos utilizando

son:
1 1
O SR I W R s
- 0 ) 1 I - 1 I 1
V2

V2

De la ecuaciéon candnica se deduce:

0
Coordenadas de los vérticesen B’ = + (\@)

Realicemos el cambio de coordenadas:

x x' x % % 0 ‘%
_ — 2 2 _ 2
(y) ¢ (z/) - <y> ( % %) (iﬂ) 8 .

Estas son las coordenadas de los vértices de la hipérbola respecto de
la base canodnica.
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Ejercicio para el lector

Dada la ecuacion:

(x yA (i) =4conA = (; i)

a) Obtener la ecuacién candnica e identificar la cénica
correspondiente. ;Cual es la direcciéon del eje focal de
dicha cénica?

b) Considerando la misma A, analizar qué lugar

geométrico representa la ecuacién (z y) A ) =k

para:k >0, k=0, k<O.

SOLUCION

Ejemplo 3: rototraslacion de una conica
Consideremos la siguiente ecuacion:

2?44y +9y°+62—9y=29

Nos interesa saber qué conica representay graficarla.
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forma términos
cuadratica lineales

X2 +4xy +y2 +6x—9y =9

El término de producto cruzado sefiala que la cénica estd rotada
respecto de los ejes candénicos.

Ademas, los términos lineales indican que posiblemente sea
necesario realizar una traslacion (completando cuadrados) para
identificar y graficar la cénica.

1) Buscamos la expresion matricial:

() af)e

Les sugerimos comprobar que se obtiene la ecuacion dada.
Generalizando, la escritura matricial de los términos lineales es la
siguiente:

de +ey=(d e (‘”)

Y

2) Diagonalizamos ortogonalmente la matriz de la forma cuadratica

4= 1)
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3) La matriz @ hallada nos permite proponer un cambio de base o de

coordenadas:

Estos dos pasos ya se hicieron en el ejemplo anterior, siendo:

1 1
= 5 10
Q_(Vi f)’D_<0 3)

V2 V2
()-a(}) - en-wne

4) Reemplazamos en la expresion matricial [1]:

/

¢ paaa(Z) e nal)

(i @)oo (4
oY 30

15 3
_m/2—|—3y/2—|— ZU/— y/:9
V2 V2

[\V]

Observamos que los términos lineales se modifican por el cambio de

base realizado.
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Hasta aqui, pudimos eliminar el término de producto cruzado
definiendo un nuevo sistema de ejes paralelos a los ejes de la cénica.

5) Efectuamos una traslacion para obtener la ecuacion candnica.

Tal como habiamos visto en la unidad anterior, el método de
completar cuadrados nos permite ubicar el centro o el vértice de la
conicay obtener su ecuacién candnica.

—z' %+ %x'+3y’2— %y’zQ
[ )l )]

+3

)
(- 35) 2] 53) 3]
_(m'—%>2+%+3(y'—2—\1/§>2—%:9
) ) -2

() ()
2v2/) _ 2v2/) 4
75 25

4 4
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Obtuvimos la ecuacién ordinaria de una hipérbola que tiene las
siguientes caracteristicas:

1) Estd rotada respecto de los ejes candnicos. Las direcciones y
sentidos positivos de los nuevos ejes z'y estdn dadas por las
columnas de @, como habiamos visto.

2) De acuerdo con los signos en la ecuacion, el eje focal es paralelo al
eje z’

3) Las coordenadas del centro de la hipérbola en el sistema z’ ¢/ son:

w15 51
22 2v/2

Para obtener la ecuacién candnica, planteamos las ecuaciones de
traslacion:

[ZL‘” — ! — 15
242
1
y// )
2v/2
"2 "2
_ -1
T BB
4 4
semieje real = 5—\2/3 ~ 4,33, semieje imaginario = % =2,5
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Con esta informacion podemos realizar un grafico aproximado de la
hipérbola. Primero indicaremos los tres sistemas de ejes:

~
' I,
\\ 2 .
LN rd
\ s
~ -~
ra
S 1 .
Ny rd
A
Ay
N,
[oN
2 1 - 1 2 3 4 5 ] 7
Fa
s
rd
.
7 1
P
4
s
-
s
y -2
P
s
-3
N
-4 e SRt
A" “
Y
x'

Ahora ya podemos realizar la grafica de la hipérbola:

-10
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:Cémo podriamos hallar las coordenadas del centro de la hipérbola
respecto de la base candnica?

0
Coordenadas del centroen x"y" = (

=
—

[y
(%]

=

Coordenadas del centroenx'y’ =

|-

=

Coordenadas del centro en xy = (D = Q. (;r)

1 1
O)=e(5)= 2 Z|(F)- (2
)"

Ejemplo 4: rototraslacion de una parabola
Consideremos la ecuacion:
z? — 2zy+ 2 + V22 — 22y = 0

Nos interesa hallar la ecuacidn candnica y graficar la coénica
correspondiente.
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Resolucion

1) Escribimos la forma cuadratica matricialmente:

(z y) (_11 _11> (‘Z) + (ﬂ ~ Né) (Z’/) —0 [

2) Diagonalizamos ortogonalmente y planteamos las ecuaciones de
rotacion:

11

V2 o V2 00
@=11 1 ’D:<o 2)

V2 V2

3) La matriz @ hallada nos permite proponer un cambio de base o de

coordenadas:
(E)-a(}) @ w-@ e

4) Reemplazamos en [1]:

w6 a3 F)6)-
0 (5)en o (5)-

22 —2'— 3y =0
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Cémo aparece y? y no aparece z'? suponemos que sera una parabola.

Trataremos de expresarlo como(y — 8)° = 4c (z' — a):

2y/2 . 3y/ _ :13/
2 [y/2 — %y’] — 2

Para obtener la ecuacién candnica, planteamos las ecuaciones de
traslacion:

8\
I

&\
+

Q@\
I
@\
|
> | oo |
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Ahora realizamos un grafico de la parabola indicando los tres
sistemas de ejes:

|I.r

=]
=]
on
—
=
on
Lg%
3%}
o,

151

Coémo4c = % > 0, la pardbola se abre hacia el semieje positivo de z”

Le proponemos al lector que busque las coordenadas del vértice en |la
base canodnica.
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Ejercicio para el lector

2 2
Sea Az(
2 5

graficar la cénica dada por la ecuacion:

c 94w wn ()

Notar que la matriz A es la misma que |la dada en el
ejercicio parael lector de |la pagina 169.

), obtener la ecuacién candnica y

SOLUCION |

3.4 Clasificacion de las coénicas segun
autovalores

Sea la ecuacion en R2:

Z

Y

(x y) A( ) +(d e) (x) + f=0 con A € R**2 simétrica
Yy

De acuerdo con los diferentes ejemplos desarrollados, podemos
concluir que los autovalores de la matriz A permiten identificar el
lugar geométrico correspondiente:

179


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/interactivos/ejemplo3.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/interactivos/ejemplo3.html

Autovalores de A

Lugar geométrico

A A =0 Elipse o punto o conjunto vacio
Ay Ay <0 Hipérbola o dos rectas concurrentes
Ay A =0 Paribola o dos rectas paralelas o conjunto vacio

En el siguiente

elipse rotada:

Ejercicio para el lector

grafico se ven las direcciones de los ejes

y la medida del semieje mayor y semieje menor de una

-2

Tomando la informacién proporcionada en el grafico, se
pide hallar la ecuacion de la elipse en términos de z e y.

Sugerencia: pensar que se trata de resolver el problema
inverso al habitual.
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Buscamos lamatriz A de la forma

cuadralica

Leer mas

Resumen rototraslacion de conicas

30

Diagonalizamos ortogonalmente a A

Leer mas
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3.5 ;(Rotacioén pura o composicion de rotacion
y simetria?

Al diagonalizar una matriz simétrica de R?*? se obtienen dos
autovectores ortogonales. ;Qué efecto tiene el orden de los
autovectores en la matriz () sobre el nuevo sistema de ejes?

Rotacion pura

Queremos eliminar el término rectangular:

Hallamos autovalores y autovectores:

A=-—1 :>S_1:gen{<11

1

A=3 :>S3:gen{<1

Usamos un orden de los autovectores para construir (). Aca estala
diferencia:
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Veamos las diferencias entre los desarrollos indicados en cada
columna:

Rotacion y simetria

Queremos eliminar el término rectangular:

o +dey+ 1yt =1

=05 ()

Hallamos autovalores y autovectores:

A=3 i,ss;:ge”{(i)}

1

A=—1 :>S_1:gen{(

Usamos el otro orden de los autovectores para construir ). Aca
esta la diferencia:
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Rotacion pura

Haciendo el cambio de variables de la ecuacién queda:
_ml 2 + 3y/ 2 — 1

La grafica correspondiente es:

Interpretacion geométrica
El nuevo sistema de ejes se obtiene con una
rotacién de 45°
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Rotacion y simetria

1

V2
L
V2

Uy 1y

Haciendo el cambio de variables de la ecuaciéon queda:
3:1:/ 2 . y/ 2 — 1
La grafica correspondiente es:

4

4

Interpretacion geométrica
El nueve sisiema de 2jes se obliene
componiends una rotacion con una simetria
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A los fines de eliminar el término rectangular para reconocer la
conica, cualquiera de las dos formas es valida. Pero es usual
trabajar con una matriz @ tal que det (Q) = 1, que caracteriza a
una rotacion pura.
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3.6 Ejercicios surtidos de fin de capitulo

Preguntad de 3
Evaluacion Aplicaciones de la diagonalizacion

Elegir la inica proposicién verdadera justificando analiticamente. (El uso de un
software grafico no es valido como justificacin.)

La ecuacion 2* + 3 + 4zy — 1 = 0 representa
una hipérbola
una circunferencia
una elipse

un conjunto vacio

Siguiente Pregunta

187



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Algebra_Lineal_Interactiva2/interactivos/cuestionario3.html




Bibliografia recomendada

Lay, D. (2012). Algebra Lineal y sus Aplicaciones.
Ed. Pearson.

Kozak, A., Pastorelli, S. y Vardanega, P. (2007). Nociones de
Geometria Analitica y Algebra Lineal. McGraw-Hill, Buenos
Aires.

Merino Gonzalez, L. y Santos Aldez E. (2010). Algebra lineal
con metodos elementales. Ediciones PARANINFO.

Lipschutz S. (1992). Algebra lineal. Mc Graw - Hill, Madrid.

Noble B.y Daniel J. W. (1989). Algebra lineal aplicada.
Ed. Prentice Hall.

Nakos G., Joyner D. (1999). Algebra Lineal con Aplicaciones.
Thomson Ed.

Poole D. (2011) Algebra lineal, Una introduccién moderna.
Cengage Learning Editores.

189








https://descartes.matem.unam.mx/




