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Prefacio

Este libro digital interactivo se ha disenado con fundamento en la
filosofia del Proyecto Descartes: "Trabajando altruistamente por la
comunidad educativa de la aldea global", que sélo busca desarrollar
contenidos educativos para el provecho de la comunidad académica,
esperando Unicamente como retribucién el uso y difusién de estos
contenidos. El contenido del libro, al igual que los objetos interactivos
se han disenado de tal forma que se puedan leer en ordenadores y
dispositivos moviles sin necesidad de instalar ningun programa o
plugin. El libro se puede descargar para su uso en local sin
dependencia con la red. Algunos de los objetos interactivos se han
disefiado con el Editor DescartesJS.

La herramienta Descartes se caracteriza por una innata interactividad,
por permitir realizar representaciones de objetos bi y tridimensionales,
por gestionar expresiones de texto y de férmulas, por integrar objetos
multimedia como imagenes, audios y videos, por tener la posibilidad de
reflejar casos concretos y también potenciar la conceptualizacion de
tareas y procedimientos mediante la utilizacion de semillas aleatorias y
controles numéricos, graficos y de texto, y con ellos poder abordar la
evaluacion de manera automatica, tanto la correctiva como la
formativa. Con Descartes es posible el diseno y desarrollo de objetos
educativos que promueven el aprendizaje significativo, posibilitando
esa deseada construccién del conocimiento.

El contenido del libro se basa en un recurso de OpenStax,
organizacion sin fines de lucro de la Universidad de Rice, cuya mision,
similar a la nuestra, es mejorar el acceso de los estudiantes a la
educacion. El libro corresponde al Volumen 3 de Célculo, que cubre
ecuaciones paramétricas y coordenadas polares, vectores, funciones
de varias variables, integracion multiple y ecuaciones diferenciales de
segundo orden.


http://proyectodescartes.org/descartescms/
https://openstax.org/

Este libro de texto "Calculo Vectorial" se ha trabajado para hacer que
el cdlculo sea interesante y accesible para los estudiantes,
manteniendo el rigor matematico inherente a la asignatura. Con este
objetivo en mente, el contenido se ha desarrollado y organizado para
proporcionar una progresion légica de conceptos fundamentales a
conceptos mas avanzados, basandose en lo que los estudiantes ya
han aprendido y enfatizando en las conexiones entre temas y entre
teoria y aplicaciones. El objetivo es permitir que los estudiantes no
solo reconozcan los conceptos, sino que trabajen con ellos de manera
gue sean Uutiles en cursos posteriores y carreras futuras. La
organizaciény las caracteristicas pedagogicas fueron desarrolladas y
examinadas con comentarios de educadores matematicos dedicados
al proyecto.

Las derivaciones y explicaciones se basan en anos de experiencia en
el aula por parte de profesores de calculo desde hace mucho tiempo,
luchando por un equilibrio de claridad y rigor que haya demostrado
ser exitoso con sus estudiantes. El libro incluye evaluaciones al final
de cada apartado para que los estudiantes puedan aplicar lo que han
aprendido a través de problemas de practica. Muchos ejercicios estan
marcados con una [T] para indicar que son adecuados para la solucién
por tecnologia, incluidas las calculadoras o los sistemas de algebra
computacional (CAS), como GeoGebra. Las respuestas para los
ejercicios seleccionados estan disponibles para los numerales
impares.

El texto original, desarrollado por Gilbert Strang y Edwin “Jed”
Herman, ha sido publicado en versiones html y pdf. Esta obra
derivada, en espanol y como libro interactivo, creada por Rivera J.G.y
Alvarez E.E., presenta las siguientes aportaciones: traduccién al
espanol, diseno en formato ebook, incorporacion de 81 objetos
interactivos de aprendizaje, 66 de ellos disefiados con el editor
DescartesJSy 15 con GeoGebra.



Para evitar, al maximo, la dependencia con la conectividad en la red,
las expresiones matematicas se han construido recurriendo al APl de

KATEX.

En otra obra, que hemos titulado "Curvas y superficies paramétricas",
puedes encontrar un gran cantidad de curvas y superficies, de las
cuales hemos seleccionado la miscelanea disefada por lldefonso
Fernandez Trujillo, José Roman Galo Sanchez y Angel Cabezudo
Bueno como motivacioén de este libro:

A
e LA ESPIRAL DE ARQUIMEDES y o]

r distancia polar
¢ dngulo polar r=a+b-0

a belR



https://katex.org/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Curvas_y_Superficies_Parametricas/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Curvas_y_Superficies_Parametricas/interactivos/espiral_Arquimedes-JS/index.html




Capitulo |

Ecuaciones paramétricas y
coordenadas polares







1.1 Introduccion

Figura 1. El nautilus de camara es un animal marino que vive en el Océano
Pacifico tropical. Los cientificos creen que han existido practicamente sin
cambios durante unos 500 millones de afos (crédito: modificacion del
trabajo de Jitze Couperus, Flickr)

El nautilus de camara es una criatura fascinante. Este animal se
alimenta de cangrejos ermitanos, peces y otros crustaceos. Tiene una
cubierta exterior dura con muchas cdmaras conectadas en forma de
espiral, y puede retraerse en su cubierta para evitar a los
depredadores. Cuando se corta parte de la cascara se revela una
espiral perfecta, con cdmaras en su interior que son algo similares a
los anillos de crecimiento en un arbol.
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La funcion matematica que describe una espiral se puede expresar
utilizando coordenadas rectangulares (o cartesianas). Sin embargo, si
cambiamos nuestro sistema de coordenadas a algo que funcione un
poco mejor con los patrones circulares, la funcién se vuelve mucho
mas sencilla de describir. El sistema de coordenadas polares es
adecuado para describir curvas de este tipo.

En este capitulo también estudiamos las ecuaciones paramétricas,
gue nos brindan una manera conveniente de describir curvas o de
estudiar la posicién de una particula u objeto en dos dimensiones en
funcion del tiempo. Usaremos ecuaciones paramétricas vy
coordenadas polares para describir muchos temas mas adelante en
este texto.

1.2 Ecuaciones paramétricas

En esta secciéon examinamos las ecuaciones paramétricas y sus
graficas. En el sistema de coordenadas bidimensional, las ecuaciones
paramétricas son utiles para describir curvas que no son
necesariamente funciones. El pardmetro es wuna variable
independiente de la que tanto x como y dependen, y a medida que
aumenta el parametro, los valores de x e y trazan un camino a lo

largo de una curva plana. Por ejemplo, si el parametro es t (una
opcién comun), entonces t podria representar el tiempo. Luego, z e y
se definen como funciones de tiempo, y (x(t), y(t)) puede describir

la posicion en el plano de un objeto dado a medida que se mueve a lo
largo de una trayectoria curva.

1.2.1 Ecuaciones paramétricas y sus graficas

Considera la érbita de la Tierra alrededor del Sol. Nuestro ano dura
aproximadamente 365.25 dias, pero para esta discusion usaremos
365 dias.
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El 1 de enero de cada ano, la ubicacién fisica de la Tierra con respecto
al Sol es casi la misma, excepto en los anos bisiestos, cuando el
retraso introducido por los 14 dias adicionales de tiempo de 6rbita se
incluye en el calendario. Llamamos al 1 de enero "dia 1" del ano.
Luego, por ejemplo, el dia 31 es el 31 de enero, el dia 59 es el 28 de
febreroy asi sucesivamente.

Enero 1

(t=1)

Octubre 1
(t = 274)

Abril 2
(t=92)

Figura 1.1. La orbita de la Tierra alrededor del Sol en un afio.

El nimero del dia en un afno puede considerarse una variable que
determina la posicién de la Tierra en su 6rbita. A medida que la Tierra
gira alrededor del Sol, su ubicacion fisica cambia en relacion con el
Sol. Después de un ano completo, estamos de vuelta donde
empezamos y comienza un nuevo ano. Segun las leyes de Kepler
sobre el movimiento planetario, la forma de la érbita es eliptica, con
el Sol en un foco de la elipse. Estudiamos esta idea con mas detalle en
las secciones conicas.

La figura muestra la érbita de la Tierra alrededor del Sol durante un
ano. El punto etiquetado F» es uno de los focos de la elipse; el otro

foco esta ocupado por el sol.
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Si superponemos los ejes de coordenadas sobre este grafico,
entonces podemos asignar pares ordenados a cada punto de la elipse
(Figura 1.2). Luego, cada valor de x en el grafico es un valor de

posicion en funcién del tiempo, y cada valor de y también es un valor

de posicion en funciéon del tiempo. Por lo tanto, cada punto en el
grafico corresponde a un valor de la posicion de la Tierra en funcion
del tiempo.

Enero 1
(t=1)

(x(t), (1)

Abril 2 Octubre 1
(t=92) (t = 274)

Figura 1.2. Ejes de coordenadas superpuestos a la orbita de la Tierra.

Podemos determinar las funciones para x(t) y y(t), parametrizando
asi la orbita de la Tierra alrededor del Sol. La variable ¢ se llama

parametro independiente y, en este contexto, representa el tiempo
relativo al comienzo de cada ano.

Una curva en el plano (x, y) puede representarse paramétricamente.

Las ecuaciones que se utilizan para definir la curva se denominan
ecuaciones paramétricas.
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DEFINICION
Si z e y son funciones continuas de ¢ en un intervalo I, entonces

las ecuaciones

Se llaman ecuaciones paramétricas y t se llama parametro. El
conjunto de puntos (z,y) que se obtiene al variar ¢ en el
intervalo I se denomina grafica de las ecuaciones paramétricas.

La grafica de las ecuaciones paramétricas se llama curva
paramétrica o curva planay se denota por C.

Observa en esta definicién que = e y se usan de dos maneras. La

primera es como funciones de la variable independiente t. Como t
varia en el intervalo I, las funciones z(t) e y(t) generan un conjunto

de pares ordenados (z, y). Este conjunto de pares ordenados genera

la grafica de las ecuaciones paramétricas. En este segundo uso, para
designar los pares ordenados, = e y son variables. Es importante

distinguir las variables x e y de las funciones x(t) y y(t).

B fiercicio Graﬁca,nd.o una curva definida
paramétricamente

Dibuja las curvas descritas por las siguientes ecuaciones
paramétricas:

az(t)=t—1, yit) =2t +4, -3<t<2
b.x(t)=t>—-3, y(t)=2t+1, —2<t<3
c.xz(t) = 4cost, y(t) = 4sent, 0 <t < 27

17



Haz clic en el siguiente botdn, para ver la solucién al ejercicio.

(%) Solucién

B Ejercicio

Dibuja la curva descrita por las ecuaciones paramétricas:
c(t) =3t+2, yit) =t* -1, -3<t<2

Sugerencia: Haz una tabla de valores para z(t) y y(t) usando
valoresdetde —3a2.

(%) Solucién
1.2.2 Eliminando el parametro

Para comprender mejor la grafica de una curva representada de
manera paramétrica, es util reescribir las dos ecuaciones como una
sola ecuacion que relaciona las variables = e y. Luego podemos

aplicar cualquier conocimiento previo de ecuaciones de curvas en el
plano para identificar la curva. Por ejemplo, las ecuaciones que
describen la curva plana en la parte b del primer ejercicio, son:

r(t) =1t -3, yit) =2t +1, 2<t<3
Resolviendo la segunda ecuacién para t, obtenemos:

~1
t=24"—

2
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Este resultado puede ser sustituido en la primera ecuacién:

y—1)\2 Y2 —2y+1 y? — 2y — 11
rT=|—] —3= -3 =

2 4 - 4
Esta ecuacion describe £ como una funcién de y. Estos pasos dan un

ejemplo de eliminacién del parametro. La grafica de esta funcion es
una parabola que se abre hacia la derecha. Recuerda que la curva
plana comenzé6 en (1, —3) y termind en (6, 7). Estas terminaciones se
debieron alarestriccion del pardmetro ¢.

B Eiardido Eliminando el parametro

Elimina el parametro para cada una de las curvas planas
descritas por las siguientes ecuaciones paramétricas y describe
el grafico resultante.

a. z(t) \/2t+4, y(t) =2t+1, -2<¢t<6
b. x(t) = 4cost, y(t) = 3sent, 0 < t < 27

(%) Solucién
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B Ejercicio

Elimina el parametro para la curva plana definida por las
siguientes ecuaciones paramétricas y describe el grafico
resultante.

zt) =2+, yt)=t—1,2<t<6

Sugerencia: Resuelve una de las ecuaciones para t y sustittuyela
en la otra ecuacion.

(%) Solucién

Hasta ahora hemos visto el método de eliminar el parametro,
asumiendo que conocemos un conjunto de ecuaciones paramétricas
gue describen una curva plana. ;Qué pasa si nos gustaria comenzar
con la ecuacién de una curva y determinar un par de ecuaciones
paramétricas para esa curva? Esto es ciertamente posible, y de hecho
es posible hacerlo de muchas maneras diferentes para una curva
dada. El proceso se conoce como parametrizacion de una curva.

B Ejercicio Parametrizando una curva

Encuentra dos pares de ecuaciones paramétricas diferentes
pararepresentar la graficade y = 2z — 3.

Haz clic en el botén para observar la solucioén:

20
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(%) Solucién

B Ejercicio

Encuentra dos conjuntos diferentes de ecuaciones
paramétricas para representar la graficade y = 22 + 2x.

Sugerencia: Sigue los pasos del ejercicio anterior. Recuerda que
tenemos libertad para elegir la parametrizacion de x(t).

(%) Solucién
1.2.3 Cicloides y otras curvas paramétricas

Imaginate paseando en bicicleta por el pais. Los neumaticos
permanecen en contacto con la carretera y giran en un patrén
predecible. Ahora supongamos que una hormiga muy decidida esta
cansada después de un largo dia y quiere llegar a casa. Asi que se
cuelga del lado del neumatico y consigue un viaje gratis. El camino
gue esta hormiga recorre por un camino recto se llama cicloide
(Figura 1.3). Una cicloide generada por un circulo (o rueda de
bicicleta) de radio a, estd dada por las ecuaciones paramétricas:

z(t) = a(t — sent), y(t) = a(1l — cost).

Para ver por qué esto es cierto, considera el camino que toma el
centro de la rueda. El centro se mueve a lo largo del eje  a una altura

constante igual al radio de la rueda. Si el radio es a, entonces las
coordenadas del centro pueden ser dadas por las ecuaciones

z(t) = at, y(t) = a
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para cualquier valor de t. A continuacioén, considera la hormiga, que

gira alrededor del centro a lo largo de un camino circular. Si la
bicicleta se mueve de izquierda a derecha, las ruedas giran en el
sentido de las agujas del relo;j.

YH

X

Figura 1.3. Una rueda que recorre una carretera sin resbalarse; el punto en
el borde de la rueda traza un cicloide.

Una posible parametrizacion del movimiento circular de la hormiga
(en relacién con el centro de la rueda) esta dada por

z(t) = —asent,y(t) = —acost.

(El signo negativo es necesario para invertir la orientacion de la
curva. Si el signo negativo no estuviera alli, tendriamos que imaginar
la rueda girando en sentido contrario a las agujas del reloj). Sumar
estas ecuaciones juntas da las ecuaciones para la cicloide.

z(t) = a(t — sent), y(t) = a(1l — cost).

Este tipo de curva recibié el nombre de "Helena de los geométras"?.
Pese a que fue Mersenne, en 1615, quien la define como cicloide, su
estudio fue de mucho interés para Galileo, Torricelli, Fermat,
Descartes, Huygens y Pascal (Ibid).

1 \éase en Carrillo & Llamas, el trazado de algunas curvas (Revista Suma, 1999).
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Dado su gran interés para estos ilustres matematicos, vamos a
describir su construccion geométrica vy, posteriormente, las
ecuaciones paramétricas que la definen.

De la misceldnea (Ruleta cicloidal), disefiada por Rita Jiménez Igea,
Ildefonso Fernandez Trujillo y Angel Cabezudo Bueno, encontramos
que,

Una ruleta cicloidal es una curva plana que describe la trayectoria de un
punto vinculado a una circunferencia, llamada generatriz, que rueda
tangencialmente sin deslizarse sobre otra curva plana llamada directriz.
Segun sea la curva directriz sobre la que rueda la circunferencia, la
ruleta cicloidal recibe nombres diferentes. Se llama cicloide a la ruleta
cicloidal que rueda sobre una recta. El punto vinculado a la
circunferencia puede ser interior, exterior o estar en la circunferencia;
en este ultimo caso se dice que la cicloide es normal.

En la escena interactiva de la pagina siguiente, al pulsar el botén

animar/parar, vemos coémo se genera la cicloide normal. El punto
vinculado a la circunferencia es el punto P que inicialmente hace

contacto con larecta.

Supongamos ahora que la rueda de la bicicleta no viaja por una
carretera recta, sino que se mueve por el interior de una rueda mas
grande, como se muestra en la figura 1.4. En este grafico, el circulo
verde se desplaza alrededor del circulo azul en sentido contrario a las
agujas del reloj. Un punto en el borde del circulo verde traza el grafico
rojo, que se llama hipocicloide.
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@ animarilparar C|CLO|DE ,D—il

N

Py e _ ‘ _ A
Inicio ‘ a= Y4.0 t= v|37’.20

X(t) = 3cos t + cos 3t
y(t) = 3sen t —sen 3t

Figura 1.4. Grafico del hipocicloide descrito por las ecuaciones
paramétricas mostradas.
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Otra curva de gran interés es la hipocicloide. Las ecuaciones
paramétricas generales para una hipocicloide son:

b

2(£) = (a — b)cost + beos <“—_b) "
y(t) = (a — b)sent — bsen (“T_b) "

Estas ecuaciones son un poco mas complicadas, pero la deduccion es
algo similar a las ecuaciones para la cicloide. En este caso, asumimos
gue el radio del circulo mas grande es a vy el radio del circulo mas
pequefo es b. Luego, el centro de la rueda se desplaza a lo largo de un
circulo de radio a — b. Este hecho explica el primer término en cada
ecuacion anterior. El periodo de la segunda funcién trigonométrica

tantoen z(t) comoen y(t) esigual a 3—{%

En la siguiente escena interactiva, observa coémo se generan las
hipocicloides, a partir de punto P de una circunferencia de radio b que

rota interiormente y sin deslizamiento sobre otra circunferencia de
radio a.

a

La relacion § esta relacionada con el nimero de cuspides en el grafico

(las cuspides son las esquinas o los extremos puntiagudos del grafico),
como se ilustra en la figura 1.4. Esta relacion puede llevar a algunos
graficos muy interesantes, dependiendo de si la relacién es racional o
no. La figura corresponde a a =4 y b= 1. El resultado es un

hipocicloide con cuatro cuspides, llamada astroide.

Inicialmente, la escena presenta la relacion % = 3, que corresponde a

una hipocicloide llamada deltoide, cambia el valor de a por 4 y

observaras la astroide.En la escena interactiva puedes obtener otras
posibilidades.
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Ahora, haz clic en el botén Inicio para cambiar el valor de t a ceroy
usas el botdn animar/parar, para que observes la construccion
geométrica de la hipocicloide, puedes hacerlo mas lento con el
pulsador t.

_ | o]
O animarpara DELTOIDE

- A A A A
Iniclo ‘ a '3.00 b '1.00 t '6.28 Zoom "E

En la figura 1.5, presentamos algunas de esas posibilidades para que
las reproduzcas en el interactivo. Las dos ultimas hipocicloides tienen
valores irracionales para a/b. En estos casos, los hipocicloides tienen
un numero infinito de cuspides, por lo que nunca vuelven a su punto
de partida, por ello, debes recurrir a los pulsadores t y zoom. Estos

son ejemplos de lo que se conoce como curvas de relleno de espacio.
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Figura 1.5. Grafico de varios hipocicloides correspondientes a diferentes
valores de a/b.
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1.2.4 La bruja de Agnesi

Muchas curvas planas en matematicas llevan el nombre de las
personas que las investigaron por primera vez, como el folio de
Descartes o la espiral de Arquimedes. Sin embargo, quizas el nombre
mas extrano para una curva es la bruja de Agnesi. ;Por qué una bruja?

Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) fue una de las pocas mujeres
matematicas reconocidas en la Italia del siglo XVIII. Escribié un libro
popular sobre geometria analitica, publicado en 1748, que incluiauna
curva interesante que habia estudiado Fermat en 1630. El
matematico Guido Grandi mostré en 1703 cémo construir esta
curva, que mas tarde llamo la "versoria", una Término latino para una
cuerda usada en la navegacion. Agnesi uso el término italiano para
esta cuerda, "versiera", pero en latin, esta misma palabra significa
"duende femenino". Cuando el libro de Agnesi se tradujo al inglés en
1801, el traductor uso el término "bruja" para la curva, en lugar de la
cuerda. El nombre "bruja de Agnesi" se ha pegado desde entonces.

La bruja de Agnesi es una curva definida de la siguiente manera:
Comienza con un circulo de radio a para que los puntos (0,0) y

(0, 2a) sean puntos en el circulo (Figura 1.6). Dejemos que O denote
el origen. Elige cualquier otro punto A en el circulo y traza la recta
secante O A. Sea B el punto en el cual la recta OA inyterseca la recta
horizontal a través de (0,2a). La recta vertical a través de B
interseca la recta horizontal a través de A en el punto P. A medida
que el punto A varia, la trayectoria que recorre el punto P es la curva
de la bruja de Agnesi para el circulo dado.

Las curvas de la bruja de Agnesi tienen aplicaciones en fisica, que
incluyen el modelado de ondas de agua y la distribucion de lineas
espectrales.
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En la teoria de la probabilidad, la curva describe la funcién de
densidad de probabilidad de la distribucién de Cauchy. En este
apartado parametrizaras estas curvas.

yi
(0, 2a) B

Figura 1.6. A medida que el punto A se mueve alrededor del circulo, el
punto P traza la curva de la bruja de Agnesi para el circulo dado.

1. En la figura, etiqueta los siguientes puntos, longitudes vy
angulo:

a. Ceselpuntoen el eje x con la misma coordenada x que A.
b. xeslacoordenadaxde P,eyeslacoordenadayde P.

c. Eeselpunto(0,a).

d. F es el punto en el segmento de recta OA tal que el
segmento de recta E'F' es perpendicular al segmento de recta
OA.

e. besladistanciadeOaF.

f. cesladistanciade F'a A.

g. desladistanciade O a B.

h. 6 eslamedidadel angulo ZCO A.
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El objetivo de este apartado es parametrizar a la bruja
utilizando @ como parametro. Para hacer esto, escribe

ecuaciones parax ey en términos de solo 6.

2a
senf

2. Demuestraqued =

3. Ten en cuenta que = = dcosf. Demuestra que x = 2acotf.

Cuando hagas esto, habras parametrizado la coordenada x de
la curva con respecto a 6. Si puedes obtener una ecuacién

similar paray, habras parametrizado la curva.

En términos de 6, ;cual es el angulo L/ EO A?
Demuestraque b + ¢ = 2acos(w/2 — 0).

Demuestra que y = 2acos(w/2 — 0)sené.

N o A

Demuestra que y = 2asen?6. Ahora has parametrizado la
coordenada y de la curva con respecto a 6.

8. Concluir que una parametrizaciéon de la curva de bruja dada es

x = 2acotf, y = 2asen20, —oo < 0 < 00

9. Usa tu parametrizacién para mostrar que la curva de la bruja

dada es la graficade lafuncion f(z) = 8a"
z2+4a2

En la siguiente escena interactiva hemos emulado la figura 1.6. En
esta escena puedes generar la curva de la bruja de Agnesi
aumentando el valor del parametro t, también puedes cambiar el

valor del radio.
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1.2.5 Viaja con mi hormiga: Las cicloides curtata y
prolata

Anteriormente en esta seccidn, observamos las ecuaciones
paramétricas de una cicloide, que es el camino que un punto en el
borde de una rueda traza a medida que la rueda gira a lo largo de un
camino recto. En este proyecto, observamos dos variaciones
diferentes de la cicloide, denominadas cicloides acortadas (curtata) y
alargadas (prolata).

Primero, revisemos la derivacion de las ecuaciones paramétricas para
una cicloide. Recordemos que consideramos una hormiga tenaz que
intenta llegar a casa colgada del borde de un neumatico de bicicleta.
Hemos asumido que la hormiga se subi6 al neumatico en el borde,
donde el neumatico toca el suelo.
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A medida que la rueda gira, la hormiga se mueve con el borde del
neumatico (Figura 1.7).

Como hemos discutido, tenemos mucha flexibilidad al parametrizar
una curva. En este caso, dejamos que nuestro parametro ¢ represente

el angulo por el que ha girado el neumatico. Al observar la Figura,
vemos que después de que el neumatico haya girado en un angulo ¢,

la posicion del centro de larueda, C = (a:o, yc), viene dada por
ro=ateyc =a

yi y

¥Ya

>

(@) (b)

Figura 1.7. (a) La hormiga se adhiere al borde del neumatico de la bicicleta
a medida que el neumatico se desplaza por el suelo. (b) Usar la geometria
para determinar la posicion de la hormiga después de que el neumatico
haya girado en un angulo ¢.

Ademas, al dejar que A = (x4, y4) denote la posicion de la hormiga,
notamos que

To — T4 = asent e Yyo — Y4 = acost
Entonces

T4 = rc — asent = at — asent = a(t — sent)
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Y4 = Yo — acost = a — acost = a(1 — cost)

Observa que estas son las mismas representaciones paramétricas
gue teniamos antes, pero ahora hemos asignado un significado fisico
alavariable paramétricat.

Después de un tiempo, la hormiga se estd mareando al dar vueltas y
vueltas en el borde del neumatico. Entonces sube uno de los radios
hacia el centro de la rueda. Al subir hacia el centro de la rueda, la
hormiga ha cambiado su trayectoria de movimiento. La nueva ruta
tiene menos movimiento hacia arriba y hacia abajo y se denomina
cicloide curtata (Figura 1.8). Como se muestra en la figura,
permitimos que b denote la distancia a lo largo del radio desde el

centro de la rueda hasta la hormiga. Como antes, dejamos que ¢
represente el angulo por el que ha girado el neumatico. Ademas,
permitimos que C = (z¢, y¢ ) represente la posicion del centro de la
rueday A = (x4, ya) represente la posiciéon de la hormiga.

1. ;Cual es la posicion del centro de la rueda después de que el
neumatico haya girado en un angulo ¢?

2. Usa la geometria para encontrar expresiones para x¢c — x4 Y
parayc — ya.

3. Sobre la base de tus respuestas a las partes 1y 2, ;cuales son
las ecuaciones paramétricas que representan la cicloide
curtata?

Una vez que la cabeza de la hormiga se aclara, se da cuenta de que el
ciclista ha dado un giro y ahora se esta alejando de su casa. Asi que se
deja caer del neumatico de la bicicleta y mira a su alrededor.
Afortunadamente, hay un conjunto de vias de tren cercanas, dirigidas
de regreso en la direccion correcta. Asi que la hormiga se dirige a las

vias del tren para esperar.
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Figura 1.8. (a) La hormiga sube por uno de los radios hacia el centro de la
rueda. (b) La trayectoria de movimiento de la hormiga después de que se
acerca mas al centro de la rueda. Esto se llama una cicloide curtata o
acortada. (c) La nueva configuracién, ahora que la hormiga se ha acercado
al centro de la rueda.

Al cabo de un rato, pasa un tren en direccién correcta, y logra saltar y
simplemente atrapar el borde de la rueda del tren (jsin ser
aplastada!).

La hormiga todavia esta preocupada por marearse, pero la rueda del
tren esta resbaladiza y no tiene radios para trepar, por lo que decide
simplemente aferrarse al borde de la rueda y esperar lo mejor. Ahora,
las ruedas del tren tienen una pestafa para mantener la rueda
funcionando en las vias.
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Entonces, en este caso, dado que la hormiga cuelga del borde de la
pestana, la distancia desde el centro de la rueda a |a hormiga es en
realidad mayor que el radio de larueda (Figura 1.9).

La configuracion aqui es esencialmente la misma que cuando la
hormiga subié el radio en la rueda de la bicicleta. Dejamos que b
denote la distancia desde el centro de la rueda a la hormiga, y
dejamos que t represente el angulo por el que ha girado el neumatico.
Ademés, dejamos que C = (z¢,yc) represente la posicion del
centro de la rueda y A = (xz4,ya) represente la posicion de la
hormiga (Figura 1.9).

Cuando la distancia desde el centro de la rueda a la hormiga es mayor
gue el radio de la rueda, su trayectoria de movimiento se llama una
cicloide prolata.

4. Usando el mismo enfoque que usaste en las partes 1 a 3,
encuentra las ecuaciones paramétricas para la trayectoria de
movimiento de la hormiga.

5. ¢Qué notas acerca de tu respuesta ala parte 3y tu respuesta a
la parte 4?

6. Observaque lahormiga en realidad esta viajando hacia atras a
veces (los "bucles" en el grafico), a pesar de que el tren sigue
avanzando. iProbablemente estard muy mareada cuando
llegue a casa!

Tanto las cicloides curtatas como prolatas, son denominadas
trocoides. En la escena interactiva de la Pagina 35 hemos
representado una trocoide, en la cual moviendo los parametrosay r

en los controles de la escena, puedes observar que en el caso de que
el punto se encuentre en el exterior de la circunferencia (a > r), la

trocoide tiene "lazos" (prolata) y en el caso contrario no los tiene.
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Esta curva fué estudiada por Durero en 1525 y Rgmer en 1674. Su
nombre se deriva del griego trokhos: rueda.

Yi i

Ye
Ya A

¥

@ (b)

Yi

(©)

Figura 1.9. (a) La hormiga cuelga de la brida de la rueda del tren. (b) La
nueva configuracién, ahora que la hormiga ha saltado a la rueda del tren.
(c) La hormiga viaja a lo largo de una cicloide prolata.

En la siguiente escena interactiva puedes observar una cicloide
alargada, reduce el valor de a para obtener una cicloide acortada.
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A continuacion, encontrara varios ejercicios para que confrontes lo
aprendido. Lo ejercicios correspondientes a numerales impares,
presentan la solucion.

%

m . . . . . . . . .
Para los siguientes ejercicios, dibuja las curvas eliminando el
parametro t. Indica la orientaciéon de la curva.

1. z=t2+2t, y=t+1( )
2. x = cos(t), y = sen(t), (0,2m]
3. x=2t+4, y=t—1( )
4. x=3—t,y=2t—3, 1.5 <t <3
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©7]
En el siguiente ejercicio, elimina el pardametro y dibuja los
graficos.

5 z =282, y=t*+1( )

@7
Para los siguientes ejercicios, usa la tecnologia (CAS o
calculadora) para dibujar las ecuaciones paramétricas.

6. Mz=t2+t, y=1t>—1

7. Mz=et, y=e*—1( )
8. [Tlxz = 3cost, y = 4sent

9. [Tlx = sect, y = cost ( )
OV 4

Paralos siguientes ejercicios, dibuja las ecuaciones paramétricas
eliminando el parametro. Indica cualquier asintota del grafico.

10. z=¢€, y=e? +1

11. z = 6sen(20), y = 4cos(20) ( )

12. x = cosf, y = 2sen(26)

13. =3 —2cosl, y = —5 + 3senb ( )
14. x =4+ 2cos0, y = —1 + senb

15. z = sect, y = tant ( )

16. z=1In(2t), y =2

17. z=¢€l, y=e2( )

18. z=e2%, y=¢€¥

19. x=t3, y = 3int | )
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20. x = 4secl, y = 3tanb

o7
Para los siguientes ejercicios, convierte las ecuaciones

paramétricas de una curva en forma rectangular. No es necesario
ningun boceto. Condicion del dominio de la forma rectangular.

21 z=1—1, y=L{ )
22. w:ﬁ,y:tj%l,t>—l

23. x = 4cosb, y = 3senb, t € (0,27 ( )
24. x = cosht, y = senht
25, x=2t—3, y=6t — 7( )

26, z =1t y=1¢

2/. =1+ cost, y =3 — sent( )

28. z=+t, y=2t+4

29. ¢ =sect, y =tant, m <t < 3m/2( )

30. x = 2cosht, y = 4senht

31. z = cos(2t), y = sent( )

32. z=4t+ 3,y =16t> -9

33. x =t y=2Int, t > 1( )

34, z=1¢, y=3Int, t > 1

35, x=1t", y=mnilnt, t > 1, donde n es un numero natural

( )
36. z =1In(5t), y =In(t?);dondel <t <e

37. x = 2sen(8t), y = 2cos(8t) ( )
38. x =tant, y = sec’t — 1
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Para los siguientes ejercicios, los pares de ecuaciones
paramétricas representan rectas, pardbolas, circulos, elipses o
hipérbolas. Nombra el tipo de curva basica que representa cada par
de ecuaciones.

39. x=3t+4, y=>5t—2( )

40. 2 —4="5¢t y+2=t

41, z=2t+1, y=1t*>— 3( )

42. x = 3cost, y = 3sent

43. z = 2cos(3t), y = 2sen(3t) ( )
44, x = cosht, y = senht

45. x = 3cost, y = 4sent ( )

46. ¢ = 2cos(3t), y = 5sen(3t)

47. x = 3cosh(4t), y = 4senh(4t) ( )

48. x = 2cosht, y = 2senht

Para los siguientes ejercicios, usa una utilidad grafica para

graficar la curva representada por las ecuaciones paramétricas e
identificar la curva a partir de su ecuacion.

49, =60+ senf, y =1 — cosb ( )
50. x =2t — 2sent, y = 2 — 2cost
51. z=1t—0.5sent, y =1 — 1.5cost ( )

52. Un avion que viaja horizontalmente a 100 m/s sobre terreno
plano a una altura de 4000 metros debe dejar caer un paquete de
emergencia en un objetivo en el suelo.
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La trayectoria del paquete viene dada por z = 100¢, y = —4.9t> +
4000, t > 0 donde el origen es el punto en el suelo directamente
debajo del plano en el momento del lanzamiento. ;Cuantos metros
horizontales antes del objetivo se debe lanzar el paquete para
golpear el objetivo?

La trayectoria de una bala viene dada por
z = vo(cosa)t, y = vo(sena)t — ;gt* donde vy = 500m/s, g =
9.8m/s?, y a = 30°. ;Cuando llegara la bala al suelo? ;A qué
distancia del caindn caera la bala al suelo? ( )

Usa la tecnologia para dibujar la curva representada por x =
sen(4t), y = sen(3t), 0 < t < 2m.

Usa la tecnologia para dibujar z = 2tan(t), y =

3sec(t), —m <t <. ( )

Dibuja la curva conocida como epitrocoide, que da la trayectoria
de un punto en un circulo de radio b a medida que rueda en el exterior
de uncirculo de radio a. Las ecuaciones son

(a + b)t

( ; )

a+ b)t
)

z = (a + b)cost — cecos

y = (a + b)sent — c*sen (

haza=1,b=2, c=1.

Usa la tecnologia para dibujar la curva espiral dada por x =
tcos(t), y = tsen(t), —2m <t < 2m.( )

Usa la tecnologia para graficar la curva dada por las ecuaciones
paramétricas

x = 2cot(t), y =1—cos(2t), —m/2 <t <7/2.

Esta curva es conocida como la bruja de Agnesi.
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59. Dibuja la curva dada por las ecuaciones paramétricas © =
cosh(t), y = senh(t),donde -2 <t < 2.( )

1.3 Calculo de curvas paramétricas

Ahora que hemos introducido el concepto de una curva
parametrizada, nuestro siguiente paso es aprender como trabajar
con este concepto en el contexto del calculo. Por ejemplo, si
conocemos una parametrizacion de una curva dada, ;es posible
calcular la pendiente de una recta tangente a la curva? ;Qué tal la
longitud de arco de la curva? ;O el area bajo la curva?

Otro escenario: supongamos que nos gustaria representar la
ubicacion de una pelota de béisbol después de que la pelota deja la
mano de un lanzador. Si la posicién de la pelota de béisbol esta
representada por la curva plana (z(t), y(t)), entonces deberiamos

poder usar el cdlculo para encontrar la velocidad de la pelota en
cualquier momento dado. Ademas, deberiamos poder calcular la
distancia que ha recorrido esa bola en funcién del tiempo.

1.3.1 Derivadas de ecuaciones paramétricas

Comenzamos preguntando como calcular la pendiente de una recta
tangente a una curva paramétrica en un punto. Considera la curva
plana definida por las ecuaciones paramétricas.

z(t) =2t+3, y(t) =3t —4, -2 <t < 3.

La grafica de esta curva aparece en la figura 1.10. Es un segmento de
recta que comienzaen (—1, —10) y terminaen (9, 5).
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X(t) = 2t + 3

sl y{t) =3t —4
—-2=t=3
_B__
i
10+
—11+

Figura 1.10. Grafico del segmento de recta descrito por las ecuaciones
paramétricas dadas.

Podemos eliminar el parametro resolviendo primero la ecuacién
z(t) = 2t 4+ 3 parat:

z(t)=2t+3
r—3=2t
x—3
T2
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Sustituyendo en y(t), obtenemos

y(t) =3t—4
x—3
v=3(%57) -
3z 9
v=5 3¢
3z 17
V=3 "2

La pendiente de esta recta esta dada por % = % Luego calculamos

2'(t) e y'(t). Estodaz'(t) = 2 e y (t) = 3. Tenen cuenta que & =
Z%Zi = ‘;—’ Esto no es una coincidencia, como se describe en el

siguiente teorema.

TEOREMA 1.1
Derivada de las Ecuaciones Paramétricas

Considera la curva plana definida por las ecuaciones
paramétricas x = z(t) ey = y(t). Supongamos  que
z'(t) e y'(t) existen, y supongamos que z’(t) #; 0. Entonces la
derivada g—g viene dada por

dy dy/dt y'()
&l P (1.1)

Demostracion

Este teorema puede ser probado usando la Regla de la Cadena.
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En particular, supén que el parametro ¢t puede eliminarse, dando
como resultado una funcién diferenciable y = F(x). Entonces
y(t) = F(x(t)). Diferenciando ambos lados de esta ecuacién usando
los resultados de la regla de la cadena

y'(t) = F'(2(t))' (1)

entonces

Pero F'(z(t)) = %, lo que prueba el teorema.

La ecuacidon se puede utilizar para calcular derivadas de curvas
planas, asi como puntos criticos. Recuerda que un punto critico de
una funcién diferenciable y = f(z) es cualquier punto x = z; tal

que f'(xg) = 00 f'(z() no existe. La ecuacién da una férmula para la

pendiente de una recta tangente a una curva definida
paramétricamente, independiente de si la curva se puede describir
mediante una funciény = f(x) o no.

B Barcido Encont,raljdo la derivada de una curva
parameétrica

Calcula la derivada % para cada una de las siguientes curvas

planas definidas paramétricamente y ubica los puntos criticos
en sus graficos respectivos.

ax(t)=t?-3,yt)=2t—1, -3<t<4
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b.z(t)=2t+1, yt)=t> -3t +4, -2<t<2
c.z(t) = bcost, y(t) = bsent, 0 <t < 2m

(%) Solucién

B Ejercicio

Calcula la derivada dy/dx para la curva plana definida por las
ecuaciones

r(t) =t> —4t, y(t) =2t — 6t, -2 <t <3
y ubicar los puntos criticos en su grafica.
Sugerencia

Calculaz’(t) e y'(t) y usa la ecuacion.
() Solucién
B Ejercicio Encuentra unarecta tangente

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva definida
por las ecuaciones

z(t) =1t -3, y(t) =2t — 1, —3 <t < 4, cuando t = 2
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(%) Solucién

Luego de haber solucionado el ejercicio, interactia con la siguiente
escena disefiada en GeoGebra:

Ecuacidn de la recta tangente
y = 0.38x + 2.77

dy
s en (3.9,4.25) =~ 0.38

S~

B Ejercicio

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva definida
por las ecuaciones

z(t) = t* — 4t, y(t) = 2t> — 6t, —2 <t < 3,cuandot =5

() Solucién
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1.3.2 Derivadas de segundo orden

Nuestro siguiente objetivo es ver como tomar la segunda derivada de
una funcién definida paramétricamente. La segunda derivada de una
funciony = f(x) se define como la derivada de la primera derivada;

es decir,
dy _d(dy
de?  z \dz
d dy/dt

dy _ ayjat
Dado que 5 = g, 757, podemos reemplazar la i en ambos lados de
esta ecuacion con %. Esto nos da

d’y _ d (dy\ _ (d/dt)(dy/dz)
@:ﬁ( >_ dz/dt (1-2)

dx

Si conocemos dy /dx como una funcion de ¢, entonces esta formula es
sencilla de aplicar.

B Ejercicio Encuentra la segunda derivada

Calcula la segunda derivada d2y/dx2 para la curva plana
definida por las ecuaciones paramétricas

z(t)=t* -3, yt) =2t -1, -3<t<4.

(%) Solucién
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B Ejercicio

Calcula la segunda derivada d?y/dz? para la curva plana
definida por las ecuaciones

x(t) =t> —4t, y(t) =22 —6t, -2 <t <3
y ubicar los puntos criticos en su grafica.
(%) Solucién
1.3.3 Integrales que involucran ecuaciones
paramétricas

Ahora que hemos visto como calcular la derivada de una curva plana,
la siguiente pregunta es: ;Como podemos encontrar el area bajo una
curva definida paramétricamente? Recuerda el cicloide definido por
las ecuaciones z(t) = t — sent, y(t) = 1 — cost.

Supongamos que queremos encontrar el area de la region sombreada
en el siguiente grafico.
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6+ x(t) =t — sint
y(t) = 1 — cost
il
o o % % 0 w " B . Ew o X
g My Wy | 3 T ATy oW
_3__

Figura 1.11. Grafico de una cicloide con el arco sobre [0, 21] resaltado.

Al derivar una férmula para el area bajo la curva definida por las
funciones

x:x(t)ay:y(t)aa’gtgba

asumimos que x(t) es diferenciable y comenzamos con una particién
igual del intervalo a <t < b.Supdn que tg = a <t] <ty < .. <
t,, = by considera la siguiente grafica.
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-

x(t.) x(t,) x(t Y

Figura 1.12. Aproximando el area bajo wuna curva definida
paramétricamente.

Usamos rectangulos para aproximar el drea debajo de la curva. La
altura de un rectangulo tipico en esta parametrizacion es y(x(t:))

para algun valor £; en el subintervalo %, y el ancho se puede calcular
como z(t;) — z(t;—1). Asi, el area del rectangulo ¢ esta dada por

A; = y(z(t:))(2(t:) — z(ti-1))-

Entonces una suma de Riemann para el area es
n
Ay =) y(e(E))(2(t:) — z(ti1))
i=1
Multiplicando y dividiendo cada drea por t; — t;_;, obtenemos:
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Tomando el limite cuando n se acerca al infinito

n—-+00

b
AzlmJ%:/y@f@ﬁ
Esto nos lleva al siguiente teorema.

TEOREMA 1.2
Area bajo una curva paramétrica

Considera la curva plana no auto-intersecante definida por las
ecuaciones paramétricas

z=x(t), y=y(t), a<t<b

y supongamos que z(t) es diferenciable. El drea bajo esta curva
esta dada por

b
A:/ymf@ﬁ (1.3)
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B Ejercicio Encont,raljdo el area bajo unacurva
parametrica

Encuentra el area bajo la curva de la cicloide definida por las
ecuaciones

z(t) =t — sent, y(t) =1— cost, 0 <t < 2.

(%) Solucién

La siguiente escena interactiva, permite calcular el area bajo la
cicloide. Cambia los limites de integracion para obtener otras areas.

=

Area=9.42

a 40,00 b Alg 28
h A v

B Ejercicio

Encuentra el area bajo la curva del hipocicloide definida por las
ecuaciones

z(t) = 3cost + cos3t, y(t) = 3sent — sendt, 0 <t <7
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B Ejercicio Sugerencia

Usa la ecuacién, junto con las identidades senasenf =
1—cos2t

3lcos(a — B) — cos(a + B)]y sen’t = 1=

(%) Solucién

La hipocicloide del ejercicio es conocida como Astroide (hipocicloide
de cuatro ramas). En la siguiente escena interactiva, verifica el calculo
del area en el intervalo [0, 211] y observa que su construccién es de
derecha aizquierda, en la mitad de dicho intervalo.

&)

Area=0.01

1.3.4 Longitud de arco de una curva paramétrica

Ademas de encontrar el area bajo una curva paramétrica, a veces
necesitamos encontrar la longitud del arco de una curva paramétrica.
En el caso de un segmento de recta, la longitud del arco es la misma
qgue la distancia entre los puntos finales.
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Si una particula viaja desde el punto A hasta el punto B alo largo de

una curva, entonces la distancia que recorre esa particula es la
longitud del arco. Para desarrollar una férmula para la longitud del
arco, comenzamos con una aproximacion por segmentos de recta
como se muestra en el siguiente grafico.

Yi

A/\B

x¥

Figura 1.13. Aproximacion de una curva por segmentos de recta.

Dada una curva plana definida por las funciones = = z(t), y =
y(t), a <t < b, comenzamos dividiendo el intervalo [a,b] en n
subintervalos iguales: tg = a < t; < t3 < ... < t,, = b. El ancho de
cada subintervalo viene dado por At = (b — a)/n. Podemos calcular
la longitud de cada segmento de recta:

dy = +/(z(t1) — z(t0))? + (y(t1) — y(to))?
dy = +/(z(t2) — 2(t1))% + (y(t2) — y(t1))?, ete.

Luego los sumamos. Dejamos que s denote la longitud de arco exacta
y sn denote la aproximacién por n segmentos de recta:
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3

n

s~ ) sp= V(x(ts) — x(tr-1))? + (y(ts) — y(te-1))* (1.4)
k=1 k=1

Si asumimos que z(t) e y(t) son funciones diferenciables de ¢,

entonces se aplica el teorema del valor medio, por lo que en cada
subintervalo [ty_1, tx] existen t;, y t tal que

Por lo tanto, la ecuacion se convierte en
N
S =X E Sk
k=1

= 3 (@ (B) At)? + (' (B) Aty
k=1

= S (@ (E@)2(A8)2 + (3 (B)2(At)?
k=1

= <Z \/(fb”(fk))2 + (y’(fk))2) At

Esta es una suma de Riemann que se aproxima a la longitud del arco
sobre una particion del intervalo [a, b]. Si asumimos ademas que las

derivadas son continuas y permitimos que el nimero de puntos en |la
particion aumente sin limite, la aproximacion se aproxima a la
longitud exacta del arco. Esto da
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s = lim Sk
n—-+o0o

= hm (Z \/(*’L"(fk)2 + (y’(fk))2) At
= / V(@' ()2 + (v (t)2dt

Al tomar el limite, los valores de £, y £}, estan contenidos dentro del
mismo intervalo cada vez menor de ancho At, por lo que deben

converger al mismo valor. Podemos resumir este método en el
siguiente teorema.

TEOREMA 1.3
Longitud de arco de una curva paramétrica

Considera la curva plana definida por las ecuaciones
paramétricas.

rz=ua(t), y=y(t), t1 <t <t

y supongamos que z(t) e y(t) son funciones diferenciables de t.
Entonces la longitud del arco de esta curva esta dada por

[VE (e s
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En este punto, una derivacion lateral conduce a una férmula anterior
para la longitud del arco. En particular, supén que el parametro se
puede eliminar, lo que lleva a una funcién y = F'(z). Luego y(t) =

F(x(t)) y por Regla de la cadena y/(t) = FI1(z(t))z!(t).
Sustituyendo esto en la ecuacién 1.5, obtenemos:

G ()
ﬁ¢@+pw%u
/\/ (1 + (F'(2))de
[ (t)\/H(jx) p

Aqui hemos asumido que z'(t) > 0, que es una suposicion razonable.
La regla de la cadena nos dice que dz = '(t)dt, y dejando a = z(t;1)
y b = z(t2), obtenemos la férmula

b d
s :/ \/1 + (_y
a dx
la cudl es la férmula para la longitud del arco obtenida en la
Introduccion en los libros de integracion.
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B Fercido Encont,rar la longitud del arco de una curva
parametrica

Encuentra la longitud del arco del semicirculo definido por las
ecuaciones

z(t) = 3cost, y(t) = 3sent, 0 <t < .

Ew) Solucién

Ahora volvemos al problema planteado al comienzo de la seccion
sobre una pelota de béisbol que deja la mano de un lanzador.
Ignorando el efecto de la resistencia del aire (ja menos que sea una
bola curva!), La bola recorre un camino parabdlico. Suponiendo que la
mano del lanzador esta en el origen y la bola viaja de izquierda a
derechaen la direccion del eje x positivo, las ecuaciones paramétricas
para esta curva se pueden escribir como

z(t) = 140t, y(t) = —16t> + 2t

donde t representa el tiempo. Primero calculamos la distancia que
recorre la pelota en funcion del tiempo. Esta distancia esta
representada por la longitud del arco. Podemos modificar la formula
de la longitud del arco ligeramente. Primero reescribe las funciones

z(t) e y(t) usando v como variable independiente, para eliminar
cualquier confusién con el parametro t:

z(v) = 1400, y(v) = —16v> + 2v
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Luego escribimos la féormula de la longitud del arco de la siguiente

manera:
o= [(E) - (@)

— / /1402 + (—32v + 2)2dw
0

La variable v actia como una variable ficticia que desaparece

después de la integracion, dejando la longitud del arco en funcién del
tiempo t. Para integrar esta expresion podemos usar una tabla de

integrales, en la cual encontraras esta expresion:

2
/\/a2+u2du=g a2+u2—|—%ln|u+ vaz+u?|+C

Establecemos a =140 y u = —32v + 2. Esto da du = —32dv,
entonces dv = —3%du. Por lo tanto

[4/1402 + 32v—|—22dv——32f\/ a? 4+ u?du

—L ( —82042) /1402 + (—320 + 2)7 + 19 In|(—320 + 2) + /1402 + (—320 + 2)? |)
+C

Y

s(t) =

_% ((73221)+2) \/1402 ¥ (—321) + 2)2 + %ln|(—32’v + 2) + \/1402 + (—32’0 + 2)2 |)
+3L2 ( 1402 + 22 + %ln@ + /1402 +22)
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s(t) = (£ — 55) V/1024¢2 — 128¢ + 19604 — 22[n|(—32t + 2) +
V1024¢% — 128t + 19604| + 19604 | 1225ln(2 +/19604).

Esta funcion representa la distancia recorrida por la pelota en
funcion del tiempo. Para calcular la velocidad, toma la derivada de
esta funcién con respecto a t. Si bien esto puede parecer una tarea

desalentadora, es posible obtener la respuesta directamente del
Teorema fundamental del calculo:

=/ " Flu)du = ().

s'(t) = 7 s(t)

¢
= % / /1402 + (—32v + 2)2dv
0

Por lo tanto

— /1402 + (—32v + 2)?
— /10242 — 128t + 19604
— 24/256¢2 — 32t + 4901

Un tercio de segundo después de que la pelota deja la mano del
lanzador, la distancia que recorre es igual a

s(1) = (22 — 1),/1024(1/3)2 — 128(1/3) + 19604
—/125 4|(—32(1/3) +2) 4+ 4/1024(1/3)2 — 128(1/3) + 19604
VL0044 12350, (9 4 1/19604)

~~ 46.69pies.
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Este valor es un poco mas de tres cuartos del camino al plato de
home. La velocidad de la pelota es

1 1 1
8,(5) = 2\/256(5)2 — 16(5) + 4901 ~ 140.34 pies/s

Esta velocidad se traduce en aproximadamente 95 mph, una bola
rapida de grandes ligas.

1.3.5 Area de la superficie en una curva paramétrica

Recordemos el problema de encontrar el area de la superficie de un
volumen de revoluciéon. Una féormula para encontrar el area de la
superficie de un volumen generado por una funcién y = f(x) desde

T = aax = b, girada alrededor del eje x es:

= 27r/ F@)VIT (fa)de (1.6)

Ahora consideramos un volumen de revolucion generado al girar una
curva definida paramétricamente como x = z(t), y = y(t),

a < t < balrededor del eje x como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 1.15 Una superficie de revolucién generada por una curva definida
paramétricamente.

La formula analoga para una curva definida paramétricamente es

S = 2n / y(t)v/ (@ ()2 + (v (t))2dt

siempre que y(t) no sea negativo en [a, b].

B fiercicio Encontrar la superficie de area

Encuentra el area de la superficie de una esfera de radio r
centradaen el origen.

(%) Solucién
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Una demostracién interesante, nos la presenta Anthony OR #a[ 75 BH
en la siguiente escena de GeoGebra.

Arrastra el punto rojo para ver cdmo se puede diseccionar una esfera
en n pirdmides (aproximadas) de alturas iguales al radio r. Deja que

Aq, A, ..., A, sean las areas de las bases de las piramides.

(a) Demuestra que

1
§(A1 + Ay + ... + A,)r = Volumen de la esfera

(b) Cuando n tiende al infinito, demuestra que %Sr =V,dondeV'y
S son el volumen y el area de superficie de la esfera,

respectivamente.

Por lo tanto, demuestra que S = 47r2.

Arrastra el punto rojo para ver. ("
Prueba: [Z]
Sean Ay, As, ..., Ay las

dreas de las bases de las piramides.
*.» Volumen total de las pirdmides
/= Volumen de la esfera

1 1 1 4
L AT DA S Aar 3'.-71"3 |

“ |

iHaz clic en la esquina superior derecha de la escena, para verla en un

tamano mayor!
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’d Ejercicios

A continuacién, encontraras varios ejercicios para que confrontes lo
aprendido. Lo ejercicios correspondientes a numerales impares,
presentan la solucion.

Y
Para los siguientes ejercicios, cada conjunto de ecuaciones
paramétricas representa una recta. Sin eliminar el parametro,
encuentre la pendiente de cada recta.

62. x=3+t,y=1—1t

63. x=8+2t, y=1( )
64, x=4—-3t, y=—2+ 6t
65. z=—5t+7, y=3t—1( )

7
Para los siguientes ejercicios, determina la pendiente de la recta

tangente, luego encuentra la ecuacion de la recta tangente en el valor
dado del pardmetro.

™

66. x = 3sent, y = 3cost, t = §
6/. x = cost, y=8sent, t = 3 (
68. x=2t, y=1t, t=—1

69, z=t+1t,y=t— 5, t=1( )
70. =+t y=2t,t=4
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Para los siguientes ejercicios, encuentra todos los puntos en la
curva que tengan la pendiente dada.

/1. x = 4cost, y = 4sent, pendiente = 0.5 ( )
/2. x = 2cost, y = 8sent, pendiente = -1

73. ac:t+%,y:t—lt,pendiente=1( )
74. = 2—1-\/1_5, y = 2 — 4¢t, pendiente =0

[+
Para los siguientes ejercicios, escribe la ecuacion de la recta
tangente en coordenadas cartesianas para el parametro dado t.

/5. :c:e\/z,yzl—lnt2,t:1( )
/6. x =tlnt, y = sen’t, t =%
77. z=¢t, y=(t—1)% en (1,1)( )

78. Para x = sen(2t), y = 2sent, donde 0 < t < 27. Encuentra
todos los valores de t en los que existe una recta tangente horizontal.
79. Para x = sen(2t), y = 2sent, donde 0 < t < 27. Encuentra
todos los valores de t en los que existe una recta tangente vertical.

( )

80. Encuentra todos los puntos en la curva x = 4cos(t), y =
4sen(t) que tienen la pendiente de 3.

81. Encuentra Z paraz = sen(t), y = cos(t). ( )

82. Encuentra la ecuacidn de la recta tangente a ¢ = sen(t), y =
cos(t) ent = 7.
83. Paralacurvax = 4t, y = 3t — 2, encuentra la pendiente y la
concavidadde lacurvaent = 3. ( )
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84. Para la curva paramétrica cuya ecuacion es x = 4cosf, y =
4send, encuentra la pendiente y la concavidad de lacurvaen 6 = 7.

85. Encuentra la pendiente y la concavidad de la curva cuya
ecuacionesz = 2 + sect), y = 1 + 2tanf en 60 = 5. ( )

86. Encuentra todos los puntosenlacurvaz =t +4, y =t — 3t
en los que hay tangentes verticales y horizontales.

8/. Encuentra todos los puntos en la curva z = secf, y = tanf en
los que existen tangentes horizontales y verticales. ( )

@7
2
Para los siguientes ejercicios, encuentra %%.

88. z=tt—1,y=t—¢t
89. z = sen(nt), y = cos(mt) ( )
90. z=et,y=te*

@7
Para los siguientes ejercicios, encuentra puntos en la curva en
los que la recta tangente sea horizontal o vertical.

91. z=t(t>—3), y = 3(t> — 3)( )
2. x=1m V=1

Para los siguientes ejercicios, encuentra dy/dx en el valor del
parametro.

93. x = cost, yzsent,t:%( )
04 x=+t, y=2t+4,t=9
95. x = 4cos(27s), y = 3sen(27s), s = _411 ( )
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Para los siguientes ejercicios, encuentra d2y/dac2 en el punto
dado sin eliminar el pardametro.

96. z =312, y=3t3, t =2

97. z=+t, y=2t+4, t=1/( )

98. Encuentra los intervalos t en los que la curva = = 3t%, y =
t3 — t es concava hacia arriba y céncava hacia abajo.

99. Determina la concavidad de la curva x = 2t + Int, y = 2t —
Int. ( )

100. Dibujay encuentra el drea debajo de un arco del cicloide x =
r(0 — senf), y = r(1 — cosb).

101. Encuentra el area delimitada por la curva x = cost, y =
e,0 <t < Zylasrectasy =1yz = 0.( )

102. Encuentra el area encerrada por la elipse x = acosf, y =
bsend, 0 < 0 < 2.

103. Encuentra el area de la region delimitada por z =
2sen20, y = 2sen26tanf, para 0 < 6 < 7. ( )

Y4
Para los siguientes ejercicios, encuentra el area de las regiones
delimitadas por las curvas paramétricas y los valores indicados del
parametro.

104, z =2coth, y =2sin?0, 0 <O <7

105. [Tlz = 2acost — acos(2t), y = 2asent — asen(2t),
0<t<2m( )

106. [T] = = asen(2t), y = bsen(t), 0 <t < 2mw (el "reloj de
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[T] x = 2acost — asen(2t), y = bsent, 0 <t < 27w (la
"lagrima") ( )

Y4
Para los siguientes ejercicios, encuentra la longitud del arco de
la curva en el intervalo indicado del parametro.

r=4t+3, y=3t—2,0<t<2

=3t y=3t>, 0 <t < 1( )

x = cos(2t), y = sen(2t), 0 <t

=1+t y=(1+1)3, O<t<1

x = elcost, y = elsent, 0 <t < % 5 (expresa la respuesta
como un decimal redondeado a tres lugares)

T = acos’d, y = asen®d en el intervalo [0,27) (el
hipocicloide) ( )

Halla la longitud de un arco del cicloide = = 4(t —
sent), y = 4(1 — cost).

Encuentra la distancia recorrida por una particula con posicién
(x,y) ya que t varia en el intervalo de tiempo dado: = sen?t, y =
cos’t, 0 <t < 3.

Halla la longitud de un arco del cicloide z = 6 — senf, y =
1 — cos6.( )

Demuestra que la longitud total de la elipse z = 4senf, y =
3cosf es L= 16f7T/2
va? — b2,

Encuentra la longitud de la curva z=¢€l —t, y =
4et/?, -8 < t < 3.

—e?sen?0df, donde e=% y c=
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Para los siguientes ejercicios, encuentra el area de la superficie
obtenida girando la curva dada sobre el eje x.

119 z=8, y=13, 0 <t < 1{ )

120. = = acos®*d, y = asen0, 0 < 0 < /2

1271. [T] Usa un CAS para encontrar el area de la superficie
generada al girar z =t + 3, y =t — %, 1 <t < 2 alrededor del
eje x. (Responde con tres decimales). ( )

122. Encuentra el area de superficie obtenida girando z =
3t2, y = 2t3, 0 <t < 5 alrededor del ejeYy.

123. Encuentra el area de la superficie generada al girar © =
t2, y = 2t, 0 < t < 4alrededor del eje x. ( )

124. Encuentra el area de superficie generada al girar z = ¢, Yy =
2t2, 0 < t < 1alrededor del eje y.

1.4 Coordenadas polares

El sistema de coordenadas rectangulares (o plano cartesiano)
proporciona un medio de mapear puntos a pares ordenados y pares
ordenados a puntos. Esto se denomina mapeo uno a uno desde
puntos en el plano hasta pares ordenados. El sistema de coordenadas
polares proporciona un método alternativo de mapeo de puntos a
pares ordenados. En esta seccién veremos que, en algunas
circunstancias, las coordenadas polares pueden ser mas utiles que las
coordenadas rectangulares.
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1.4.1 Definicidon de coordenadas polares

Para encontrar las coordenadas de un punto en el sistema de
coordenadas polares, considera la figura 1.17. El punto P tiene

coordenadas cartesianas (x, y). El segmento de recta que conecta el
origen al punto P mide la distancia desde el origen a P y tiene una
longitud r. El angulo entre el eje x positivo y el segmento de recta
tiene la medida 6. Esta observacién sugiere una correspondencia
natural entre el par de coordenadas (z,y) y los valores r y 6. Esta

correspondencia es la base del sistema de coordenadas polares. Ten
en cuenta que cada punto en el plano cartesiano tiene dos valores (de
ahi el término par ordenado) asociado a él. En el sistema de
coordenadas polares, cada punto también tiene dos valores
asociados: ry 6.

Usando la trigonometria del triangulo rectangulo, las siguientes
ecuaciones son verdaderas para el punto P:

T
cos = — entonces x = rcosf
r

Y
senf = = entonces y = rsenf
r

Por lo tanto

r?=z+¢y? y tanf = 2
x
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Figura 1.17 Un punto arbitrario en el plano cartesiano.

Por lo tanto, cada punto (x,y) en el sistema de coordenadas
cartesianas se puede representar como un par ordenado (r,8) en el

sistema de coordenadas polares. La primera coordenada se llama
coordenada radial y la segunda coordenada se llama coordenada
angular. Cada punto en el plano se puede representar de esta forma.

Observa que la ecuacién tanf = y/z tiene un nimero infinito de
soluciones para cualquier par ordenado (z, y).

Sin embargo, si restringimos las soluciones a valores entre 0 y 2,

entonces podemos asignar una solucion unica al cuadrante en el que
se encuentra el punto original (z,y). Entonces el valor

correspondiente de r es positivo, entonces r? = z? + y2.
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TEOREMA 1.4
Convertir puntos entre sistemas de coordenadas

Dado un punto P en el plano con coordenadas cartesianas

(x,y) y coordenadas polares (r,8), las siguientes férmulas de
conversion son verdaderas:

x = rcosl y y = rsinf (1.7)

r? =2® 4+ 9%y tand = % (1.8)

Estas formulas se pueden utilizar para convertir de coordenadas

rectangulares a polares o de coordenadas polares a
rectangulares.

B Ejercicio Conversioén entre coordenadas
rectangularesy polares

Convierte cada uno de los siguientes puntos en coordenadas

polares.

(1,1)
(_374)
(0,3)
(5\/§7 _5)

o O Q

SH
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Convierte cada uno de los siguientes puntos en coordenadas
rectangulares.

e.(3,7/3)
f(2,37/2)
9.(6,—57/6)

(%) Solucién

La representacién polar de un punto no es unica. Por ejemplo, las
coordenadas polares (2, ) y (2, IF) representan el punto (1,/3)
en el sistema rectangular. Ademas, el valor de r puede ser negativo.
Por lo tanto, el punto con coordenadas polares (—2, 4?”) también
representa el punto (1, \/g) en el sistema rectangular, como
podemos ver usando la Ecuacién 1.8:

Yy
x = rcos6 y = rsenf

= _2003(3) = —2sen(—-)
) =

1
=23 = —2(—3) =3

Cada punto en el plano tiene un nimero infinito de representaciones
en coordenadas polares. Sin embargo, cada punto en el plano tiene
solo una representacion en el sistema de coordenadas rectangular.

Ten en cuenta que la representaciéon polar de un punto en el plano
también tiene una interpretacion visual.
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En particular, r es la distancia dirigida que el punto se encuentra
desde el origen, y @ mide el angulo que el segmento de recta desde el
origen hasta el punto forma con el eje x positivo. Los angulos
positivos se miden en sentido antihorario y los angulos negativos se
miden en sentido horario. El sistema de coordenadas polares aparece
en la siguiente figura.

-?':'-
[ 2 57
27 12 i 12 i
3 3
3m il
4 4
S T
6 6
U g
12 12
T - - - 0
"’ (Eje polar)

13# 237
12 12
Im Uz
6 6
_5_2 im
4 4
A 5w
3 177 Y 19+ 3

12 37 12
2

Figura 1.18 El sistema de coordenadas polares

El segmento de recta que comienza desde el centro del grafico hacia
la derecha (llamado eje x positivo en el sistema cartesiano) es el eje

polar.
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El punto central es el polo, u origen, del sistema de coordenadas, y
corresponde a r = 0. El circulo mas interno que se muestra en la

figura 1.18 contiene todos los puntos a una distancia de una unidad
del polo, y esta representado por la ecuacion r = 1. Entonces r = 2

es el conjunto de puntos a 2 unidades del polo, y asi sucesivamente.
Los segmentos de recta que emanan del polo corresponden a dngulos
fijos. Para trazar un punto en el sistema de coordenadas polares,
comienza con el angulo. Si el angulo es positivo, mida el angulo desde
el eje polar en sentido antihorario. Si es negativo, midelo en sentido
horario. Si el valor de r es positivo, mueva esa distancia a lo largo del

rayo terminal del angulo. Si es negativo, muévase a lo largo del rayo
opuesto al rayo terminal del angulo dado.

En la siguiente escena, disefiada por Elena E. Alvarez Saiz?, haz clic en
el botén "ver ejemplos", para diferentes posiciones del punto P.

7]

Se extiende el significadn
de coordenadas polares
alcasoenelqueres
negatvo.

Se considera un punto O lamado POLO /

Se considera una semimecta partiendo del
polo gue se llamara EJE POLAR

Localizacion de puntos

Para situar un punto en el plano se deben
conocer las coordenadas (r,ep) donde:

Asi, los puntos

(v @) ¥ (-1, ptTT)
estan en la misma recta
que pasa por el palo O
y & la misma distancia
I, pero a distinto lado
del punta O

Eje polar

Qlrptn)

« En el sistema de coordenadas cartesianas cada punto soio
tiere una representacion.

« En el sistema de coordenadas polares cada punto tiene
miuchas representaciones

I representa la distancia al polo
@ &l angulo de rotacidn respecto al eje polar

Haciendn click sobre el bolon 5= masirar uh nuevo sjiempk

2 Elena usa la notacion o para el angulo, en lugar de 6.
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En esta otra escena interactiva de Elena E. Alvarez Saiz, puedes
observar la conversion de un sistema a otro, haciendo clic en los
botones "ver ejemplos". Recuerda que haciendo clic en la esquina
superior derecha, puedes ver la escena en una ventana ampliada.

Conversién de coordenadeas 7]

Polares Cartesianas
Pr) P(x.y)

n Conversién de coordenadas
polares a cartesianas

¥=r-cos(yp)
y=rsen(g)

Conversion de coordenadas
B cartesianas a polares

Haciono click cobro cada botin 50 MuesTra LN nugvo cjomplo oo ta
COTETSICN Corresnyienes

B Ejercicio Trazar puntos en el plano polar

Traza cada uno de los siguientes puntos en el plano polar.

a.(2, %) b.(—3, %) c.(4, %)

(% Solucién
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1.4.2 Curvas polares

Ahora que sabemos cémo trazar puntos en el sistema de
coordenadas polares, podemos discutir como trazar curvas. En el
sistema de coordenadas rectangulares, podemos graficar una funcion
y = f(x)ycrear una curva en el plano cartesiano. De manera similar,

podemos graficar una curva generada por una funcionr = f(8).

La idea general detras de graficar una funcidn en coordenadas
polares es la misma que graficar una funcion en coordenadas
rectangulares. Comienza con una lista de valores para la variable
independiente (6 en este caso) y calcula los valores correspondientes

de la variable dependiente r. Este proceso genera una lista de pares

ordenados, que se pueden trazar en el sistema de coordenadas
polares. Finalmente, conecta los puntos y aprovecha cualquier patrén
gue pueda aparecer. La funcién puede ser periddica, por ejemplo, lo
gue indica que solo se necesita un numero limitado de valores para la
variable independiente.

Estrategia para resolver problemas
Trazar una curva en coordenadas polares

1. Creaunatabla con dos columnas. La primera columna es
para 0,y lasegunda columnaes parar.

2. Creauna listade valores para 6.
Calculalos valores r correspondientes para cada 6.

4. Traza cada par ordenado (r,0) en los ejes de
coordenadas.

5. Conectalos puntos y busca un patrén.
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B Ejercicio Graficar una funcién en coordenadas
polares

Grafica la curva definida por la funcion r = 4senf. ldentifica la
curvay reescribe la ecuacion en coordenadas rectangulares.

(%) Solucién

En este ejercicio obtendras una circunferencia que contiene al polo.
En la siguiente escena interactiva, también de Elena E. Alvarez Saiz,
puedes observar otra ecuacion en el sistema de coordenadas polares,
que define dos tipos de circunferencia (con centro en el polo o
conteniendo el polo). Cambia el valor de ¢y a pi/2 y obtendras la

circunferencia del ejercicio anterior.

o7

unitsrencizs en &l

i : Elige curva;| Circunferencia qus confiene &l pola - W
n Circunferencia con centro en el polo & | &
1 a=  al;
Las circunferencias con centro el . r=2acoslgp ) =l
olo O tiensn de ecuacion: B i = al1pg
p P = S0
X24yi=a?
Haciendo &l cambio
%=1 cos(g)
y=r sen(g)

resuita
r=a

Circunferencia gue pasa por al polo

La circunferencia nue pasa por el Coordenadas del punto P
polo O y tiene el centro 2n el punto Polares: (r, g)

Afa, @) tiene por ecuacion
P( 4z . A 8]

Cartesianas: (x,y)

PlAT . 45 1)

r=2acos(g-9,)
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La grafica en el ejercicio anterior era la de una circunferencia. La
ecuacion de la circunferencia se puede transformar en coordenadas
rectangulares utilizando las férmulas de transformacion de la
Ecuacién 1.8, tal como lo puedes observar en el siguiente ejercicio.

B Ejercicio Transformacion de ecuaciones polares en
coordenadas rectangulares

Reescribe cada una de las siguientes ecuaciones en
coordenadas rectangulares e identifica el grafico.

a.0=3
b.r =3
c. r = 6cosf — 8send

%) Solucién

Hemos visto varios ejemplos de dibujar graficos de curvas definidas
por ecuaciones polares. Un resumen de algunas curvas comunes se
daen las siguientes tablas (Figuras 1.21y 1.22). En cada ecuacién,a 'y

b son constantes arbitrarias.

Haz clic sobre las imagenes para interactuar con las curvas. Las
cuatro primeras fueron disefiadas por Elena E. Alvarez Saiz con
DescartesJS, las dos ultimas las disenamos con GeoGebra.
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Nombre Ecuacion
Recta pasando por 0=k
el origen
Circunferencia  r = acos(0) +
bsen(6)
Espiral r =a+ b(h)

Figura 1.21
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Nombre
Cardioide

Limacon

Rosa

Figura 1.22

Ecuacion
r = a(l + cosf
r = a(l — cosf
r = a(l + send
r =a(l — send

)
)
)
)

r = acosf + b
asent + b

r = acos(bl)

r = asen(b)
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r=3(1 +cosh)

r

\12—‘9_‘F

r=-2 + 4sint

r

1234567

r= 3sin2a

Y
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Sin interactuaste con las curvas, habras observado que un cardioide
es un caso especial de un limacon (pronunciado "lee-mah-son"). La
rosa es una curva muy interesante. Observa que la grafica de r =

3sen26 tiene cuatro pétalos. Sin embargo, la grafica de r = 3sen36
tiene tres pétalos como se muestra en la siguiente figura.

4

o
%]

|

r = 3sen(30)

Figura 1.23 Grafico de r = 3sen3f.

Si el coeficiente de 6 es par, la grafica tiene el doble de pétalos que el
coeficiente. Si el coeficiente de 6 es impar, entonces el nUmero de

pétalos es igual al coeficiente. Te recomendamos explorar por qué
sucede esto. Incluso surgen graficos mas interesantes cuando el
coeficiente de 8 no es un nimero entero. Por ejemplo, si es racional,

entonces la curva esta cerrada; es decir, finalmente termina donde
comenzod (ver escena interactiva a continuacion). Sin embargo, si el
coeficiente es irracional, entonces la curva nunca se cierra.
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Aunque puede parecer que la curva estd cerrada, un examen mas
detallado revela que los pétalos justo por encima del eje x positivo
son ligeramente mas gruesos. Esto se debe a que el pétalo no
coincide con el punto de partida.

a=425

En la escena, cambia el valor de a por nimeros pares, impares o
racionales.
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Como la curva definida por la grafica de r = 3sen(mf#) nunca se

cierra, la curva representada es solo una representacion parcial. De
hecho, este es un ejemplo de una curva que llena espacios. Una curva
de relleno de espacio es aquella que, de hecho, ocupa un subconjunto
bidimensional del plano real. En este caso, la curva ocupa el circulo de
radio 3 centrado en el origen.

B Ejercicio Apertura del capitulo: Describiendo una
espiral

Recordemos el nautilo de camara introducido en el primer
apartado. Esta criatura muestra una espiral cuando se corta la
mitad de la capa exterior. Es posible describir una espiral
usando coordenadas rectangulares. La figura 1.25 muestra una
espiral en coordenadas rectangulares. ;Como podemos
describir esta curva matematicamente?

Figura 1.25 ;Como podemos describir una grafica espiral
matematicamente?
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(%) Solucién

Supdén que se describe una curva en el sistema de coordenadas
polares a través de la funciéon r = f(0). Dado que tenemos férmulas

de conversion de coordenadas polares a rectangulares dadas por
x = rcosf
y = rsenf
es posible reescribir estas férmulas usando la funcion
xz = f(6)cosb
y = f(0)senb
Este paso proporciona una parametrizacion de la curva en

coordenadas rectangulares utilizando 8 como parametro. Por
ejemplo, la férmula espiral » = a + b0 de la figura 1.21 se convierte

en
z = (a + b@)cosh
y = (a + bf)send
Dejando que 8 varie de —oo a oo genera toda la espiral.
1.4.3 Simetria en coordenadas polares

Al estudiar la simetria de funciones en coordenadas rectangulares (es
decir,en laformay = f(x)), hablamos de simetria con respecto al eje

y 'y simetria con respecto al origen.
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En particular, si f(—z) = f(z) para todas las « en el dominio de f,
entonces f es una funcion par y su grafica es simétrica con respecto
al eje y. Si f(—xz) = —f(x) para todas las = en el dominio de f,
entonces f es una funcién impar y su grafica es simétrica con

respecto al origen. Al determinar qué tipos de simetria exhibe un
grafico, podemos aprender mas sobre la forma y el aspecto del
grafico. La simetria también puede revelar otras propiedades de la
funcion que genera el grafico. La simetria en las curvas polares

funciona de manera similar.

Teorema 1.5
Simetria en curvas polares y ecuaciones

Considera una curva generada por la funcién r = f(6) en
coordenadas polares.

La curva es simétrica sobre el eje polar si para cada
punto (r, #) en el grafico, el punto (r, —#) también esta
en el grafico. De manera similar, la ecuacion r = f(0) no
cambia al reemplazar 6 por —86.

La curva es simétrica sobre el polo si para cada punto
(r,0) en el grafico, el punto (7,  + ) también esta en el
grafico. De manera similar, la ecuacién r = f(6) no
cambia cuando se reemplazar con —r,060 con + 6.

La curva es simétrica respecto a la recta vertical § = g Si

para cada punto (7, 8) en el grafico, el punto (7,7 — 0)
también esta en el grafico. De manera similar, la ecuacion
r = f(6) no cambia cuando 6 se reemplaza por 7 — 6.
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La siguiente tabla muestra ejemplos de cada tipo de simetria.

Simetria con respecto al eje polar
Para cada punto (r, 8) en la grafica,
también hay un punto reflejado (r, 8) o Bl W

directamente a través del eje polar /\
(r‘ _&_/

f =

Simetria con respecto al polo
Para cada punto (r, 8) en la grafica,
también hay un punto reflejado (r, 6)

directamente a través del polo . ~
r? = 9cos|{ 20— 7

(—r, 8)

L

Simetria con respecto a la linea
vertical 8 = T1/2
Para cada punto (r, 8) en la grafica,

también hay un punto reflejado r=2-2sing
directamente a través del eje -
vertical (r.0) (rym ~ 6)
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B Ejercicio Usandg la simetria para graficar una
ecuacion polar

Encuentra la simetria de la rosa definida por la ecuacion r =

3sen(26) y crea una grafica.

(%) Solucién

D Ejercicios

A continuacidn, encontraras varios ejercicios para que confrontes lo
aprendido. Lo ejercicios correspondientes a numerales impares,
presentan la solucion.

@/
En los siguientes ejercicios, traza el punto cuyas coordenadas
polares se dan construyendo primero el angulo 8 y luego marcando la
distanciar alo largo del rayo.

125 (3,%)( )
126, (~2,5%)
127, (0,75) )
128, (—4,3T)
129, (1,5 )
130. (2,5T)
131, (1,3 )
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o7
Para los siguientes ejercicios, considera el grafico polar a
continuacion. Da dos conjuntos de coordenadas polares para cada

punto.

WA
=C -
L] o B
D

132. Coordenadas del punto A
133. Coordenadas del punto B ( )
134. Coordenadas del punto C
135. Coordenadas del punto D ( )
@7

Para los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas
rectangulares de un punto. Encuentra dos conjuntos de coordenadas
polares para el punto en (0, 27). Redondea a tres decimales.

136, (2,2)
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137. (3,—4) (Solucion)

138, (8,15) 139. (—6,8) (Solucion)
140. (4,3)

141, (3, —+/3) (Solucion)

@7

m . . . . .
Para los siguientes ejercicios, encuentra coordenadas
rectangulares para el punto dado en coordenadas polares.

142. (2,%)

143. (-2, &) (Solucidn)
144, (5,%)

145. (1, I) (Solucién)
146. (-3,31)

147. (0, ) (Solucién)
148, (—4.5,6.5)

@y

m . . . . . . . ’
Para los siguientes ejercicios, determina si las graficas de la
ecuacion polar son simétricas con respecto al eje x, el eje y o el
origen.

149, r = 3sin(260) (Solucion)
150. 72 = 9cosh

151. r= cos( ) (Solucion)
152, r = 2sech

153. r =1+ cosf (Solucion)
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@/
Para los siguientes ejercicios, describe la grafica de cada
ecuacion polar. Confirma cada descripcidon convirtiéndola en una
ecuacion rectangular.

154, =3

155, 0= 7% ( )
156. r = sec

157. r = csch ( )
7]

u . . . . . . . 7
Para los siguientes ejercicios, convierte la ecuacion rectangular
aforma polar y dibuja su grafica.

158. 2?2 +9y®> =16

159, 2% —y? =16/( )
160. =28
@7

m . . . . . . . 7
Para los siguientes ejercicios, convierte la ecuaciéon rectangular
a forma polar y dibuja su grafica.

161, 3x—y=2( )
162, y? =4z
7]

Para los siguientes ejercicios, convierte la ecuacién polar a
forma rectangular y dibuja su grafica.

163. r =4senf ( )
164. r = 6cosl
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165. r=6( )
166. r = cotfcscl

%

Para los siguientes ejercicios, dibuja un grafico de la ecuacién
polar e identifica cualquier simetria.

167. r=1+ senf( )

168. r =3 — 2cosf

169. r=2— 2send( )

170. r=5—4senf 171. r = 3cos(20) ( )
172, r = 3sen(20)

173. r =2cos(30) ( )

174. 7= 3cos(9)

175. 72 = 4cos(20) ( )

176. 1?2 = 4send

177. r=20( )

178. [T] La grafica de r = 2cos(26)sec(6) se llama estrofoide. Usa

una utilidad grafica para dibujar el grafico y, a partir del grafico,
determina la asintota.

179. [T]Usa una utilidad grafica y dibuja la graficade r =
3cosh. ( )
180. [T]Usauna utilidad grafica para representar graficamente

6 _
2sent

r= 1—cosf"

181. [T] Usa la tecnologia para graficar r = e**™% — 2cos(46).
( )

182. [T]Usa latecnologia paratrazarr = sen(%) (usa el intervalo
0<0<14n).
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183. Sinusar tecnologia, dibuja la curva polar § = 2?“ ( )

184. [T]Usauna utilidad grafica para trazar r = 6senf para
—r<6<m.

185. [T]Usalatecnologiaparatrazarr = e~
—10 <6 < 10.{ )

186. [T] Hay una curva conocida como el "Agujero negro". Utiliza la
tecnologia para trazar r = e %919 para —100 < 6 < 100.

187. [T] Utiliza los resultados de los dos problemas anteriores para
explorar las graficas de r = ¢ 00010 y p = ¢=0:00018 par3 |9 > 100.

( )

0.160 para

1.5 Area y longitud de arco en coordenadas
polares

En el sistema de coordenadas rectangulares, la integral definida
proporciona una forma de calcular el area bajo una curva. En
particular, si tenemos una funciény = f(z) definidadez = aaz =

b donde f(x) > 0 en este intervalo, el drea entre la curva y el eje =

viene dada por A = fab f (x)dz. Este hecho, junto con la férmula para
evaluar esta integral, se resume en el Teorema fundamental del
calculo. Del mismo modo, la longitud del arco de esta curva viene
dada por L = ff V' 1+ (f'(x))%dz. En esta seccién, estudiamos
féormulas andlogas para el areay la longitud del arco en el sistema de
coordenadas polares.

1.5.1 Areas de regiones limitadas por curvas polares

Hemos estudiado las férmulas para el area bajo una curva definida en
coordenadas rectangulares y curvas definidas paramétricamente.
Ahora dirigimos nuestra atencién a derivar una formula para el area
de unaregion limitada por una curva polar.
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Recuerda que la prueba del Teorema fundamental del calculo utilizé
el concepto de una suma de Riemann para aproximar el area bajo una
curva mediante el uso de rectangulos. Para las curvas polares usamos
nuevamente la suma de Riemann, pero los rectangulos se reemplazan
por sectores de un circulo.

Considera una curva definida por la funcién r = f(8), donde

a < 6 < B. Nuestro primer paso es dividir el intervalo [a, 5] en n
subintervalos de igual ancho. El ancho de cada subintervalo viene
dado por la formula A8 = (8 — a) /n,y el i-ésimo punto de particion
0; viene dado por laformula 8; = o + 1 A6.

Figura 1.29 Una particién de una curva tipica en coordenadas polares.
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Cada punto de particién 8 = 6; define una recta con pendiente tanb;

gue pasa a través del polo como se muestra en el grafico anterior. Los
segmentos de recta estan conectados por arcos de radio constante.
Esto define sectores cuyas areas se pueden calcular utilizando una
formula geométrica. El area de cada sector se usa para aproximar el
area entre segmentos de recta sucesivos. Luego sumamos las areas
de los sectores para aproximar el area total. Este enfoque
proporciona una aproximacion de suma de Riemann para el area
total.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Tom Ahlschwede,
puedes visualizar el limite de la suma de las areas del sector. El limite
inferior y el limite superior se pueden cambiar, también cambia la
forma de la ecuacién polar 7 = assen(6)

r = 3 * sin(J)

5 4 -3 12 -1 0 1 2 3
Puede usar este control deslizante para localizar un punto en la curva.

a=1.78[rad
L ]

La formula para el area de un sector de un circulo se ilustra en la
siguiente figura.
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Figura 1.30 El area de un sector de un circulo viene dada por A = %07“2

Recuerda que el area de un circulo es A = 7r2. Al medir dngulos en
radianes, 360 grados es igual a 27 radianes. Por lo tanto, una fraccién
de un circulo se puede medir por el angulo central 6. La fraccion del

circulo esta dada por % por lo que el area del sector es esta fraccidon
multiplicada por el area total:

A= <i) r? = 197‘2
21 2

Dado que el radio de un sector tipico en la Figura 1.29 viene dado por
r; = f(6;), el readel sector iésimo esta dada por

A= 5(86)(F(6,))

Por lo tanto, una suma de Riemann que se aproxima al area viene
dada por
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n n

A= ZAl ~ Zl ; (AB)(f(6;))?

Tomamos el limite como n — oo para obtener el drea exacta:

n B
tw Yo 4= 5 [ (7(6)7as
i=1 @

Esto nos da el siguiente teorema.

Teorema 1.6
Area de una regién limitada por una curva polar

Supdn que f es continua y no negativaen el intervaloa < 0 < 8
con 0 < B — a < 2mx. El 4rea de la region delimitada por la
graficader = f(0) entre las rectas radiales§ = ay 6 = B es

B B
A= 5/& (£(6))2d6 = —/a r2d6 (1.9)

B Ejercicio Encontrar el area de unaregién polar

Encuentra el area de un pétalo de la rosa definida por la
ecuacionr = 3sen(20).

(%) Solucién
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En la siguiente escena interactiva, disenada por Tom Ahlschwede,
puedes interactuar con la rosa y los segmentos usados para hallar el
area. El limite inferior y el limite superior se pueden cambiar, también
cambia la forma de la ecuacion polar.

T = 3 * sin(29)

‘Sa =0
¥ 'i.l an
?g= 5.97
P
-q -2 17 & -5 4 -3
a, =2
3
T T Q\

n=43

N *\ N

Puedes usar este cont
lacalizar un punto en Iz

a=1.78

rol deslizante para
3 curva.

rad

El ejemplo anterior involucraba encontrar el area dentro de una
curva. También podemos usar el area de una regién limitada por una
curva polar para encontrar el area entre dos curvas polares. Sin

embargo,

a menudo necesitamos encontrar

los puntos de

interseccion de las curvas y determinar qué funciéon define la curva
externa o la curvainterna entre estos dos puntos.
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B Fercido Encontrar el area entre dos curvas polares

Encuentra el drea fuera del cardioide r = 2 + 2senf y dentro
del circulor = 6send.

(%) Solucién

Una escena interactiva, disenada por Tim Brzezinski, permite
obtener la respuesta al ejercicio anterior. Esta escena permite,
ademas, modificar las funciones polares, el intervalo [tmin, tmaz] Y €l

nimero de sectores (n) en los que deseas dividir el intervalo
[tmins tmaz| (Nota: para ingresar un valor como 27 /3, simplemente
escribes "2pi/3" en el cuadro de entrada).

Interactua con la escena haciendo clic en la siguiente imagen:

Greater Function R(t) =6sen(t)

Lesser Function r{t) =2 + 2sen(t)
Tmin =0.52
Tmax =2.62
No. Sectors =69 ——

B l Tonnx :_ o
A's.[l-,.l,, () = (r(2))?]at

A =~ 12.57

En la solucion del ejercicio encontramos el area dentro del circulo y
fuera del cardioide al encontrar primero sus puntos de interseccién.
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Observa que resolver la ecuacion directamente para 6 produjo dos
soluciones: 0 = ¢ y 0 = ‘%’ Sin embargo, en el grafico hay tres

puntos de interseccidn. El tercer punto de interseccion es el origen.
La razén por la cual este punto no aparecidé como solucién es porque
el origen esta en ambos graficos, pero para diferentes valores de 6.

Por ejemplo, para el cardioide obtenemos

2+ 2senf =0

senf =1

entonces los valores para 6 que resuelven esta ecuacién son
0 = 37” + 2nm, donde n es cualquier nimero entero. Para el circulo
obtenemos

6senfd =0

Las soluciones a esta ecuacion son de la forma 6 = n para cualquier
valor entero de n. Estos dos conjuntos de soluciones no tienen

puntos en comun. Independientemente de este hecho, las curvas se
intersecan en el origen. Este caso siempre debe tenerse en cuenta.

1.5.2 Longitud de arco en curvas polares

Aqui deduciremos una férmula para la longitud del arco de una curva
definida en coordenadas polares.

En coordenadas rectangulares, la longitud del arco de una curva
parametrizada (z(t), y(t)) paraa < t < bviene dada por

= (%) (%)
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En coordenadas polares definimos la curva mediante la ecuacion r =
f(0),donde a < 8 < B. Para adaptar la férmula de longitud de arco
para una curva polar, usamos las ecuaciones

x = rcostd = f(0)cosd , y=rsend = f(0)send

y consideramos el parametro 6 en lugar de t. Se cumple

dx

Z—H e f (H)COS(Q) - f(e)sen(e)
Yy

—5 = I'(©)sen(8) — £(6)cos(6)

Reemplazamos dt por df, y los limites inferior y superior de
integracion son a y 3, respectivamente. Entonces la férmula de la
longitud del arco se convierte en

e[ (E) (&)
L5 (@)

/ V(f'(0)cos(0) — f(0)sen(0))? + (f'(6)sen(6) — f(8)cos(6))? do

= \/(f’(H))2(00320 + sen?0) + (£(0))?(cos?0 + sen?6)db

8
= | V(F(9))* + (£(6))2do

a
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Esto conduce al siguiente teorema

Teorema 1.7
Longitud de arco de una curva definida por una funcién polar

Sea f una funcién cuya derivada es continua en un intervalo
a <6 < p. La longitud de la gréfica de r = f(0) de § =
aal=[es

L:/j \/|f(9)|2+yf'(0)|2d9:/j,/ru (%)2% (1.10)

B Ejercicio Encontrar la longitud del arco de una curva
polar

Encuentra la longitud del arco del cardioide r = 2 + 2cos6.

(%) Solucién

En las guiente escena interactiva, disenada por Ron Smith, puedes
observar la solucién aproximada de la longitud de arco del cardioide.
Igualmente, la escena permite hallar el area aproximada de la regién
interior del cardioide, seleccionando la casilla Sectores.

La escena, ademds, permite que cambies la curva en la casilla de
entrada, lo cual puedes hacerlo tal como lo indica el video que esta a
continuacién de la escena.

103


https://www.geogebra.org/m/nqC2UYV9
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/r25.html

=
1}
3

«/| Segmentos

=

=3\ (@e— @)+ W — ven)’ = 15.98

=1
en el intervalo [0, 2]

-6

Entrada. .. @
= 62 o
@ Particion

Sample Points
Sectores
/| Segmenios

p 101007/ 1348

104



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/interactivos/GeoGebra/longpolar.html

iy,

X4 Ejercicios

A continuacién, encontraras varios ejercicios para que confrontes lo
aprendido. Los ejercicios de numerales impares, presentan la
solucidn; sin embargo, puedes recurrir a la escena de Ron Smith para
encontrar algunos resultados de los numerales pares (Obviamente,
debes tener en cuenta que el intervalo en la escena es [0, 27]; por

ejemplo, para la rosa de cuatro pétalos la longitud de arco obtenida
es cuatro veces la de un pétalo cuyo intervalo es [0, 7/2].

Para los siguientes ejercicios, determina una integral definida
gue represente el area.

senf

Regién encerradaporr = 4
Regidn encerrada por r = 3send ( )
Region en el primer cuadrante dentro del cardioide r =1 +

Regidn encerrada por un pétalo de r = 8sen(260) ( )
Regidn encerrada por un pétalo de r = cos(360)
Region debajo del eje polar y encerrada por » = 1 — senf

)

Region en el primer cuadrante encerrada porr = 2 — cosf
Region encerrada por el bucle interno de r = 2 — 3senf

)

Region encerrada por el bucle internode r = 3 — 4cos6
Region encerrada por r = 1 — 2cos6 y fuera del bucle interno

)
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198. Regioncominar = 3senfyr = 2 — senf
199. Regioncominar = 2yr = 4cos0 ( )
200. Regiéncomunar = 3cosfyr = 3senb

Para los siguientes ejercicios, encuentre el area de la region
descrita.

201. Encerradaporr = 6senf ( )

202. Por encima del eje polar encerrada porr = 2 + senf

203. Debajo del eje polary encerrada porr = 2 — cos# ( )
204. Encerrada por un pétalo de r = 4cos(30)

205. Encerrada por un pétalo de r = 3cos(26) ( )

206. Encerradaporr =1 + senf

207/. Encerradapor el bucleinternoder = 3 + 6cos6 ( )
208. Encerradaporr = 2 + 4cos0 y fuera del bucle interno
209. Interiorcominder = 4sen(20)yr = 2( )

210. Interiorcominder = 3 — 2senfyr = —3 + 2senf
211, Interiorcominder = 6senfyr = 3 ( )

212. Dentroder =1 + cosfyfuerader = cosf

213. Interiorcominder = 2 + 2cosfyr = 2senb ( )

Para los siguientes ejercicios, encuentra una integral definida
gue represente la longitud del arco.

214, r =4cosfenelintervalo0 < 0 < 7 /2
215, r =14+ senfenelintervalo0 < 0 < 27 ( )
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216. r =2secfenelintervalo0 < 0 < 7/3
217. r =€ enelintervalo0 < 0 < 1( )

4]
Para los siguientes ejercicios, encuentre la longitud de la curva
en el intervalo dado.

218. r =6enelintervalo0 < 0 < /2
219. r =% enelintervalo0 < 6 < 2( )

220. r = 6cosfenelintervalo0 < 0 < /2
221. r =84 8cosfenelintervalo0 < 0 < 7 ( )
222. r=1— senfenelintervalo0 < 0 < 27

@7
Para los siguientes ejercicios, usa las capacidades de integracién
de una calculadora para aproximar la longitud de la curva (o, también,

la escena interactiva anterior).

223. [Tlr = 30 enelintervalor < 6§ < 7 /2 ( )

224, [Tlr = %en elintervalor < 0 < 27

225, [Tlr = senz(g) enelintervalo0 < 0 < 7 ( )
226. [T]r = 26%enelintervalo0 < 6 < 7

227. [Tlr = sen(3cosf) enelintervalo0 < 0 <  ( )

Para los siguientes ejercicios, usa la formula familiar de la
geometria para encontrar el area de la regién descrita y luego
confirma usando la integral definida.

228. r = 3senfenelintervalo) <0 <
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229. r = senf + cosfenelintervalo0 < 0 < 7 ( )
230. r = 6senb + 8cosfenelintervalo0 <0 <

Para los siguientes ejercicios, usa la formula familiar de la
geometria para encontrar la longitud de la curva y luego confirme con
laintegral definida.

231. r =3senfenelintervalo0 <0 < 7 ( )
232. r = senf + cosfenelintervalo0 <0 <7
233. r = 6senf + 8cosfenelintervalo0 < 0 < 7 ( )

234. Verificaquesiy = rsenf = f(6)send entonces
% = f'(0)senf + f(0)cosh.

Para los siguientes ejercicios, encuentra la pendiente de una
recta tangente a una curva polar r = f(6). Toma = = rcosf =

f(0)cosh e y = rsend = f(@)send, por lo que la ecuacién polar
r = f(6) ahora se escribe en forma paramétrica.

235. Usa la definicion de la derivada %li = j%jz y la regla del
producto para deducir la derivada de una ecuacion polar. ( )
236, r=1- senb; (3, %)

237. r = 4cosb; (2 ,3)( )

238. r = 8senb; (4, 21)

239. r =4+ sen#b; (3,37”)( )

240. r =6+ 3cosb; (3, 7)

241. r = 4cos(20); puntas de las hojas. ( )

242. r = 2sen(360); puntas de las hojas
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243. r:20;(§,§)( )

244. Encuentra los puntos en el intervalo —m < 8 < wen el que el
cardioide r =1 — cosf tiene una recta tangente vertical u
horizontal.

245, Para el cardioide » = 1 + senf, encuentra la pendiente de la
recta tangente cuando 6 = . ( )

%
Para los siguientes ejercicios, encuentra la pendiente de la recta
tangente ala curva polar dada en el punto dado por el valor de 6.

246. 1 = 3cos0,0 =

247 r=0,0=1( )
248. r=1Inb,0 = e
249. [T]Usatecnologia: 7 = 2 + 4cosfend = % ( )

Para los siguientes ejercicios, encuentra los puntos en los que las
siguientes curvas polares tienen una recta tangente horizontal o
vertical.

250. r = 4cosb

251. 7% = 4cos(20) ( )

252. r = 2sen(20)

253. Elcardioider =1 4+ senf ( )

254, 254. Demuestra que la curva r = senftan# (llamada cissoide
de Diocles) tiene larecta z = 1 como asintota vertical.
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Capitulo |

Vectores en el espacio







2.1 Introduccion

Figura 2.1. La gran matriz de Karl G. Jansky, ubicada en Socorro, Nuevo
México, consiste en una gran cantidad de radiotelescopios que pueden
recolectar ondas de radio y cotejarlas como si estuvieran reuniendo ondas
en un area enorme sin espacios en la cobertura (crédito: modificacion del
trabajo de CGP Gray, Wikimedia Commons)

Los observatorios astrondmicos modernos a menudo consisten en
una gran cantidad de reflectores parabdlicos, conectados por
computadoras, utilizados para analizar ondas de radio. Cada plato
enfoca los haces paralelos entrantes de ondas de radio en un punto
focal preciso, donde pueden sincronizarse por computadora. Si la
superficie de uno de los reflectores parabdlicos se describe mediante

2 2
la ecuacion 1‘%—0 + f’m = z4,¢donde estd el punto focal del reflector?

Ahora estamos a punto de comenzar una nueva parte del curso de
calculo, cuando estudiamos las funciones de dos o tres variables
independientes en el espacio multidimensional.
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Muchos de los calculos son similares a los del estudio de funciones de
variable Unica, pero también hay muchas diferencias. En este
capitulo, examinamos los sistemas de coordenadas para trabajar en
un espacio tridimensional, junto con los vectores, que son una
herramienta matematica clave para tratar cantidades en mas de una
dimensién. Comencemos aqui con las ideas basicas y avancemos
hasta las herramientas mas generales y poderosas de las
matematicas en capitulos posteriores.

2.2 Vectores en dos dimensiones

Cuando se describe el movimiento de un avion en vuelo, es
importante comunicar dos datos: la direccion en la que viaja el avién
y la velocidad del avion. Al medir una fuerza, como el empuje de los
motores del avidn, es importante describir no solo la intensidad de
esa fuerza, sino también la direccién en la que se aplica. Algunas
cantidades se definen en términos del tamafno (también llamado
magnitud) y direccion. Una cantidad que tiene magnitud y direccion
se llama vector. En este texto, denotamos vectores con letras en
negrita, comov.

DEFINICION
Un vector es una cantidad que tiene magnitud y direccion.

2.2.1 Representacion vectorial

Un vector en un plano esta representado por un segmento de recta
dirigida (una flecha). Los puntos finales del segmento se denominan
punto inicial y punto terminal o final del vector. Una flecha desde el
punto inicial al punto terminal indica la direcciéon del vector. La
longitud del segmento de recta representa su magnitud.
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Usamos la notacion ||v|| para denotar la magnitud del vector v. Un
vector con un punto inicial y un punto terminal que son iguales se
[lama vector cero, denotado como 0. El vector cero es el Unico vector
sin direccion, y por convencién se puede considerar que tiene
cualquier direccidon conveniente para el problema en cuestion.

Los vectores con la misma magnitud y direccion se denominan
vectores equivalentes. Tratamos los vectores equivalentes como
iguales, incluso si tienen puntos iniciales diferentes. Por lo tanto, si v
y W son equivalentes, escribimos

V=W
DEFINICION

Se dice que dos vectores son equivalentes si tienen la misma
magnitud y direccion.

Las flechas en la (Figura 2.2 (b)) son equivalentes. Cada flecha tiene la
misma longitud y direcciéon. Un concepto estrechamente relacionado
es la idea de vectores paralelos. Se dice que dos vectores son
paralelos si tienen las mismas direcciones o direcciones opuestas.
Exploramos esta idea con mas detalle mas adelante en el capitulo. Un
vector se define por su magnitud y direccién, independientemente de
ddénde se encuentre su punto inicial.

El uso de negrita y letras minudsculas para nombrar vectores es una
representacion comun en la impresién, pero hay anotaciones
alternativas. Al escribir el nombre de un vector a mano, por ejemplo,
es mas facil dibujar una flecha sobre la variable que simular el tipo de
negrita: ¥. Cuando un vector tiene un punto inicial P y un punto
terminal @, la notacion P_Q es util porque indica la direccién y
ubicacién del vector.
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v Punto final

\ Punto inicial

@) (b)

Figura 2.2. (a) Un vector esta representado por un segmento de recta
dirigida desde su punto inicial hasta su punto final. (b) Los vectores v1 a vs
son equivalentes.

B Ejercicio Dibujando vectores

Dibuja un vector en el plano desde el punto inicial P(1,1) hasta
el punto terminal Q(8, 5).

(%) Solucién
2.2.2 Combinando Vectores

Los vectores tienen muchas aplicaciones en la vida real, incluidas
situaciones que implican fuerza o velocidad. Por ejemplo, considera
las fuerzas que actian en un bote que cruza un rio. El motor del bote
genera una fuerza en una direccidn, y la corriente del rio genera una
fuerza en otra direccion. Ambas fuerzas son vectores.
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Debemos tener en cuenta tanto la magnitud como la direccion de
cada fuerza si queremos saber a donde ird el bote.

Un segundo ejemplo que involucra vectores es un mariscal de campo
lanzando una pelota de futbol. El mariscal de campo no lanza la pelota
paralela al suelo, sino que apunta hacia el aire. La velocidad de su
lanzamiento puede ser representada por un vector. Si sabemos con
qué fuerza arroja la pelota (magnitud, en este caso, velocidad) y el
angulo (direccion), podemos decir qué tan lejos viajara la pelota por el
campo.

Un ndmero real a menudo se llama escalar en matematicas y fisica. A
diferencia de los vectores, generalmente se considera que los
escalares solo tienen una magnitud, pero no una direccion.
Multiplicar un vector por un escalar cambia la magnitud del vector.
Esto se llama multiplicacion por un escalar. Ten en cuenta que
cambiar la magnitud de un vector no indica un cambio en su
direccién. Por ejemplo, el viento que sopla de norte a sur puede
aumentar o disminuir su velocidad mientras mantiene su direccion de
norte a sur.

DEFINICION

El producto kv de un vector vy un escalar k es un vector con una
magnitud que es |k| veces la magnitud de v, y con una direccion
gue es la misma que la direcciéon de v si k > 0, y opuesta a la
direccion de v si k < 0. Esto se [lama multiplicacién por un
escalar.Sik=00v =0, entonces kv =0.

Como es de esperar, si k = -1, denotamos el producto kv como
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Observa que -v tiene la misma magnitud que v, pero tiene la

el
(@) (b) () (d)

Figura 2.4. (a) El vector original v tiene una longitud n unidades. (b) La
longitud de 2v es igual a 2n unidades. (c) La longitud de v/2 es n/2
unidades. (d) Los vectores v y —-v tienen la misma longitud pero direcciones
opuestas.

direccion opuesta (Figura 2.4 (d)).

Otra operacion que podemos realizar es la suma de vectores, pero
como cada vector puede tener su propia direccién, el proceso es
diferente de sumar dos nimeros. El método grafico mas comun para
sumar dos vectores, que consiste en colocar el punto inicial del
segundo vector en el punto terminal del primero, como en la Figura
2.5 (a). Para ver por qué esto tiene sentido, supongamos, por ejemplo,
gue ambos vectores representan un desplazamiento. Si un objeto se
mueve primero desde el punto inicial hasta el punto terminal del
vector v, luego desde el punto inicial hasta el punto terminal del
vector w, el desplazamiento general es el mismo que si el objeto
hubiera hecho un solo movimiento desde el punto inicial hasta el
punto final del vector v + w. Por razones obvias, este enfoque se
llama el método del tridngulo. Tenga en cuenta que si hubiéramos
cambiado el orden, de modo que w fuera nuestro primer vector y v
fuera nuestro segundo vector, habriamos terminado en el mismo
lugar (huevamente, observa la Figura 2.5 (2)). Por lo tanto,v+w =w +
V.
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Un segundo método para agregar vectores se llama método o regla
del paralelogramo. Con este método, colocamos los dos vectores
para que tengan el mismo punto inicial, y luego dibujamos un
paralelogramo con los vectores como dos lados adyacentes, como en
la Figura 2.5 (b). La longitud de la diagonal del paralelogramo es la
suma. Comparando la Figura 2.5 (b) y la Figura 2.5 (a), podemos ver
que obtenemos la misma respuesta usando cualquiera de los
métodos. El vector v + w se [lama suma vectorial.

(b)

Figura 2.5. (a) Al sumar vectores por el método del triangulo, el punto
inicial de w es el punto final de v. (b) Al sumar vectores por el método del
paralelogramo, los vectores v y w tienen el mismo punto inicial.

También es apropiado aqui discutir la sustraccion de vectores.
Definimosv -wcomov + (-w) =v + (- 1)w. El vector v-wse llama la
diferencia vectorial. Graficamente, el vector v - w se representa
dibujando un vector desde el punto final de w hasta el punto final de v
(Figura 2.6).

Enla Figura 2.5 (a), el punto inicial de v + w es el punto inicial de v. El
punto final de v + w es el punto final de w. Estos tres vectores forman
los lados de un tridangulo. Se deduce que la longitud de cualquier lado
es menor que la suma de las longitudes de los lados restantes.
Entonces tenemos
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[v 4wl < [o]| + [|wl]

Esto se conoce mas generalmente como la desigualdad del tridangulo
o desigualdad triangular. Sin embargo, hay un caso en el que el
vector resultante v + w tiene la misma magnitud que la suma de las
magnitudes de v y w. Esto sucede solo cuando v y w tienen la misma
direccion.

(@)

Figura 2.6. (a) La diferencia vectorial v - w se representa dibujando un
vector desde el punto final de w al punto final de v. (b) El vector v — w es
equivalente al vector v + (-w).

Si necesitamos sumar tres o mas vectores, repetimos la regla del
paralelogramo para los pares de vectores hasta que encontremos la
resultante de todos los resultados. Para tres vectores, por ejemplo,
primero encontramos la resultante del vector 1y el vector 2,y luego
encontramos la resultante de este vector con el vector 3.

En la siguiente escena interactiva, podras observar tres videos que
muestran los métodos para la suma vectorial (en lo videos se usan las
expresiones "cabeza"y "cola", en lugar de "inicio" y "final".
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Suma de dos vectores fuerza - Método del paralelogramo

K

Dos fuerzas F, y F, aplicadas
en los extremos de las barras

bé F,

ST &t

En la siguiente escena interactiva se explica, paso a paso, el método
del paralelogramo. Puedes cambiar la direccion de los vectores,
usando el botén pulsador.

7

Suma de dos fuerzas - Método del paralelogramo

En la ventana izquierda, tenemos
dos barrgs unidas por un pasador,

Cambia el angulo entre las barras,
haciendo clic en la flecha azul o en
la roja, Luego hoz clic en el botdn

"continda”,
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B Ejercicio Combinando vectores

Dados los vectores v y w que se muestran en la Figura 2.7,
dibuja los vectores

a. 3w
b. v+w
cC. 2v-w

Figura 2.7. Los vectores v y w se encuentran en el mismo plano.
() Solucién
2.2.3 Componentes vectoriales

Trabajar con vectores en un plano es mas facil cuando estamos
trabajando en un sistema de coordenadas. Cuando los puntos
iniciales y los puntos terminales de los vectores se dan en
coordenadas cartesianas, los calculos se vuelven sencillos.
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B Eiarciiia Comparacion de vectores

:Son vy w vectores equivalentes?

a. vtieneun puntoinicial (3,2) y un punto final (7,2)
w tiene un punto inicial (1, -4) y un punto final (1,0)

b. vtieneun puntoinicial (0,0) y un punto final (1,1)
w tiene un punto inicial (-2,2) y un punto final (-1,3)

(%) Solucién

Hemos visto como trazar un vector cuando se nos da un punto inicial
y un punto final. Sin embargo, debido a que un vector se puede
colocar en cualquier lugar de un plano, puede ser mas facil realizar
calculos con un vector cuando su punto inicial coincide con el origen.
Llamamos a un vector con su punto inicial en el origen un vector de
posicion estandar. Dado que se sabe que el punto inicial de cualquier
vector en posicion estandar es (0,0), podemos describir el vector
mirando las coordenadas de su punto final. Por lo tanto, si el vector v
tiene su punto inicial en el origen y su punto final en (x, y), escribimos
el vector en sus componentes como

v = (z,y)

Cuando un vector se escribe en forma de componentes como este,
los escalares x e y se denominan componentes de v.
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DEFINICION

El vector con el punto inicial (0,0) y el punto final (x,y) se
puede escribir en forma de componente como

v =(z,y)

Los escalares x e y se laman los componentes de v.

Recuerda que los vectores se nombran con letras minusculas en
negrita o dibujando una flecha sobre su nombre. También hemos
aprendido que podemos nombrar un vector por su forma
componente, con las coordenadas de su punto final entre paréntesis
angulares. Sin embargo, al escribir la forma componente de un vector,
es importante distinguir entre (x, y) y (x, y). El primer par ordenado

usa corchetes angulares para describir un vector, mientras que el
segundo usa paréntesis para describir un punto en un plano. El punto
inicial de (z, y) es (0,0); El punto final de (z, y) es (z, y).

Cuando tenemos un vector que aun no esta en posicion estandar,
podemos determinar su forma componente de una de dos maneras.
Podemos usar un enfoque geométrico, en el que dibujamos el vector
en el plano de coordenadas, y luego dibujamos un vector de posicion
estandar equivalente. Alternativamente, podemos encontrarlo
algebraicamente, usando las coordenadas del punto inicial y el punto
terminal. Para encontrarlo algebraicamente, restamos la coordenada

x del punto inicial de la coordenada z del punto final para obtener el
componente x, y restamos la coordenada y del punto inicial de la
coordenada y del punto final para obtener el componente y.
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Regla: forma componente de un vector

Sea v un vector con un punto inicial (z;,y;) y un punto final
(x¢, y¢ ). Entonces podemos expresar v en forma de componente
comov = (Ty — i, Y — Ys)-

B fiarciio Expresando vectores en forma de
componente

Expresa el vector v con el punto inicial (—3,4) y el punto final
(1,2) en forma de componente.

(%) Solucién

Para encontrar la magnitud de un vector, calculamos la distancia
entre su punto inicial y su punto final. La magnitud del vector v =
(x,y) se denota ||v||,0 |v|,y se puede calcular utilizando la férmula

Joll = Va2 + 2

Observa que debido a que este vector estd escrito en forma de
componente, es equivalente a un vector en posicién estandar, con su
punto inicial en el punto de origen y final (z,y). Por lo tanto, es
suficiente calcular la magnitud del vector en posicion estandar.

Usando la férmula de la distancia para calcular la distancia entre el
punto inicial (0, 0) y el punto final (z, y), tenemos
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Ioll = vz — 02+ (y— 0
Vet

Con base en esta formula, estd claro que para cualquier vector v,
|v]| > 0y ||v|| = 0siysolosiv=0.

La magnitud de un vector también se puede derivar usando el
teorema de Pitagoras, como en la siguiente figura.

Figura 2.13. Si usas los componentes de un vector para definir un triangulo
rectangulo, la magnitud del vector es la longitud de la hipotenusa del
triangulo.

Hemos definido la multiplicacion por un escalar y la suma de vectores
geométricamente. La expresion de vectores en forma de
componentes nos permite realizar estas mismas operaciones
algebraicamente.

DEFINICION

Seanv = (x1,y1) YW = (X2, ys) Vectores,y sea k un escalar.

Multiplicacion escalar: kv = (kx1, ky; )
Suma de vectores: v + w = (z1,y1) + (z2,92)
= (z1 + 22,y1 + ¥2)
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B Ejercicio Realizar operaciones en forma componente

Seav el vector con el punto inicial (2, 5) y el punto final (8, 13),
yseaw = (—2,4).

Expresa v en forma de componente y encuentra ||v||. Luego,
usando algebra, encuentra

1. v+w,
2. 3v
3. v-2w.

() Solucién

Ahora que hemos establecido las reglas basicas de la aritmética
vectorial, podemos establecer las propiedades de las operaciones
vectoriales. Probaremos dos de estas propiedades. Las otras pueden
ser probadas de manera similar.

TEOREMA 2.1
Propiedades de las operaciones vectoriales

Seanu, vy w vectores en un plano. Seanr y s escalares.
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Propiedades de las operaciones vectoriales

Vi.
Vii.

viii.

Propiedad conmutativa:u+v=v+u

Propiedad asociativa: (u+v) +w=u+(v+w)
Propiedad de identidad aditiva:u+0=u

Propiedad inversa: u+(-u) =0

Asociatividad de la multiplicacion escalar: r(su) = (rs)u
Propiedad distributiva: (r + s)u = ru + su

Propiedad distributiva:r(u+v) =ru+rv

Identidad y nulo: 1u=u,0u=0

Prueba de la propiedad conmutativa

Sea u= (x1,y1) Y Vv = (x2,y2). Aplica la propiedad conmutativa
para nimeros reales:

u+v=(z;+x2,y1 +y2) =(Ta+T,2+y1) =Vv+u

Prueba de la propiedad distributiva

Aplica la propiedad distributiva para nimeros reales:

r(a+v)=r-(z1+z2,y1 +v2)
= (r(z1 + z2),7(y1 + y2))
= (ra1 + rxa, ry1 + ry2)
= (ra1,ry1) + (rag, rys)
=rua—+rv
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Hemos encontrado los componentes de un vector dados sus puntos
iniciales y finales. En algunos casos, solo podemos tener la magnitud y
la direccion de un vector, no los puntos. Para estos vectores, podemos
identificar los componentes horizontal y vertical usando
trigonometria (Figura 2.15).

[| v | sine

—

| v| cose

Figura 2.15. Los componentes de un vector forman los catetos de un
triangulo rectangulo, con el vector como hipotenusa.

Considera el angulo 8 formado por el vector v y el eje x positivo.
Podemos ver desde el tridangulo que los componentes del vector v son
(|lv]|cosb, ||v||send). Por lo tanto, dado un angulo y la magnitud de

un vector, podemos usar el coseno y el seno del angulo para
encontrar las componentes del vector.

B Eiercido Forma componente

Encuentra la forma componente de un vector con magnitud 4
gue forma un angulo de -45° con el eje x
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(%) Solucién
Vectores unitarios

Un vector unitario es un vector con magnitud 1. Para cualquier vector
distinto de cero v, podemos usar la multiplicacion por un escalar para
encontrar un vector unitario u que tenga la misma direcciéon que v.
Para hacer esto, multiplicamos el vector por el reciproco de su
magnitud:

1
u=——V
vl

Recuerda que cuando definimos la multiplicacidon escalar, notamos
que ||kv| = |k|-|[v]]. Para u= ”‘1,—”v, se deduce que ||u| =

HTlll (lv]|) = 1. Decimos que u es el vector unitario en la direccién de

v (figura 2.17). El proceso de usar la multiplicaciéon escalar para
encontrar un vector unitario con una direccion dada se llama
normalizacion.

v s

N

N

Figura 2.17. El vector v y el vector unitario asociado u = V- En este

1
v
caso, ||v|| > 1.
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B Ejercicio Encontrar un vector unitario

Dadov = (1, 2).

a. Encuentra un vector unitario con la misma direccion que
V.

b. Encuentra un vector w con la misma direccién que v tal
que ||w|| =T.

(%) Solucién

Hemos visto lo conveniente que puede ser escribir un vector en
forma de componente. Sin embargo, a veces es mas conveniente
escribir un vector como la suma de un vector horizontal y un vector
vertical. Para facilitar esto, veamos los vectores unitarios estandar.
Los vectores unitarios estandar son los vectores i = (1,0) y j =

(0,1) (Figura 2.18).

Yi

=01

i=(1,0) x

Figura 2.18. Los vectores unitarios estandariy j.
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Al aplicar las propiedades de los vectores, es posible expresar
cualquier vector en términos de i y j en lo que llamamos una
combinacioén lineal:

v ={(z,y) = (z,0) + (0,y) = z(1,0) + y(0,1) = zi + yj

Por lo tanto, v es |la suma de un vector horizontal con magnitud x, y un
vector vertical con magnitud y, como en la siguiente figura.

xi

Figura 2.19. El vector v es la suma de xi e yj.

B Ejercicio Usar vectores unitarios estandar

a. Expresa el vector w = (3, —4) en términos de vectores
unitarios estandar.

b. Elvector u es un vector unitario que forma un angulo de

60° con el eje x positivo. Usa vectores unitarios estandar
para describir v.

(%) Solucién
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2.2.4 Aplicaciones de vectores

Debido a que los vectores tienen direcciéon y magnitud, son
herramientas valiosas para resolver problemas que involucran
aplicaciones tales como movimiento y fuerza. Recordemos el ejemplo
del barco que describimos anteriormente. Aqui nos fijamos en otros
dos ejemplos en detalle.

B Ejercicio

El auto de Jane esta atrapado en el barro. Lisa y Jed vienen en
un camion para ayudarla a sacarla. Atan un extremo de una
correa de remolque a la parte delantera del automdvil y el otro
extremo al enganche de remolque del camidn, y el camidén
comienza a tirar. Mientras tanto, Jane y Jed se ponen detras del
auto y empujan. El camién genera una fuerza horizontal de 300
Ib sobre el automoévil. Jane y Jed empujan ligeramente hacia
arriba y generan una fuerza de 150 |b sobre el automavil. Estas
fuerzas pueden representarse mediante vectores, como se
muestra en la figura 2.21. El angulo entre estos vectores es de
15° Encuentra la fuerza resultante (la suma de los vectores) y su
magnitud a la décima de libra mas cercanay, ademas, su angulo
de direccién desde el eje x positivo.

Figura 2.21. Dos fuerzas que actuan sobre un automovil en
diferentes direcciones.

() Solucién
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B Ejercicio Encontrar la velocidad resultante

Un avién vuela hacia el oeste a una velocidad de 425 mph. El
viento sopla del noreste a 40 mph. ;Cual es la velocidad de
avance del avion? ;Cual es el rumbo del avion?

) Solucién

Otra aplicaciéon la encontramos en el calculo de la resultante de
varias fuerzas coplanares, con un método grafico o analitico. La
siguiente escena interactiva, muestra varios ejemplos de aplicacion
en la Fisica Estatica.

=7

Otro ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1. F,=60N, F,=70N, F,=70N

En la ventana derecha, un pasador se haya
sometido a tres fuerzas.

Calcula la fuerza resultante y su posicidn,
considerande los valores y dngulos dados
en la grafica.

Puedes cambiar, aleatoriamente, los valores
para obseruar varios ejemplos.
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A continuacidn, encontraras varios ejercicios para que confrontes lo
aprendido. Los ejercicios de numerales impares, presentan la
solucién.

Para los siguientes ejercicios, considera los puntos P (-1,3), Q
(1,5) y R (-3,7). Determina los vectores solicitados y expresa cada
uno de ellos a. en forma de componente y b. utilizando los vectores
unitarios estandar.

EEEEET]

— =2
8. 2PQ + 5 PR
—
9. Elvector unitario en la direccion de PQ) ( )

—
10. Elvector unitario enladireccionde PR

11. Un vector v tiene un punto inicial (-1, -3) y un punto final (2,1).
Encuentra el vector unitario en la direccion de v. Expresa la respuesta
en forma de componente. ( )

12. Unvector v tiene un punto inicial (-2,5) y un punto final (3, -1).
Encuentra el vector unitario en la direccion de v. Expresa la respuesta
en forma de componente.
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El vector v tiene el punto inicial P (1,0) y el punto final Q que
esta en el eje y y por encima del punto inicial. Encuentra las
coordenadas del punto final Q de modo que la magnitud del vector v
sea/b. ( )

El vector v tiene el punto inicial P (1,1) y el punto final Q que
esta en el eje xy a la izquierda del punto inicial. Encuentra las

coordenadas del punto final Q de tal manera que la magnitud del
vector vsea v/ 10.

Para los siguientes ejercicios, usa los vectores dados ay b.

a. Determina el vector suma a + b y exprésalo tanto en la forma
componente como usando los vectores unitarios estandar.

b. Encuentra la diferencia vectorial a - b y exprésalo tanto en la
forma componente como usando los vectores unitarios
estandar.

c. Verificaque los vectores a,b,y a+ b, y, respectivamente, a,b y
a - b satisfagan la desigualdad del triangulo.

d. Determina los vectores 2a, -b y 2a - b. Expresa los vectores
en forma de componente y utilizando vectores unitarios
estandar.

a=2i+j,b=i+3j( )

a=2i,b=-2i+2j

Sea a un vector de posicidén estandar con un punto final (-2, -4).
Sea b un vector con punto inicial (1,2) y punto final (-1,4). Encuentre
la magnitud del vector -3a+b - 4i+j. ( )

Sea a un vector de posicidn estandar con un punto final en (2,5).
Sea b un vector con un punto inicial (-1,3) y un punto final (1,0).
Encuentra la magnitud del vector a - 3b + 14i - 14;j.
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Sea u y v dos vectores distintos de cero que no son
equivalentes. Considera los vectores a = 4u + 5vy b =u + 2v
definidos en términos de u y v. Encuentra el escalar A tal que los
vectores a + Ab y u - v sean equivalentes. ( ) Seauyv
dos vectores distintos de cero que no son equivalentes. Considera los
vectores a = 2u - 4vy b = 3u - 7v definidos en términos de u y v.
Encuentre los escalares ay B de manera que los vectores aa + by u
- v sean equivalentes.

Considera el vector a(t) = (cost, sent) con componentes que

dependen de un nimero real t. A medida que el nimero t varia, los
componentes de a(t) también cambian, dependiendo de las funciones
que los definen. ( )

Escribe los vectores a(0) y a(11) en forma de componente.

b. Demuestra que la magnitud ||a(t)|| del vector a(t) permanece
constante para cualquier nimero real t.

c. A medida que t varia, demuestra que el punto final del vector
a(t) describe un circulo centrado en el origen del radio 1.

Considera el vector a(x) = <w, vV1-— w2> con componentes que
dependen de un nimero real z € [—1, 1]. A medida que el nimero x
varia, los componentes de a(x) también cambian, dependiendo de las

funciones que los definen.
Escribe los vectores a(0) y a(1) en forma de componente.

b. Demuestra que la magnitud ||a(z)|| del vector a(x) permanece
constante para cualquier nimero real x.

c. A medida que x varia, demuestra que el punto final del vector
a(x) describe un circulo centrado en el origen del radio 1.
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23. Demuestra que los vectores a(t) = (cost, sent) y a(z) =
(z,v/1 — 2?) son equivalentes para x = 1y t = 2k, donde k es un
namero entero. ( )

24. Demuestra que los vectores (a(t) = (cost, sent) y a(x) =
<w 1-— :L'2> sonopuestos ax =ryt =1+ 2k, donde k es entero.

Para los siguientes ejercicios, encuentra el vector v con la
magnitud daday en la misma direccion que el vector u.

vl =7,u=(3,4) ( )
[v]| = 3,u=(-2,5)
HVH:77u:<7_5>( )

3
|v]| = 10,u = (2,-1)

Para los siguientes ejercicios, encuentra la forma componente
del vector u, dada su magnitud y el angulo que forma el vector con el
eje x positivo. Da respuestas exactas cuando sea posible.

29. |lul| = 2,6 = 30 ( )
30. |[ul| = 6,6 = 60°

31 fluf =5,6 = I )
32. |lu|=8,0=n

33. |lul| = 10,0 = 5 ( )

5T
6
37
34. ||11H = 50,9 =

Para los siguientes ejercicios, se proporciona el vector u.
Encuentra el angulo 6 € [0,27) que el vector u forma con la

direccion positiva del eje x, en sentido antihorario.
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u = 5v/2i — 5v/2j( )

u=—v3i—j

Sea a = (a1,a2),b = (b1,b2) y ¢ = (c1,c2) tres vectores
distintos de cero. Si aiby — asb; # 0, demuestra que hay dos
escalares, ay 3, de modo que c = aa + 3b. ( )

Considera los vectores a = (2,—4),b=(-1,2) y ¢=0.
Determina los escalares ay B de manera que c = aa + 3b.

Sea P(zg, f(zg)) un punto fijo en la grafica de la funcién
diferencial f con un dominio que es el conjunto de nimeros reales.

( )

a. Determina el nimero real zp de modo que el punto Q(zo +
1, zg) esté situado en la recta tangente a la grafica de f en el
punto P.

b. Determina el vector unitario u con el punto inicial Py el punto
final Q.

Considera lafuncién f(z) = z*,dondez € R.

a. Determina el nimero real zo tal que el punto Q(2, 2z9) esté
situado en la recta tangente a la grafica de f en el punto
P(1,1).

b. Determina el vector unitario u con el punto inicial P y el punto
final Q.

Considera f y g dos funciones definidas en el mismo conjunto de
nimeros reales D. Sea a = (z, f(z)) y b = (z, g(z)) dos vectores
gue describen las graficas de las funciones ,,donde x € D. Demuestra
que si las graficas de las funciones f y g no se intersecan, entonces los
vectores ay b no son equivalentes.
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Encuentre « € R tal que los vectores a = (x, senz) y b =
(x, cosz) sean equivalentes.

Calcula las coordenadas del punto D de manera que ABCD sea
un paralelogramo, con A(1,1), B(2,4) y C(7,4). ( )

Considera los puntos A(2,1), B(10,6), C(13,4) y D 16, -2).
Determina la forma componente del vector ?

La velocidad de un objeto es la magnitud de su vector de
velocidad relacionado. Un balén de fatbol lanzado por un quarterback
tiene una velocidad inicial de 70 mph y un angulo de elevaciéon de 30°.
Determina el vector de velocidad en mph y exprésalo en forma de
componente (Redondear a dos decimales). ( )

—

N

Un jugador de béisbol lanza una pelota de béisbol en un angulo
de 30° con la horizontal. Si la velocidad inicial de la pelota es 100
mph, encuentra los componentes horizontal y vertical del vector de
velocidad inicial de la pelta (Redondear a dos decimales).

Se dispara una bala con una y
velocidad inicial de 1500 ft/seg en
un angulo de 60° con la
horizontal. Encuentra los
componentes horizontal y vertical
del vector de velocidad de la bala 60°
(Redondear a dos decimales).

( ) g

vy = 1500 ft/sec
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[T] Un velocista de 65 kg ejerce una fuerza de 798 N en un
angulo de 19° con respecto al suelo en el bloque de inicio en el
instante en que comienza una carrera. Encuentra el componente
horizontal de la fuerza (Redondear a dos decimales).

[T] Dos fuerzas, una fuerza horizontal de 45 Ib y otra de 52 Ib,
actuan sobre el mismo objeto. El angulo entre estas fuerzas es de 25°.
Encuentra la magnitud y el angulo de direccion del eje x positivo de la
fuerza resultante que actta sobre el objeto (Redondear a dos
decimales). ( )

52 Ib

25°

45 Ib

[T] Dos fuerzas, una fuerza vertical de 26 |b y otra de 45 Ib,
actuan sobre el mismo objeto. El angulo entre estas fuerzas es de 55°.
Encuentra la magnitud y el dngulo de direccién con el eje x positivo
de la fuerza resultante que actua sobre el objeto (Redondear a dos
decimales).

[T] Tres fuerzas actian sobre el objeto. Dos de las fuerzas tienen
las magnitudes 58 N y 27 N, y forman angulos de 53° y 152°
respectivamente, con el eje x positivo. Encuentre la magnitud y el
angulo de direccion desde el eje x positivo de la tercera fuerza de tal
manera que la fuerza resultante que actua sobre el objeto sea cero
(Redondear a dos decimales). ( )
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52. Tres fuerzas con magnitudes de 80 Ib, 120 Ib y 60 Ib actian
sobre un objeto en angulos de 45°, 60° y 30° respectivamente, con el
eje x positivo. Encuentra la magnitud y el dangulo de direccién con el
eje x positivo de la fuerza resultante (Redondear a dos decimales).

Yi
120 Ib

80 Ib

60 Ib

30945°| 60"

e

53. [T] Un avién vuela en direcciéon a 43° al noreste (también
abreviado como N43E) a una velocidad de 550 mph. Un viento con
una velocidad de 25 mph viene del suroeste con una direccién de
N15E. ;Cudles son la velocidad de avance y la nueva direccion del
avion? ( )

Yi e - -

.| 25 mimnr
15 550 mi/hr

30
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54. [T]Un barco viaja en el agua a 30 mph en una direccion de N20E
(es decir, 20° al noreste). Una corriente fuerte se mueve a 15 mph en
unadireccion de N45E. ;Cuadles son la nueva velocidad y direccién del
barco?

2 -P'.

Yi _"
20° 30
N 15
45°
%

55. [T] Un cable cuelga un peso de 50 Ib para que las dos porciones
del cable formen angulos de 40° y 53° respectivamente, con la
horizontal. Encuentra las magnitudes de las fuerzas de tensién 17 y

T5 en los cables si la fuerza resultante que actua sobre el objeto es
cero (Redondear a dos decimales). ( )

40° 53°

50 Ib
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[T]Un peso de 62 Ib cuelga de una cuerda que forma los angulos
de 29° y 61° respectivamente, con la horizontal. Encuentra las
magnitudes de las fuerzas de tensién 13 y T5 en los cables si la fuerza

resultante que actia sobre el objeto es cero (Redondear a dos
decimales).

[T] Una embarcaciéon de 1500 |b esta estacionada en una rampa
gue forma un angulo de 30° con la horizontal. El vector de peso del
barco apunta hacia abajo y es una suma de dos vectores: un vector
horizontal v; que es paralelo a larampay un vector vertical vy que es
perpendicular a la superficie inclinada. Las magnitudes de los
vectores vi y vs son el componente horizontal y vertical,
respectivamente, del vector de peso del barco. Encuentra las
magnitudes de vy y vy (Redondear al entero mas cercano). ( )

[T] Una caja de 85 |b esta en reposo en una inclinacion de 26°.
Determina la magnitud de la fuerza paralela a la inclinacidon necesaria
para evitar que la caja se deslice (Redondear al entero mas cercano).

Un cable de sujecién soporta un poste de 75 pies de altura. Un
extremo del cable esta unido a la parte superior del poste y el otro
extremo estd anclado al suelo a 50 pies de la base del poste.
Determina los componentes horizontal y vertical de la fuerza de
tensién en el cable si su magnitud es de 50 Ib (Redondea al entero
mas cercano). ( )
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75ft

50 ft

—

60. Un cable de poste de teléfono tiene un angulo de elevacién de
35° con respecto al suelo. La fuerza de tensidon en el cable de
conexion es de 120 Ib. Encuentra los componentes horizontal y
vertical de la fuerza de tension (Redondear al entero mas cercano).
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2.3 Vectores en tres dimensiones

Los vectores son herramientas utiles para resolver problemas
bidimensionales. La vida, sin embargo, ocurre en tres dimensiones.
Para expandir el uso de vectores a aplicaciones mas realistas, es
necesario crear un marco para describir el espacio tridimensional.
Por ejemplo, aunque un mapa bidimensional es una herramienta util
para navegar de un lugar a otro, en algunos casos la topografia del
terreno es importante. ;Tu ruta planeada va a través de las
montanas? ;Tienes que cruzar un rio? Para apreciar completamente
el impacto de estas caracteristicas geograficas, debes usar tres
dimensiones. Esta seccion presenta una extension natural del plano
de coordenadas cartesianas bidimensional en tres dimensiones.

2.3.1 Sistemas de coordenadas tridimensionales

Como hemos aprendido, el sistema de coordenadas rectangulares
bidimensionales contiene dos ejes perpendiculares: el eje horizontal
x y el eje vertical y. Podemos agregar una tercera dimension, el eje z,
gue es perpendicular tanto al eje x como al eje y. Llamamos a este
sistema el sistema de coordenadas rectangulares tridimensionales.
Representa las tres dimensiones que encontramos en la vida real.

DEFINICION

El sistema de coordenadas rectangulares tridimensionales
consta de tres ejes perpendiculares: el eje x, el eje y y el eje z.
Debido a que cada eje es una recta numérica que representa
todos los numeros reales en R, el sistema tridimensional a

menudo se denota por R3.
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En la figura 2.23 (a), el eje z positivo se muestra sobre el plano que
contiene los ejes x e y. El eje x positivo aparece alaizquierday el eje y
positivo esta a la derecha. Una pregunta natural es: ;Cémo se
determiné el acuerdo? El sistema que se muestra sigue la regla de la
mano derecha. Si tomamos nuestra mano derecha y alineamos los
dedos con el eje x positivo, luego doblamos los dedos para que
apunten en la direccién del eje y positivo, nuestro pulgar apunta en la
direccion del eje z positivo. En este texto, siempre trabajamos con
sistemas de coordenadas configurados de acuerdo con la regla de la
mano derecha. Algunos sistemas siguen una regla de la mano
izquierda, pero la regla de la mano derecha se considera la
representacion estandar.

Z) Z
44
31
2+
14
e O :
1 1 2 3 aY

(a) (b)

Figura 2.23. (a) Podemos extender el sistema de coordenadas
rectangulares bidimensionales agregando un tercer eje, el eje z, que es
perpendicular tanto al eje x como al eje y. (b) La regla de la mano derecha
se usa para determinar la ubicacién de los ejes de coordenadas en el plano
cartesiano estandar.
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En dos dimensiones, describimos un punto en el plano con las
coordenadas (z,y). Cada coordenada describe como se alinea el

punto con el eje correspondiente. En tres dimensiones, se agrega una
nueva coordenada, z, para indicar la alineacién con el eje z: (:c, Y, z)

Un punto en el espacio se identifica por las tres coordenadas (Figura
2.24). Para trazar el punto (z, y, z), vaya  unidades a lo largo del eje

X, luego y unidades en la direccién del eje y, luego, z unidades en la
direccion del eje z.

z)

1
: Z unidades
1
]

vy
---------- 7
| >l X unidades

% y unidades

Figura 2.24. Para trazar el punto (X, y, z) vaya x unidades a lo largo del eje
X, luego y unidades en la direccién del eje y, luego z unidadesen la
direccién del eje z.

B Eercido Localizando puntos en el espacio

Dibuja el punto (1, —2, 3) en el espacio tridimensional.

(%) Solucién
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En la siguiente escena interactiva, disenada por Maria José Garcia
Cebrian y Elena E. Alvarez Saiz, puedes observar el punto del
ejercicio anterior vy, si lo deseas, modificar los valores del punto
utilizando los pulsadores. Puedes, también, rotar el espacio con clic
sostenido.

o]
Podemos dibujar un punto en
el espacio tridimensianal,
mediante tres rectas
perpendiculares X, Y, Z, que se
corten en un punto O. Las
rectas se llaman ejes
coordenados y el punto O es
el origen de coordenadas .

Asl, dada la terna:

A A A
(2l | 3l2] 5k )

Su primera componente se
representa sobre el eje X, la
segunda sobre el eje Y y la
tercera sobre el eje Z,
resultando el punto P de
coordenadas (1,-2,3).

En el espacio bidimensional, el plano de coordenadas esta definido
por un par de ejes perpendiculares. Estos ejes nos permiten nombrar
cualquier ubicacion dentro del plano. En tres dimensiones, definimos
planos de coordenadas por los ejes de coordenadas, tal como en dos
dimensiones. Ahora hay tres ejes, por lo que hay tres pares de ejes
gue se intersecan. Cada par de ejes forma un plano de coordenadas:
el plano xy, el plano xzy el plano yz (Figura 2.26).
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Definimos formalmente el plano xy como el siguiente conjunto:
(z,y,0) : z,y € R. Del mismo modo, el plano xz y el plano yz se
definen como (z,0,2):z,z€R y (0,y,2):y,z € R,
respectivamente.

Para visualizar esto, imagina que estas construyendo una casa y estas
parado en una habitacién con solo dos de las cuatro paredes
terminadas (supdn que las dos paredes terminadas son adyacentes
entre si). Si te paras de espaldas a la esquina donde se encuentran las
dos paredes terminadas, de frente a la habitacion, el piso es el plano
Xy, la pared a tu derecha es el plano xz, y la pared a su izquierda es el

plano yz.
21/1
Plano yz

Plano xz

N

Plano xy B Y

—_— ’/:
[ -‘_"'--.__ Y

Figura 2.26. El plano que contiene los ejes x y y se llama plano xy. El
plano que contiene los ejes z y z se llama plano zz, y los ejes y y z definen

el plano yz.
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En la siguiente escena interactiva, puedes observar con mas detalle
los planos al rotar el espacio con clic sostenido.

o]

i

En dos dimensiones, los ejes de coordenadas dividen el plano en
cuatro cuadrantes. Del mismo modo, los planos de coordenadas
dividen el espacio entre ellos en ocho regiones alrededor del origen,
llamadas octantes. Los octantes llenan R? de la misma manera que

los cuadrantes llenan R?, como se muestra en la figura 2.27.
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{_l_r_'r'l_} I (_r+r+)
+, +)
X
(=t}
(+: = 1)

Figura 2.26. Los puntos que se encuentran en octantes tienen tres
coordenadas distintas de cero.

La mayoria del trabajo en el espacio tridimensional es una extensién
comoda de los conceptos correspondientes en dos dimensiones. En
esta seccidon, usamos nuestro conocimiento de los circulos para
describir las esferas, luego ampliamos nuestra comprension de los
vectores a tres dimensiones. Para lograr estos objetivos,
comenzamos adaptando la férmula de la distancia al espacio
tridimensional.

Si dos puntos se encuentran en el mismo plano de coordenadas,
entonces es sencillo calcular la distancia entre ellos. Consideramos
que la distancia d entre dos puntos (z1,y1) Y (z2,y2) en el plano de
coordenadas zy viene dada por la férmula
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d=+/(zs—21)% + (y2 — ¥1)?

La formula para la distancia entre dos puntos en el espacio es una
extension natural de esta formula.

TEOREMA 2.2

La distancia d entre puntos (z1,y1, 21) Y (%2, Y2, 22) viene dada
por laférmula

d=+(z2— 21+ (12 — 1) + (2 —21)?  (2.1)

La prueba de este teorema se deja como un ejercicio (sugerencia:
Primero encuentra la distancia d; entre los puntos (z1,y1,21) Y

(22, Y2, 22) como se muestra en la Figura 2.28).

(X2, ¥2, 25) = P;

Ay, P
Py = (X1, Y1, Z1) 2, — zy
dy

(X2, ¥2, Z4)

Figura 2.28. La distancia entre P; y P, es la longitud de la diagonal del
prisma rectangular que tiene P; y P, como esquinas opuestas.
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B Eiercicio Distancia en el espacio

Encuentra la distancia entre los puntos P, = (3, —1,5)y P, =
(2,1, -1).

P,={2,1, —-1)

Figura 2.29. Encuentra la distancia entre los dos puntos.

(%) Solucién
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Antes de pasar a la siguiente seccién, veamos cémo R? difiere de R2.
Por ejemplo, en R?, las rectas que no son paralelas siempre deben
intersecarse. Este no es el caso en R3. Por ejemplo, considera la recta

gue se muestra en la Figura 2.30. Estas dos rectas no son paralelas, ni
se intersecan.

Figura 2.30. Estas dos rectas no son paralelas, pero no se intersecan.

También puedes tener circunferencias que estén interconectadas
pero que no tengan puntos en comun, como en la figura 2.31.
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Figura 2.31. Estas circunferencias estan interconectadas, pero no tienen
puntos en comun.

Tenemos mucha mas flexibilidad trabajando en tres dimensiones que
si trabajamos con solo dos dimensiones.

2.3.2 Escribir ecuaciones en R?

Ahora que podemos representar puntos en el espacio y encontrar la
distancia entre ellos, podemos aprender a escribir ecuaciones de
objetos geométricos como rectas, curvas, planos y superficies n R3.

Primero, comenzamos con una ecuacién simple. Compara las graficas
delaecuacionz = 0enR, R? y R3 (Figura 2.32).
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A partir de estos graficos, podemos ver que la misma ecuacion puede
describir un punto, unarecta o un plano.
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Figura 2.32. (a) En R, la ecuacion z = 0 describe un solo punto. (b) En R?,
la ecuacion z = 0 describe una recta, el eje y. (¢) En R3, la ecuacion z = 0
describe un plano, el plano yz.

En el espacio, la ecuacién x = 0 describe todos los puntos (0, y, z).
Esta ecuacion define el plano yz. Del mismo modo, el plano zy
contiene todos los puntos de la forma (x,y,0). La ecuacién z =0
define el plano xzy y la ecuacién y = 0 describe el plano zz (Figura
2.33).

Comprender las ecuaciones de los planos de coordenadas nos
permite escribir una ecuacién para cualquier plano que sea paralelo a
uno de los planos de coordenadas. Cuando un plano es paralelo al
plano zy, por ejemplo, la coordenada z de cada punto en el plano

tiene el mismo valor constante. Solo las coordenadas x e y de los
puntos en ese plano varian de un punto a otro.
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Figura 2.33. (a) En el espacio, la ecuacién z = 0 describe el plano zy. (b)
Todos los puntos en el plano xz satisfacen la ecuacion y = 0.

Regla: Ecuaciones de planos paralelos

1. El plano en el espacio que es paralelo al plano zy y
contiene el punto (a, b, c) puede representarse
mediante la ecuacién z = c.

2. El plano en el espacio que es paralelo al plano xz y
contiene el punto (a,b,c) puede representarse
mediante la ecuaciény = b.

3. El plano en el espacio que es paralelo al plano yz y
contiene el punto (a, b, c) puede representarse
mediante la ecuacion x = a.
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B Fercido Escribir ecuaciones de planos paralelos a
planos coordinados

a. Escribe una ecuacion del plano que pasa por el punto
(3,11, 7) que es paralela al plano yz.

b. Encuentra una ecuacién del plano que pasa por los
puntos (6, —2,9), (0, —2,4)y (1, —2, —3).

(%) Solucién

Como hemos visto, en R? la ecuacion z = 5 describe la recta vertical
que pasa por el punto (5,0). Esta recta es paralela al eje y. En una
extensién natural, la ecuacién z = 5 en R?3 describe el plano que pasa
por el punto (5,0,0), que es paralelo al plano yz. Otra extension

natural de una ecuacion familiar se encuentra en la ecuacion de una
esfera.

DEFINICION

Una esfera es el conjunto de todos los puntos en el espacio
equidistantes de un punto fijo, el centro de la esfera (Figura
2.34), asi como el conjunto de todos los puntos en un plano que
son equidistantes del centro representa una circunferencia. En
una esfera, como en una circunferencia, la distancia desde el
centro hasta un punto de la esfera se llama radio.
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Figura 2.33. Cada punto (z,y, 2) en la superficie de una esfera esta r
unidades lejos del centro (a, b, ¢).

La ecuacion de una circunferencia se deriva usando la formula de la
distancia en dos dimensiones. Del mismo modo, |a ecuacién de una
esfera se basa en la formula tridimensional de la distancia.

REGLA: ECUACION DE UNA ESFERA

La esfera con centro (a,b,c) y radio r puede representarse
mediante la ecuacion

(x—a)’+(y—0)>2+(z2—c)? =7’ (2.2)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion estandar de una
esfera.

B Ejercicio Encontrar una ecuaciéon de una esfera
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Encuentra la ecuacion estandar de la esfera con centro
(10,7,4) y punto (—1,3,—2), como se muestra en la figura
2.35.

(%) Solucién

(10,7, 4)
L

(-L8 -2

/

Figura 2.35. La esfera centrada en (10,7,4) que contiene el punto

(-1,3,-2).

B Ejercicio Encontrar una ecuaciéon de una esfera

Supongamos que P =(-5,2,3) v Q=(3,4,—-1), y
supongamos que el segmento de recta P() forma el didmetro de
una esfera (Figura 2.36). Encuentra la ecuacién de la esfera. .

() Solucién
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Z)

=034 -1)

Figura 2.36. Segmento de recta PQ).

En la siguiente escena interactiva, puedes apreciar los resultados del
ejercicio anterior (recuerda que puedes rotar el espacio).

Muestra esfera J

Oculta planos ‘
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B Ejercicio Qraﬁcar otras ecuaciones en tres
dimensiones

Describe el conjunto de puntos que satisface (z —4)(z —
2) = 0,y grafica el conjunto.

(%) Solucién
B Ejercicio G.raﬁca.r otras ecuaciones en tres
dimensiones
Describe el conjunto de puntos que satisface (z — 2)? + (y —
1)2 = 4,y grafica el conjunto.
(%) Solucién
2.3.3 Trabajando con vectores en R3

Al igual que los vectores bidimensionales, los vectores
tridimensionales son cantidades con magnitud y direccién, y estan
representados por segmentos de recta dirigidos (flechas). Con un
vector tridimensional, usamos una flecha tridimensional.

Los vectores tridimensionales también se pueden representar en
forma de componente. La notacién v = (z,y, z) es una extension

natural del caso bidimensional, que representa un vector con el
punto inicial en el origen, (0, 0, 0) y el punto final (z, y, 2).
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El vector cero es 0 = (0,0,0). Entonces, por ejemplo, el vector
tridimensional v = (2,4, 1) esta representado por un segmento de
linea dirigidos desde el punto (0, 0, 0) al punto (2, 4, 1) (Figura 2.39).

Zi

Figura 2.39. El vector v = (2,4, 1) esta representado por un segmento de
recta dirigida desde el punto (0, 0, 0) al punto (2,4,1).

La suma vectorial y la multiplicacién por un escalar se definen de
manera analoga al caso bidimensional. Si v = (z1,y1,21) Yy W =

(x2,Y2, 22) son vectores y k es un escalar, entonces
V+w= <£191 + T2, Y1 + Y2,21 + 22> Yy kv = <k$1,ky1,k21>

Si k = —1, entonces kv = (—1)v se escribe como —w, y la resta
vectorial sedefineporv —w =v + (—w) = v + (—1)w.

Los vectores unitarios estandar también se extienden facilmente en
tres dimensiones:
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i=(1,0,0),j=(0,1,0) y k = (0,0,1), y los usamos de la misma
forma en que usamos los vectores unitarios estandar en dos
dimensiones. Por lo tanto, podemos representar un vector en R3 de

la siguiente manera:

v=(z,y,2) =zi+yj+zk

B Eercido Representaciones vectoriales

Sea @ el vector con el punto inicial P = (3,12,6) y el punto
terminal Q = (—4, —3,2) como se muestra en la Figura 2.40.

Expresa @ en ambos componentes y utilizando vectores
unitarios estandar.

Zi

Figura 2.40. El vector con el punto inicial P = (3,12,6) y el punto final
Q=(-4,-3,2).
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(%) Solucién

Como se describid anteriormente, los vectores en tres dimensiones
se comportan de la misma manera que los vectores en un plano. La
interpretacion geométrica de la suma de vectores, por ejemplo, es la
misma en el espacio bidimensional y tridimensional, tal como se
apreciaen lafigura2.41.

Z

-

Figura 2.41. Para sumar vectores en tres dimensiones, seguimos los
mismos procedimientos que aprendimos para dos dimensiones.

Ya hemos visto como algunas de las propiedades algebraicas de los
vectores, como la suma de vectores y la multiplicaciéon por un escalar,
pueden extenderse a tres dimensiones.

Otras propiedades pueden ampliarse de manera similar. Se resumen
aqui para nuestra referencia.

166


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/cap2/r18.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap2/241.png

REGLA: PROPIEDADES DE LOS VECTORES EN EL ESPACIO

Sean v = (z1,y1,21) Y W = (X2, Y2, 22) vectores, y sea k un
escalar.

Multiplicacién escalar: kv = (kxq, ky1, kz1)

Suma de vectores: v+ w = (x1,y1,21) + (T2, Y2, 22) =
(X1 + T2, Y1 + Y2,21 + 22)

Resta de vectores: v —w = (z1,y1,21) — (T2,y2,22) =
(1 — T2, Y1 — Yo, 21 — 22)

Magnitud del vector: ||v|| = /% + ¥} + 27

itari ireccic L1y L _
Vector unitario en la direccién de v: v = w7 (21,41, 21) =

L1 Y1z A
< o Tl T > siv70

Hemos visto que la adicion de vectores en dos dimensiones satisface
las propiedades inversas conmutativas, asociativas y aditivas. Estas
propiedades de las operaciones vectoriales también son validas para
vectores tridimensionales. La multiplicacion por un escalar de
vectores satisface la propiedad distributiva, y el vector cero actua
como una identidad aditiva. Las pruebas para verificar estas
propiedades en tres dimensiones son extensiones directas de las
pruebas en dos dimensiones.
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Del libro Geometria analitica del espacio, cuyas autoras son Maria
José Garcia Cebrian y Elena E. Alvarez Saiz, hemos tomado la
siguiente escena interactiva, para que practiques y comprendas
mejor algunas propiedades de los vectores en el espacio.

&

Dados los vectores u = (u, ,u, ,u; ) y v=(v, v, v, ) se definen las

siguientes operaciones:

® Producto por un escalar a: av = (av, ,av, ,av, )
® Sumade losvectoresuyv: u+v=(u,+v, ,U,+V, U+ V,

Interpretacion geométrica | _ ~

Z

Un vector de laforma au+pv=_(au, +pv, , au, + pv, , au, + pv, )
siendo a y p nimeros reales,

se dice gue es una combinacion lineal de u y v.
representar/ocultar
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B Ejercicio O.perac.|ones vectoriales en tres
dimensiones

Seanv = (—2,9,5) yw = (1, —1,0) (Figura 2.42). Encuentra
los siguientes vectores.

a. 3v —2w

b. 5wl

c. 5wl

d. Unvector unitarioenladireccionde v

Figura 2.42. Los vectores v = (—2,9,5) yw = (1,—1,0)

(%) Solucién
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B fiercicio Lanzar un pase hacia adelante

Un mariscal de campo estd de pie en el campo de futbol
preparandose para lanzar un pase. Su receptor esta parado 20
yardas por el campo y 15 yardas a la izquierda del mariscal de
campo. El mariscal de campo lanza la pelota a una velocidad de
60 mph hacia el receptor en un angulo ascendente de 30° (ver la
siguiente figura). Escribe el vector de velocidad inicial de la
pelota, v, en forma de componente.

(%) Solucién

A continuacion, presentamos los ejercicios propuestos para esta
sesion. Recuerda que los ejercicios correspondientes a numerales
impares, presentan la solucion.
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§ Ejercicios

61. Considera una caja rectangular con uno de los vértices en el
origen, como se muestra en la siguiente figura. Si el punto A(2, 3,5)

es el vértice opuesto al origen, entonces encuentra

a. lascoordenadas de los otros seis vértices de lacajay

b. la longitud de la diagonal de la caja determinada por los
vérticesO vy A ( )

62.  Encuentra las coordenadas del punto P y determina su
distancia al origen.
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Para los siguientes ejercicios, describe y grafica el conjunto de
puntos que satisface la ecuacién dada.

63. (y—5)(z—6) =0( )
64. (z—2)(z—5)=0

65. (y—1)*+ (2 —1)* = 1( )
66. (—2)2+(z2—5)2=4

67. Escribe la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,1,1) que
es paralelo al plano zy. ( )

68. Escribe la ecuacién del plano que pasa por el punto (1, —3,2)
gue es paralelo al plano xz.

69. Encuentra una ecuacién del plano que pasa por los puntos
(1,-3,-2),(0,3,-2)y (1,0, —2).( )

/0. Encuentra una ecuacién del plano que pasa por los puntos
(1,9,2),(1,3,6)y(1,-7,8).

Para los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacién de la esfera
en forma estandar que satisfaga las condiciones dadas.

71. CentroC(—1,7,4)yradio4 ( )
/2. CentroC(—4,7,2)yradio6
/3. Diametro PQ, donde P(—1,5,7)yQ(—5,2,9) ( )

/4. Diametro PQ,donde P(—16,—3,9)yQ(—2,3,5)

2
Para los siguientes ejercicios, encuentra el centroy el radio de la
esfera con una ecuacién en forma general que se proporciona.
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75 224+ y? 4+ 22 —42+3=0( )
76, 22+ + 22 —62+8y—102+25=0

o .. .. -
Para los siguientes ejercicios, expresa el vector P() con el punto
inicialen Py el punto finalen )

a. enformade componentey

b. mediante el uso de vectores unitarios estandar.

/7. P(370a 2)YQ(_17_174)( )

78. P(0,10,5)yQ(1,1,—-3)

79. P(-2,5,—-8) y M(1,—7,4), donde M es el punto medio del
segmento de recta PQ ( )

80. Q(0,7,—6) y M(—1,3,2), donde M es el punto medio del
segmento de recta PQ

871. Encuentra el punto final Q del vector P—Q> = (7,—1,3) con el
punto inicial en P(—2, 3, 5) ( )

—
82. Encuentra el punto inicial P del vector PQ) = (—9,1,2) con el
punto finalen Q(10, 0, —1).

2
Para los siguientes ejercicios, usa los vectores a y b dados para
encontrar y expresar los vectores a + b, 4a y -5a + 3b en forma de
componente.

83. .a= (—1 —2,4),b = (—5,6,—7) ( )
84. a=(3,-2,4),b = (-5,6,—9)
85. a——k:B— —i( )

86. a=i+j+kb=2i-3j+2k
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Para los siguientes ejercicios, se dan los vectores u y v. Encuentra
las magnitudes de los vectores u - vy -2u.

87. 87.u=2i+3j+4k,v=—-i+5j — k( )

88. u=i+jv=j—k

89. u = (2cost,—2sent, 3),v = (0,0,3), donde t es un nimero
real. ( )

90. u= (0,1, sinht),v = (1,1,0),donde t es un nimero real.

@7

Para los siguientes ejercicios, encuentra el vector unitario en la
direccion del vector dado a y exprésalo usando vectores unitarios
estandar.

91. a=3i—4j( )
92. a=(4,-3,6)
—
93. a= PQ,donde P(—2,3,1)yQ(0,—4,4) ( )

94. a= OP,donde P(~1,-1,1)

95, a=u—-v+w,dondeu=i—j—k,v=2i—j+k yw=
—i+j+ 3k( )

96. a=2u+v—w,dondeu=1i—k,v=2jyq=1i—

9/. Determina si E y O? son vectores equivalentes, donde
A(1,1,1),B(3,3,3),P(1,4,5) yQ(3,6,7) ( ).

. . H H .
98. Determina si los vectores AB y OP son equivalentes, donde
A(1,4,1),B(-2,2,0), P(2,5,7)yQ(—3,21)

%4

Para los siguientes ejercicios, encuentra el vector u con una
magnitud dada y que satisfaga las condiciones dadas.
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v =(7,—1,3),||ul]| = 10, u y v tienen la misma direccién
( )
v = (2,4,1), ||u|| = 15,uy v tienen la misma direccion
v = (2sent, 2cost,1),||lul]| =2, u y v tienen direcciones
opuestas para cualquier t,donde t es un nimero real ( )
v = (3senht,0,3),|[ul| =5, u y v tienen direcciones
opuestas para cualquier t,donde t es un nimero real

Determina un vector de magnitud 5 en la direccién del vector
AB,donde A(2,1,5)y B(3,4, —7) ).

Encuentra un vector de magnitud 2 que apunte en la direccién
opuesta al vector A_B> donde A(—1,—1,1) yB (0,1,1). ExpresA la
respuesta en forma de componente.

Considera los puntos A(2,a,0),B(0,1,8) y C(1,1,5),
donde a y B son numeros reales negativos. Encuentre a y 8 de
manera que | AB — OB + OC|| = |OB| = 4( ).

Considera los puntos A(«,0,0),B(0,5,0) vy C(e, 8, 8),
donde a y B son numeros reales positivos. Encuentre o y 8 de
manera que |OA + OB|| = v2y || OC|| = V3.

Sea P(z,y, z) un punto situado a la misma distancia de los
puntos A(1,—1,0) y B(—1,2,1). Muestra que el punto P se
encuentra en el plano de la ecuacion —2z 4 3y + z = 2.

Sea P(z,y,z) un punto situado a una distancia igual del
origen y el punto A(4,1,2). Demuestra que las coordenadas del
punto P satisfacen la ecuacion 8z + 2y + 4z = 21.

Los puntos A, ByC' son colineales (en este orden) si se

— — —
satisface la relacion | AB| + ||BC|| = ||[AC||. Muestra que
A(5,3,—-1),B(—5,—-3,1) yC(—15,—9, 3) son puntos colineales.
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Muestra que los puntos A(1,0,1),B(0,1,1) y C(1,1,1) no
son colineales.
[T] Una fuerza F de 50N actua sobre una particula en la

direccion del vector 07 donde P(3,4,0) ( ).

a. Expresalafuerza como un vector en forma de componente.

b. Encuentra el angulo entre la fuerza F y la direccién positiva
del eje x. Expresa la respuesta en grados redondeados al
entero mas cercano

[T] Una fuerza F de 40N actta sobre una caja en la direccién
—
del vector OP,donde P(1,0, 2).

a. Expresa la fuerza como un vector utilizando vectores
unitarios estandar.

b. Encuentra el angulo entre la fuerza F y la direccion positiva
del eje x.

Si F es una fuerza que mueve un objeto desde el punto
Pi(z1,y1,21) a otro punto P> (z2,y2,22), entonces el vector de
desplazamiento se define como D = (zy — x1)i+ (y2 — v1)j +
(z2 — z1)k. Un contenedor de metal se eleva 10 m verticalmente
mediante una fuerza constante F. Expresa el vector de
desplazamiento D utilizando vectores unitarios estandar ( ).

Una caja se tira 4 yd horizontalmente en la direcciéon x por una

fuerza constante F. Encuentra el vector de desplazamiento en forma
de componente.

La suma de las fuerzas que actuan sobre un objeto se llama
fuerza resultante o neta. Se dice que un objeto estd en equilibrio
estatico si la fuerza resultante es cero.
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Sean F; =(10,6,3),F2 = (0,4,9), y F3 = (10,-3,—9) tres
fuerzas que actlan sobre una caja. Encuentra la fuerza F4 que actla

sobre la caja de modo que la caja esté en equilibrio estatico. Expresa
la respuesta en forma de componente ( ).

[T] Sean F}, = (1,k,k2),k =1,...,n n fuerzas que actdan
sobre una particula,conn > 2.

n
a. Encuentra la fuerza neta Zkzl F}.. Expresa la respuesta
usando vectores unitarios estandar.

b. Usa un sistema de algebra computacional (CAS) para
encontrar n tal que || F|| < 100.

La fuerza de gravedad F' que actua sobre un objeto viene dada
por FF=mg, donde m es la masa del objeto (expresada en
kilogramos) y g es la aceleracion resultante de la gravedad, con
gl = 9.8N /kg. Una bola de discoteca de 2kg cuelga de una cadena
del techo de una habitacion ( ).

a. Encuentra la fuerza de gravedad F' que actua sobre la bola de
discoteca y encuentre su magnitud.

b. Encuentralafuerzadetension T’ enla cadenay su magnitud.

Expresa las respuestas usando vectores unitarios estandar.

Una lampara colgante de 5 kg esta disenada de tal manera que
el cuenco de alabastro se sujeta con cuatro cadenas de igual longitud,
como se muestra en la siguiente figura.

a. Encuentra la magnitud de la fuerza de gravedad que actua
sobre el candelabro.
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b. Encuentra las magnitudes de las fuerzas de tensién para cada
una de las cuatro cadenas (supd que las cadenas son
esencialmente verticales).

[T] Un bloque de cemento de 30 kg esta suspendido por tres
cables de igual longitud que estdn anclados en los puntos

P(—-2,0,0),Q(1,—+/3,0)y R(1, —+/3,0). Lacarga se encuentra en
5(0,0, —2\/5), como se muestra en la siguiente figura. Supongamos
que F1, F» y F3 son las fuerzas de tension resultantes de la carga en
los cables RS, QS'y PS, respectivamente ( ).

a. Encuentralafuerza gravitacional F' que actua sobre el bloque
de cemento que contrarresta la suma F| + F5 + F3 de las
fuerzas de tensidn en los cables.

b. Encuentra las fuerzas F1, F» y F3. Expresa la respuesta en
forma de componente.
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120. Dos jugadores de futbol estan practicando para un préximo
juego. Uno de ellos corre 10 m desde el punto A hasta el punto B.

Luego gira a la izquierda a 90° y corre 10 m hasta llegar al punto C.

Luego patea la pelota con una velocidad de 10 m/seg en un angulo
ascendente de 45° a su companera de equipo, que se encuentra en el
punto A. Escribe la velocidad de la pelota en forma de componente.

=

4 = N
A

10 m 10m
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Sea r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) el vector de posicion de una
particula en el momento ¢ € [0,T], donde z, y y z son funciones
llanas en [0, T']. La velocidad instantanea de la particula en el tiempo ¢
estd definida por el vector wv(t) = (2'(t),y'(t), 2 (t)), con
componentes que son las derivadas con respecto a t, de las funciones
x,yY z, respectivamente. La magnitud ||v(t)|| del vector de velocidad
instantanea se denomina velocidad de la particula en el tiempo t. El
vector a(t) = (2" (t),y"(t), 2" (t)), con componentes que son las
segundas derivadas con respecto a t, de las funciones z, y y z,
respectivamente, da la aceleraciéon de la particula en el tiempo t.
Considera 7(t) = (cost, sent,2t) el vector de posiciéon de una
particula en el tiempo ¢ € [0, 30], donde las componentes de r se
expresan en centimetros y el tiempo se expresa en segundos

( ).

a. Encuentra la velocidad instantdnea, la velocidad y Ila
aceleracion de la particula después del primer segundo.
Redondea tu respuesta a dos cifras decimales.

b. Usa un CAS para visualizar el camino de la particula, es decir,
el conjunto de todos los puntos de coordenadas

(cost, sent, 2t),dondet € [0, 30].

[T] Sea r(t) = (t,2t2,4t?) el vector de posicién de una
particula en el tiempo ¢ (en segundos), donde t € [0, 10] (aqui los
componentes de r se expresan en centimetros).

a. Encuentra la velocidad instantanea, la velocidad y la

aceleracion de la particula después de los primeros dos
segundos. Redondea tu respuesta a dos cifras decimales.
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b. Usa un CAS para visualizar la ruta de la particula definida por
los puntos (¢, 2t2, 4t?),donde t € [0, 60].

2.4 El producto punto o producto escalar

Si aplicamos una fuerza a un objeto para que el objeto se mueva,
decimos que el trabajo lo realiza la fuerza. En las aplicaciones de la
integracion observamos una fuerza constante y asumimos que la
fuerza se aplica en la direccién del movimiento del objeto. En esas
condiciones, el trabajo puede expresarse como el producto de la
fuerza que actua sobre un objeto y la distancia que se mueve el
objeto. En este capitulo, sin embargo, hemos visto que tanto la fuerza
como el movimiento de un objeto pueden representarse mediante
vectores.

En esta seccién, desarrollaremos una operacion llamada producto
punto, que nos permite calcular el trabajo en el caso en que el vector
de fuerzay el vector de movimiento tienen direcciones diferentes. El
producto punto esencialmente nos dice cuanto del vector de fuerza
se aplica en la direccién del vector de movimiento. El producto punto
también puede ayudarnos a medir el angulo formado por un par de
vectores y la posiciéon de un vector en relacion con los ejes de
coordenadas. Incluso proporciona una prueba simple para
determinar si dos vectores se encuentran en angulo recto.

2.4.1 El producto punto y sus propiedades

Ya hemos aprendido como sumar y restar vectores. En este capitulo,
investigamos dos tipos de multiplicaciéon de vectores. El primer tipo
de multiplicacién entre vectores se llama producto punto, en funcién
de la notacion que usamos para él, y se define de la siguiente manera:
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DEFINICION

El producto punto de los vectores u = (uj,us,u3) y v =
(v1,v9,v3) viene dado por la suma de los productos de los
componentes

U- VvV = ujv; + Uy + uzvs (2.3)

Observa que si u y v son vectores bidimensionales, calculamos el
producto escalar de manera similar. Por lo tanto, si u = (u1, u2) y
v = (v, v3), entonces

U-v =1ujvi + ugvy

Cuando dos vectores se combinan bajo suma o resta, el resultado es
un vector. Cuando dos vectores se combinan usando el producto
punto, el resultado es un escalar. Por esta razén, el producto punto a
menudo se llama producto escalar. También se le puede llamar el
producto interno.

B Ejercicio Calculando productos punto

a. Encuentra el producto escalar de u = (3,5,2) y v =
(—1,3,0).

b. Encuentra el producto escalar de p = 10i — 4j + 7k y
q=-2i+j+ 6k

(%) Solucién
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Al igual que la suma y resta de vectores, el producto punto tiene
varias propiedades algebraicas. Probamos tres de estas propiedades
y dejamos el resto como ejercicios.

TEOREMA 2.3
Propiedades del producto de punto
Seanu, vy w vectores, y cun escalar.

i. Propiedad conmutativa:u-v=v-u
ii. Propiedaddistributiva:u-(v+w)=u-v+u-w
iii. Propiedad asociativa:c(u-v) = (cu)-v=u- (cv)

iv. Propiedad de magnitud: v - v = [|v||?

Prueba
Seau = (uj,uz,u3)yv = (v1, v, v3). Luego

u-v= <u1,U2,U3> : <Ul,vz,’v3>

U101 + U2V + U3v3

= V1U1 + V2U2 + V3U3

(v1,v2,v3) - (u1, uz,us3)

=Vv-u

La propiedad asociativa se parece a la propiedad asociativa para la
multiplicacién de numeros reales, pero presta mucha atencién a la
diferencia entre los objetos escalares y vectoriales:
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c(u-v) = c(urvi + u2v2 + uzv3)
( 1’01) (UQUQ) + C(’LL3’U3)

(cup)vy + (cuz)vy + (cug)vs
= (

cu1, cuz, cus) - (vi,v2,v3)
C<U1, Uz, ’LL3> <’01,’Uz, ’l)3>

= (cu)-v

Lapruebadequec(u-v) = u- (cv) essimilar.

La cuarta propiedad muestra la relacién entre la magnitud de un
vector y su producto punto consigo mismo:

V-V = (v1,v2,v3) - (V1,V2,03)
= (v1)* + (v2)* + (v3)?

) [V (007 + (02)? + (v3)°

= [[v[l*

2

Observa que la definicién del producto punto produce 0 - v = 0. Por
propiedadiv.,siv - v = 0,entoncesv = 0.

B Ejercicio Usando las propiedades del producto punto

Seana = (1,2,-3),b = (0,2,4),y c = (5, —1, 3). Encuentra
cada uno de los siguientes productos.
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a. (a-b)c
b. a-(2c)
c. |b]?

() Solucién
2.4.2 Producto puntoy el angulo entre dos vectores

Cuando dos vectores distintos de cero se colocan en posicion
estandar, ya sea en dos dimensiones o en tres dimensiones, forman
un angulo entre ellos (Figura 2.44). El producto punto proporciona
una forma de encontrar la medida de este angulo. Esta propiedad es
el resultado del hecho de que podemos expresar el producto escalar
en términos del coseno del angulo formado por dos vectores.

Figura 2.44. Sea el angulo entre dos vectores distintos de cero u y v, de
modo que 0 < 0 < 7.
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TEOREMA 2.4
Evaluacion de un producto punto

El producto punto de dos vectores es el producto de la magnitud
de cada vector y el coseno del dngulo entre ellos:

u-v = ||ul|[|v||cosd (2.4)

Prueba

Coloca los vectores u y v en la posicion estdndar y considera el
vector v — u (Figura 2.45). Estos tres vectores forman un tridngulo
con longitudes laterales ||ul|, [|[v||y ||[v — u]|.

Figura 2.45. Las longitudes de los lados del triangulo estan dadas por las
magnitudes de los vectores que forman el triangulo.

En la pagina siguiente puedes observar e interactuar con el triangulo
en una escena tridimensional.

186


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap2/245.png

Recordemos de la trigonometria que la ley de los cosenos describe la
relaciéon entre las longitudes laterales del tridngulo y el angulo 6. La

aplicacién de la ley de cosenos aqui da
lv =l = [lul® + [|v]]* = 2[u]/||v]cosb

El producto punto proporciona una forma de reescribir el lado
izquierdo de esta ecuacion:
lv—ul*=(v-u)(v-u)
=(v—u)-v—(v—u)-u
=vV:-v—u-v—v-u+u-u
=vV:-v—u-v—u-v+u-u

= [lv|* — 2u- v + ulf*
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Aplicando la ley de cosenos

v —ul® = [[ul* + [[v]* — 2[[ull[|v]|cos®
2 2 2 2
[v[[" = 2u- v+ [[uf|” = [Ju|* + V]| = 2[u][[|v]lcost
—2u - v = —2||ul|||v]|cosb
u-v = |ufl[|v|cost

Podemos usar esta expresion para encontrar la medida del angulo
entre dos vectores distintos de cero. La siguiente ecuacion
reorganiza la ecuacién 2.3 para resolver el coseno del angulo:

u-v

cos) = (2.5)

lull[v]

Usando esta ecuacion, podemos encontrar el coseno del angulo entre
dos vectores distintos de cero. Como estamos considerando el
angulo mas pequeio entre los vectores, suponemos 0° < 6 < 180°

(00 < 0 < 7 siestamos trabajando en radianes). El coseno inverso es
Unico en este rango, por lo que podemos determinar el angulo 6.

B Fercido Encontrar el angulo entre dos vectores

Encuentra la medida del angulo entre cada par de vectores.

1 i+j+ky2i—j—3k
2. (2,5,6)y(—2,—4,4)

(w) Solucién
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El angulo entre dos vectores puede ser agudo (0 < cosf < 1), obtuso
(—1 < cosf < 0) o llano (cosf = —1). Si cosf = 1, ambos vectores
tienen la misma direccion. Si cosf = 0, entonces los vectores, cuando
se colocan en posicion estandar, forman un angulo recto (Figura

2.46). Podemos formalizar este resultado en un teorema con
respecto a los vectores ortogonales (perpendiculares).

b

Y
Y

v v
(a) (b)
0
. [ " . . .
u v u v
(© (d)
|
u
0
L] -
v
(e)

Figura 2.46. (a) Un angulo agudo tiene 0 < cosf < 1. (b) Un angulo obtuso
tiene —1 < cosf < 0. (c) Una linea recta tiene cosd = —1. (d) Si los
vectores tienen la misma direccion, cosf = 1. (e) Si los vectores son
ortogonales (perpendiculares), cosf = 0.
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TEOREMA 2.5
Vectores ortogonales

Los vectores distintos de cero u y v son vectores ortogonales si
ysolosiu-v = 0.

Prueba

Supongamos que u y v son vectores distintos de cero y que 6 denota
el angulo entre ellos. Primero, supon queu - v = 0. Luego

[ul[[[v]cosd = 0

Sin embargo, ||u||0 y ||v||>0, por lo que debemos tener cosf = 0.
Por lo tanto, & = 90, y los vectores son ortogonales.

Ahora supén que uy v son ortogonales. Entonces 8 = 90° y tenemos
u-v = |[uf[[|v]lcost = [lul|[|v[|cos90” = [Jul||[v]/-0=10

Los términos ortogonal, perpendicular y normal indican que los
objetos matematicos se cortan en angulo recto. El uso de cada
término esta determinado principalmente por su contexto. Decimos
gue los vectores son ortogonales y las rectas son perpendiculares. El
término normal se usa con mayor frecuencia cuando se mide el
angulo hecho con un plano u otra superficie.

En la siguiente escena interactiva (adaptacién de una escena del libro
Geometria analitica del espacio), modifica los vectores y observa qué
ocurre.
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o]

e u=(1,1,3) |luP=12+12+32%2=11
- ev=(2,4,2) | vP=22+4 %+ (-2) ?= 24
u=(31 |, 21 | , =3 |) v-u=(1,3,-5)
a— a— a |v-u’=12%+32%+(-5) 2= 35
=(=2 &% | a2 |}

u y v son ortogonales si | uf’+ | v[’=|v-uf?

luego, son ortogonales

B Ejercicio Identificando vectores ortogonales

Determina si p=(1,0,5) y ¢ = (10,3,—2) son vectores
ortogonales.

(%) Solucién
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B Fercido Medicion del angulo formado por dos
vectores

Dado = (2, 3, 3). Encuentra las medidas de los angulos formados
por los siguientes vectores.

a. vei
b. vyj
c. vyk

(%) Solucién

El angulo que forma un vector con cada uno de los ejes de
coordenadas, llamado angulo director, es muy importante en los
calculos practicos, especialmente en un campo como la ingenieria.
Por ejemplo, en ingenieria astrondutica, el angulo en el que se lanza
un cohete debe determinarse con mucha precision. Un error muy
pequeno en el angulo puede hacer que el cohete se desplace cientos
de millas. Los angulos directores a menudo se calculan utilizando el
producto escalar y los cosenos de los angulos, llamados cosenos
directores. Por lo tanto, definimos ambos angulos y sus cosenos.

DEFINICION

Los dangulos formados por un vector distinto de cero y los ejes de
coordenadas se denominan angulos directores para el vector
(Figura 2.48). Los cosenos para estos angulos se denominan
cosenos directores.
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y

Figura 2.48. El angulo o esta formado por el vector v y el vector unitario i.
El angulo 8 esta formado por el vector v y el vector unitario j. El angulo ~
esta formado por el vector v y el vector unitario k.

En el ejercicio anterior, los cosenos directores de v = (2, 3,3) son
_ 2 _ 3 _ 3 ; ;
cosa = 7, cosf3 Toy Y COSY = s Los angulos directores de

vsona = 1.130rad, 8 = 0.877rad y v = 0.877rad.

Hasta ahora, nos hemos centrado principalmente en vectores
relacionados con la fuerza, el movimiento y la posicion en el espacio
fisico tridimensional. Sin embargo, los vectores a menudo se usan de
formas mas abstractas. Por ejemplo, supongamos que un vendedor
de frutas vende manzanas, platanos y naranjas. En un dia
determinado, vende 30 manzanas, 12 platanos y 18 naranjas. Podrias
usar un vector de cantidad, q = (30,12,18), para representar la

cantidad de fruta que vendio ese dia.

193


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap2/248.png

De manera similar, podrias usar un vector de precios, p =
(0.50,0.25,1), para indicar que vende sus manzanas por 50 ¢ cada
una, platanos por 25 ¢ cada una y naranjas por $ 1 cada una. En este
ejemplo, aunque todavia podriamos graficar estos vectores, no los
interpretamos como representaciones literales de posicion en el
mundo fisico. Simplemente estamos usando vectores para realizar un
seguimiento de piezas particulares de informacion sobre manzanas,
platanos y naranjas.

Esta idea puede parecer un poco extrana, pero si simplemente
consideramos los vectores como una forma de ordenar y almacenar
datos, descubrimos que pueden ser una herramienta bastante
poderosa. Volviendo al vendedor de frutas, pensemos en el producto
punto, q - p. Lo calculamos multiplicando el nimero de manzanas
vendidas (30) por el precio por manzana (50 ¢), el nimero de
platanos vendidos por el precio por platano y el nUmero de naranjas
vendidas por el precio por naranja. Luego agregamos todos estos
valores juntos. Entonces, en este ejemplo, el producto punto nos dice
cuanto dinero tenia el vendedor de frutas en ventas ese dia en
particular.

Cuando usamos vectores de esta manera mas general, no hay razén
para limitar el nimero de componentes a tres. ;Qué pasa si el
vendedor de fruta decide comenzar a vender toronja? En ese caso, le
gustaria usar vectores de cantidad y precio de cuatro dimensiones
para representar la cantidad de manzanas, platanos, naranjas y
toronjas vendidas, y sus precios unitarios. Como es de esperar, para
calcular el producto escalar de los vectores de cuatro dimensiones,
simplemente agregamos los productos de los componentes como
antes, pero la suma tiene cuatro términos en lugar de tres.
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B Ejercicio

AAA Party Supply Store vende invitaciones, favores de fiesta,
decoraciones y articulos para el servicio de alimentos como
platos de papel y servilletas. Cuando AAA compra su inventario,
paga 25 ¢ por paquete por invitaciones y favores de fiesta. Las
decoraciones cuestan 50 ¢ cada una, y los articulos de servicio
de comida cuestan 20 ¢ por paquete. AAA vende invitaciones
por $ 2.50 por paquete y favores de fiesta por $ 1.50 por
paquete. Las decoraciones se venden por $4.50 cada una vy los
articulos de servicio de comida por $ 1.25 por paquete.

Durante el mes de mayo, AAA Party Supply Store vende 1258
invitaciones, 342 favores de fiesta, 2426 decoraciones y 1354
articulos de servicio de alimentos. Usa vectores y productos
punto para calcular cuanto dinero gand AAA en ventas durante
el mes de mayo. ;Cuanto gand la tienda en ganancias?

(%) Solucién
2.4.3 Proyecciones

Como hemos visto, la suma combina dos vectores para crear un
vector resultante. Pero, ;qué pasa si se nos da un vector y
necesitamos encontrar sus partes componentes? Utilizamos
proyecciones vectoriales para realizar el proceso opuesto; puedes
descomponer un vector en sus componentes. La magnitud de una
proyecciéon vectorial es una proyeccion escalar. Por ejemplo, si un
nino tira del asa de un vagén en un angulo de 55° podemos usar
proyecciones para determinar qué parte de la fuerza sobre el asa esta
realmente moviendo el vagon hacia adelante (Figura 2.49).
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Volveremos a este ejemplo y aprenderemos cémo resolverlo después
de ver coémo calcular las proyecciones.

Fuerza en la
direccion del
movimiento

Figura 2.49. Cuando un nifio tira de una carreta, solo el componente
horizontal de la fuerza impulsa la carreta hacia adelante.

Analiza la definicién de la siguiente pagina y luego interactia (en
pantalla ampliada) con la siguiente escena interactiva (adaptacion de
una escena del libro Geometria analitica del espacio)

A
Dados los vectores: EI]

A A A 4
rarapal

Fy A 'y
v=(3l2 |2k | a2 )

calcularemos sus modulos vy el producto escalar
para obtener el angulo que formanu y v, yla
proyeccion de u sobre v,

lul=yZEEEE = T 259
o 1v|=y/ZFE(2)7 =/ =574
- UV:22+45+3-(_2):18

18

0=arccos————=54,42°
V29 /33
proy,, u= :i =313
Vv 33
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DEFINICION

La proyeccion vectorial de v sobre u es el vector etiquetado
como proy, v en la figura 2.50. Tiene el mismo punto inicial que
uy vylamismadireccion que u,y representa la componente de
v que actta en la direccion de u. Si 6 representa el angulo entre
uy v, entonces, por las propiedades de los triangulos, sabemos
que la longitud de proy, v es ||proy, v|| = ||v||cos. Al expresar
cosf en términos del producto escalar, esto se convierte en

|proy.v| = ||v]|cosd

~ v (<54

Ahora multiplicamos por un vector unitario en la direccién de u
para obtener proy, v:

u-v( 1 u-v
proy,v = —<—u) = u (2.6)
[[alf \ [l [l

La longitud de este vector también se conoce como la
proyeccioén escalar de v sobre u y se denota por

lproy.v|| = comp,v = Tl (2.7)
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Si comparaste la definicidon con la escena interactiva, habras notado

que en la primera se define |[proy,v|| = ﬁ mientras que en la
escena interactiva se tiene ||proy,ul|| = &Y es decir, en una se
vl

obtiene la proyeccion de v sobre u y, en la escena, la proyeccion de u
sobre v. Veamos un ejemplo:

proj,v

Figura 2.50. La proyeccion de v sobre u muestra el componente del vector
v en la direccion de u.

B Ejf.‘-rl:i'l:iﬂ Encontrar proyecciones

Encuentra la proyeccion de v sobre u.

a. v=(3,5,1)yu=(-1,4,3)
b. v=3i—2jyu=1i+ 6j

(%) Solucién
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A veces es Util descomponer vectores, es decir, separar un vector en
una suma. Este proceso se llama resolucion de un vector en
componentes. Las proyecciones nos permiten identificar dos
vectores ortogonales que tienen una suma deseada. Por ejemplo, sea
v = (6,—4) yseau = (3, 1). Queremos descomponer el vector v en
componentes ortogonales de modo que uno de los vectores
componentes tenga la misma direccion que u.

Primero encontramos el componente que tiene la misma direccién
que u proyectando v sobre u. Sea p = proy, v. Entonces tenemos

u-v< 1 > u-v 18 —4
p=—|-—u) = = u
[l

= = u =
[ la>™ 9+1
21
:zu:z<3,1>: —,z
5 5 5 5

Ahora considera el vector q = v — p. Tenemos

q=v-p

“6o0-(55) (%)

Claramente, por la forma en que definimos q, tenemos v = q + p, Y

_ /9 27\ /217
CP=\5 "5 55
9(21) | —27(7) _ 189 189

=0
25 25 25 25

Por lo tanto, q y p son ortogonales.
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B Ejercicio Resolviendo vectores en componentes

Expresa v = (8,—3,—3) como una suma de vectores
ortogonales de modo que uno de los vectores tenga la misma
direcciénqueu = (2,3, 2)

(%) Solucién
B Ejercicio Proyeccion Escalar de Velocidad

Un barco de contenedores sale del puerto y viaja 15° al noreste.
Su motor genera una velocidad de 20 nudos a lo largo de ese
camino (ver la siguiente figura). Ademas, la corriente oceanica
mueve el barco hacia el noreste a una velocidad de 2 nudos.
Considerando tanto el motor como la corriente, ;qué tan rapido
se mueve el barco en la direccion 15° al noreste? Redondea la
respuesta a dos decimales.

(%) Solucién
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North 4

East

2.4.4 Trabajo

Ahora que entendemos el producto punto, podemos ver cémo
aplicarlos a situaciones de la vida real. La aplicacién mas comun del
producto escalar de dos vectores esta en el calculo del trabajo.

Por fisica, sabemos que el trabajo se realiza cuando un objeto es
movido por una fuerza. Cuando la fuerza es constante y se aplica en
la misma direccién en que se mueve el objeto, definimos el trabajo
realizado como el producto de la fuerza y la distancia que recorre el
objeto: W = Fd. Vimos varios ejemplos de este tipo en capitulos
anteriores.
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Ahora imagina que la direccién de la fuerza es diferente de la
direccion del movimiento, como en el ejemplo de un nifio que tira de
un carro. Para encontrar el trabajo realizado, necesitamos multiplicar
el componente de la fuerza que actua en la direccién del movimiento
por la magnitud del desplazamiento. El producto punto nos permite
hacer precisamente eso. Si representamos una fuerza aplicada por un
vector F y el desplazamiento de un objeto por un vector s, entonces

el trabajo realizado por la fuerza es el producto escalar de F y s.

DEFINICION

Cuando se aplica una fuerza constante a un objeto para que el
objeto se mueva en linea recta desde el punto P al punto Q, el
trabajo W realizado por la fuerza F, que acttia en un angulo 6

desde la linea de movimiento, viene dado por

— —
W =F - PQ = |[F||[| PQ|[cost (2.8)

Volvamos al problema del carro del nino presentado anteriormente.
Supongamos que un nino tira de un carro con una fuerza que tiene
una magnitud de 8 Ib sobre el mango en un angulo de 55°. Si el nifo
tira de la carreta 50 pies, encuentra el trabajo realizado por la fuerza
(Figura 2.51).

Tenemos
W = |F|||[PQ||cosd = 8 - 50 - cos(55°) ~ 229f¢ - Ib

En unidades estandar de EE. UU., medimos la magnitud de la fuerza
||F|| enlibras.
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La magnitud del vector de desplazamiento ||@H nos dice qué tan
lejos se movid el objeto, y se mide en pies. La unidad de medida
habitual para el trabajo, entonces, es la libra-pie. Una libra-pie es la
cantidad de trabajo requerida para mover un objeto que pesa 1 libra a
una distancia de 1 pie. En el sistema métrico, la unidad de medida de
la fuerza es el newton (N), y la unidad de medida de magnitud para el
trabajo es un newton-metro (NN - m), o un julio (J).

81b

55°
50 ft

Figura 2.51. La componente horizontal de la fuerza es la proyeccion de F
sobre el eje x positivo.

B Barcido Calculando el trabajo

Una cinta transportadora genera una fuerza F = 5i — 3j + k
que mueve una maleta desde el punto (1,1, 1) al punto (9,4, 7)
a lo largo de una linea recta. Encuentra el trabajo realizado por
la cinta transportadora. La distancia se mide en metros y la
fuerza se mide en newtons.

(%) Solucién
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Y9 Ejercicios

7
Para los siguientes ejercicios, se dan los vectores u y v. Calcula
el producto puntou - v.

123, u
124, u
125, u=
126. u

@/
Para los siguientes ejercicios, se dan los vectores a,b y c.
Determina los vectores $(\bold{a)\cdpt\bold{b})\bold{c}$ vy
$(\bold{a}\cdpt\bold{c})\bold{b}$. Expresar los vectores en forma de
componente.

uw

<

I
TN
Rl
(JV]
~~—"

y V. — <_17272>( )

127. a=(2,0,-3),b=(—4,-7,1),c = (1,1, 1) ( )
128. _<0,1,2> = (~1,0,1),c = (1,0, —1)
129. a=i+j,b=i—k,c=1i—2k( )

130. a=i—j+kb=j+3kec=—i+2j— 4k

o7

Para los siguientes ejercicios, se dan los vectores
bidimensionalesay b.

a. Encuentra la medida del dngulo 6 entre a y b. Expresa la
respuesta en radianes redondeados a dos decimales, si no es
posible expresarla exactamente.

b. ¢Es@unangulo agudo?
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131. [Tla=(3,-1),b=(—4,0)( )
132. [Tla=(2,1),b = (-1,3)

133, u=3i,v=4i+4j( )

134, u=>5i,v = —6i + 6j

@7
Para los siguientes ejercicios, encuentra la medida del angulo
entre los vectores tridimensionales a y b. Expresa la respuesta en

radianes redondeados a dos decimales, si no es posible expresarla
exactamente.

135. a=(3,-1,2),b = (1, -1, —2) )

136. a=(0,-1,-3),b=(2,3,—-1)

137 a=i+j,b=j—k( )

138, a=i—-2j+k,b=i+j—2k

139. [T] a=3i—j—2k,b=v+w, donde v=—-2i—3j+
2k y w =i+ 2k ( )

140. [T] a=3i—j+2k,b=v—w, donde v=2i+]j+
dk yw =6i+j+ 2k

Para los siguientes ejercicios, determine si los vectores dados
son ortogonales.

141. a= (z,y),b = (—y,x), donde x e y son nimeros reales
distintos de cero ( )

142. a= (x,z),b = (—y,y), donde x e y son nimeros reales
distintos de cero

143, a=3i—j—2k,b=—-2i—3j+ k( )

144, a=i—j,b=Ti+2j—k
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Encuentra todos los vectores bidimensionales a ortogonales al
vector b = (3,4). Expresa la respuesta en forma de componente.

( )

Encuentra todos los vectores bidimensionales a ortogonales al
vector b = (5, —6). Expresa la respuesta utilizando vectores
unitarios estandar.

Determina todos los vectores tridimensionales u ortogonales
al vector v = (1,1,0). Expresa la respuesta utilizando vectores
unitarios estandar. ( )

Determina todos los vectores tridimensionales u ortogonales
al vector v=1i—j— k. Expresa la respuesta en forma de
componente.

Determina el nimero real o de manera que los vectores a =
2i + 3jyb = 9i + aj sean ortogonales. ( )

Determina el nimero real o de manera que los vectores a =
—3i+ 2jyb = 2i 4+ aj sean ortogonales.

[T] Considera los puntos P(4,5)y Q(5, —7). ( )

—
a. Determina los vectores Oﬁ y OQ. Expresa la respuesta
utilizando vectores unitarios estandar.

b. Determina la medida del angulo O en el tridngulo OPQ.
Expresa la respuesta en grados redondeados a dos decimales.

[T] Considera los puntos A(1,1), B(2,—7)y C(6, 3).

a. Determine los vectores BZ y B(? Expresa la respuesta en
forma de componente.

b. Determina la medida del angulo B en el triangulo ABC.
Expresa la respuesta en grados redondeados a dos decimales.
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Determina la medida del angulo A en el tridngulo ABC, donde
A(1,1,8),B(4,-3,—4) y C(-3,1,5). Expresa tu respuesta en
grados redondeados a dos decimales. ( )

Considera los puntos P(3,7,—2) y Q(1,1, —3). Determina el

angulo entre los vectores Oﬁ y Oa Expresa la respuesta en grados
redondeados a dos decimales.

]
Para los siguientes ejercicios, determina qué pares (si los hay) de
los siguientes vectores son ortogonales.

u=(3,7,-2),v=(5-3,-3),w=(0,1,—1) ( )
u=1i-—k,v=5j—5k,w=10j
Usa vectores para mostrar que un paralelogramo con
diagonales iguales es un cuadrado.

Usa vectores para mostrar que las diagonales de un rombo son
perpendiculares.

Demuestre que u-(v+w) =u-v+u-w es verdadero
para cualquier vectoru, vy w.

Verifica la identidad u- (v+w)=u-v+u-w para los
vectoresu = (1,0,4),v = (—2,3,5),yw = (4, —2,6).

2
Para los siguientes problemas, se proporciona el vector u.

a. Encuentralos cosenos directores para el vector u.

b. Encuentra los dngulos directores para el vector u expresado
en grados. (Redondea la respuesta al entero mas cercano).

u=(2,2,1)( )

u=1i-2j+2k
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u=(—-1,5,2)( )
u= (23,4
Considere u = (a, b, ¢) un vector tridimensional distinto de

cero. Supén que cosa, cosB y cosy sean los cosenos directores de u.
Demuestra que cos2a + cos23 + cos2vy = 1.

Determina los cosenos directores del vector u = i + 2j + 2k

y demuestra que satisfacen cos2a + cos28 + cos2y = 1.

Para los siguientes ejercicios, se dan los vectoresu y v.

a.

Encuentre la proyeccion del vector w = proj, v del vector v
sobre el vector u. Expresa tu respuesta en forma de
componente.

Encuentre el calculo de |la proyeccion escalar del vector v en
el vector u.

u=>5i+2j,v=2i+3j( )
u=(-4,7),v=(35)
u=3i+2k,v=2j+ 4k ( )
u=(4,4,0),v=(0,4,1)

Consideralos vectoresu = 4i — 3jyv = 3i + 2j ( ).

Encuentra la forma componente del vector w = proj, v, que
representa la proyeccion de v sobre u

Escribe la descomposicion v = w + q del vector v en los
componentes ortogonales w y q, donde w es la proyeccién de
v sobre uy q es un vector ortogonal aladireccién de u

208


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r163.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r167.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r169.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r171.html

Consideralosvectoresu = 2i +4jyv = 4j + 2k

a. Encuentra la forma componente del vector w = proj, v, que
representa la proyeccién de v sobre u

b. Escribe la descomposicion v = w 4 q del vector v en los
componentes ortogonales w y q, donde w es la proyeccion de
v sobre uy q es un vector ortogonal aladireccién de u

Una molécula de metano tiene un atomo de carbono situado
en el origen y cuatro atomos de hidrégeno ubicados en los puntos
P(1,1,-1),Q(1,-1,1),R(—-1,1,1) y S(—1,—1,—1) (ver figura)
( ).

a. Encuentra la distancia entre los atomos de hidrégeno
ubicadosen Py R.

— =
b. Encuentra el angulo entre los vectores OS y OR que
conectan el atomo de carbono con los atomos de hidréogeno
ubicados en S y R, que también se llama angulo de enlace.
Expresa la respuesta en grados redondeados a dos decimales.

P(1,1, —1)
S(—1, -1, —1)
[T] Encuentra los vectores que unen el centro de un reloj a las

horas 1:00, 2:00 y 3:00. Supdn que el reloj es circular con un radio de

1 unidad.
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175. Encuentra el trabajo realizado por la fuerza F = (5,6, —2)
(medido en Newtons) que mueve una particula desde el punto
P(3,—1,0) al punto Q(2,3,1) a lo largo de una linea recta (la
distancia se mide en metros) ( ).

176. [T] Se tira de un trineo ejerciendo una fuerza de 100 N sobre
una cuerda que forma un angulo de 25° con la horizontal. Encuentra el
trabajo realizado al tirar del trineo 40 m. (Redondea la respuesta a un
decimal).

177. [T]1Un padre tira de su hijo en un trineo en un angulo de 20° con
la horizontal con una fuerza de 25 Ib (ver la siguiente imagen). Tira del
trineo en un camino recto de 50 pies. ;Cuanto trabajo hizo el hombre
que tira del trineo? (Redondea la respuesta al entero mas cercano)

( ).

1/8. [T] Se remolca un automovil con una fuerza de 1600 N. La
cuerda utilizada para tirar del automovil forma un dngulo de 25° con la
horizontal. Encuentra el trabajo realizado en remolcar el coche 2 km.
Expresa la respuesta en julios (1J = 1N - m) redondeada al entero
mas cercano.

179. [T1Un barco navega hacia el norte con la ayuda de un viento que
sopla en una direccién de N30°E con una magnitud de 500 Ib. ;Cuanto
trabajo realiza el viento cuando el barco se mueve 100 pies?
(Redondea larespuesta a dos decimales) ( ).
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El vector p = (150, 225, 375) representa el precio de ciertos
modelos de bicicletas que se venden en una tienda de bicicletas. El
vector n = (10, 7,9) representa el nimero de bicicletas vendidas de
cada modelo, respectivamente. Calcula el producto punto p-n y
establece su significado.

[T] Dos fuerzas F'; y F'5 estan representadas por vectores con

puntos iniciales que estan en el origen. La primera fuerza tiene una
magnitud de 20 Ib y el punto final del vector es el punto P(1,1,0)

( )-

La segunda fuerza tiene una magnitud de 40 Ib y el punto final de su
vector es el punto Q(0, 1, 1). Sea F la fuerza resultante de las fuerzas

Fl YFz.

Halla la magnitud de F'. (Redondea la respuesta a un decimal).

b. Encuentra los angulos directores de F'. (Expresa la respuesta
en grados redondeados a un decimal).

[T] Considerar(t) = (cost, sent, 2t) el vector de posicion de
una particula en el tiempo ¢ € [0, 30], donde las componentes de r se

—
expresan en centimetros y el tiempo en segundos. Supén que OP es
el vector de posicion de la particula después de 1 seg.

a. Demuestra que todos los vectores P—Q> donde Q(z, y, z) esun
punto arbitrario, ortogonal al vector de velocidad instantanea
v(1) de la particula después de 1 segundo, puede expresarse
como = (x — cosl,y — senl,z — 2), donde xsenl —
ycosl — 2z + 4 = 0. El conjunto del punto Q describe un

plano llamado plano normal a la trayectoria de la particula en
el punto P.
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b. Usa un CAS para ver el vector de velocidad instantanea y el
plano normal en el punto Py la trayectoria de la particula.

2.5 Producto cruz o vectorial

Imagina a un mecanico girando una llave para apretar un perno. El
mecanico aplica una fuerza al final de la llave. Esto crea rotacion, o
torque, que aprieta el perno. Podemos usar vectores para
representar la fuerza aplicada por el mecanico y la distancia (radio)
desde el perno hasta el final de la llave. Entonces, podemos
representar el par mediante un vector orientado a lo largo del eje de
rotacion. Ten en cuenta que el vector de torque es ortogonal tanto
para el vector de fuerza como para el vector de radio.

En esta seccidn, desarrollaremos una operacion llamada producto
cruz, gue nos permite encontrar un vector ortogonal a dos vectores
dados. Calcular el par es una aplicacién importante de los productos
cruz,y examinamos el par con mas detalle mas adelante en la seccién.

2.5.1 El producto cruz y sus propiedades

El producto punto es una multiplicacién de dos vectores que da como
resultado un escalar. En esta seccion, presentamos un producto de
dos vectores que genera un tercer vector ortogonal a los dos
primeros. Considera cdmo podriamos encontrar ese vector. Sean

u = (uj,ug,u3) y v = (v1,v2,v3) vectores distintos de cero.
Queremos encontrar un vector w = (w1, w2, ws) ortogonal auy v,
es decir, gueremos encontrar w talqueu-w =0yv-w = 0. Por lo
tanto, wy, w9 y w3 deben satisfacer

urw; + ugws + ugws = 0
viwi + vowz + vsws =0
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Si multiplicamos la ecuacién superior por v3 y la ecuacion inferior por
ug y restamos, podemos eliminar la variable ws, que da

(U1’03 — ’U1’LL3)’LU1 + (U2’U3 — ’U2U3)’w2 =0
Si seleccionamos

W1 = U2V3 — U3V2
Wo = —(uw?, - U3711)

obtenemos un posible vector de solucién. Sustituir estos valores
nuevamente en las ecuaciones originales da

W3 = UIV2 — U2V
Es decir, el vector
w = (uav3 — u3v2, —(U1V3 — U3V1), UIV2 — U2V1)

es ortogonal auy v, lo que nos lleva a definir |a siguiente operacion,
llamada producto cruz.

DEFINICION

Seanu = (u1,u2,u3) y v = (v1,v2,vs). Entonces, el producto
cruzu X v es el vector

u X v = (ugvs — uzv2)i — (u1v3 — ugv1)j + (u1v2 — uevy )k

= <U203 — U3va2, —(Ulv3 - U3®1),U1"U2 - U2’01>

(2.9)
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Por la forma en que hemos desarrollado u x v, debe quedar claro
que el producto cruz es ortogonal tanto para u como para v. Sin
embargo, nunca esta de mas comprobarlo. Para mostrar queu X v es
ortogonal a u, calculamos el producto escalardeuyu X v.

u-(uxv)=(u,uz,us) - (ugv3 — u3v2, —UIV3 + U3V1, U1 V2 — U2V )
= u1 (u2v3 — u3va) + uz (—u1vs + uzv1) + uz(ur1v2 — ugv1)
= UpUV3 — UIUZV2 — U UgV3 + UgU3V1 + UTUZV2 — U2U3 V]
= (urugvs — u1u2'03) + (—u1u3’02 + U1u31)2) + (U2U3711 — u2u3’01)
=0

De manera similar, podemos mostrar que el producto cruz también es
ortogonal av.

B Ejercicio Encontrar un producto cruz

Seanp = (—1,2,5) y q = (4,0, —3) (Figura 2.53). Encuentra
u x v.

(%) Solucién
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Z |

q=(40 -3

Figura 2.53. Encontrar un producto cruz para dos vectores dados.

En la siguiente escena interactiva (adaptacion de una escena del libro
Geometria analitica del espacio), puedes verificar la ortogonalidad de
los vectores p y q con el producto cruz p x q. Usa la barra de escala
para apreciar el vector azul. Puedes modificar los valores de py q
para hallar otros productos vectoriales.

Prueba que si p y q sen encuentran en el plano XY, entonces p X q
ird en direccién Z; por ejemplo, p = (3,0,0) y q = (1, 3,0), tendra
como producto cruzp x q = (0,0, 9); es decir 9k
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coon (]

Aunque puede no ser obvio en la Ecuacion 2.9, la direcciondeu X v

viene dada por la regla de la mano derecha. Si levantamos la mano
derecha con los dedos apuntando en la direccion de u, luego

doblamos los dedos hacia el vector v, el pulgar apunta en la direccion
del producto cruz, como se muestra en la figura 2.54.

Después de la figura, observa la escena interactiva (en pantalla
ampliada es mejor) en la que se explica la regla de la mano derecha en
"Fisica Estatica", para el caso de torques o momentos.
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Figura 2.54. La direccion de u x v esta determinada por la regla de la
mano derecha.

=l

Regla de la mano derecha

M=rxF

De acuerdo a la definicion del producto vectorial,
el momento M_=r x F es perpendicular al plano

gue contiene a los vecioresry F.

La direccidn del momento se define por el sentido
de rotacion gue se genera al llevar el vector r a la
posicign del vector F. Si esta rotacion, observada
desde la punta de M, es en sentido antihorario,
decimos que el momento es positivo, en caso
contrario, lo asumiremos negativo.

Otra forma, es usar |a regla de la mano derecha.
Curve sus dedos, simulando el giro gue se genera
al llevar r a F La direccion del pulgar indica el

sentido del momento. m
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Observa lo que esto significa para la direccién de v x u. Si aplicamos
la regla de la mano derecha a v X u, comenzamos con nuestros
dedos apuntando en la direccion de v, luego doblamos nuestros
dedos hacia el vector u. En este caso, el pulgar apunta en la direccién
opuestade u x v. (jIntentalo!)

B Ejercicio Anticommutatividad del producto cruz

Seanu=(0,2,1) yv=(3,-1,0). Calculauxvyvxuy
graficalos.

(%) Solucién

4

Figura 2.55. ;Los productos cruz ux v y v X u estan en la misma
direccion?
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Los productos cruz de los vectores unitarios i, j y k pueden ser tiles

para simplificar algunos calculos. Una aplicacion directa de la
definiciéon muestra que

ixi=jxj=kxk=0

El producto cruz de dos vectores es un vector, por lo que cada uno de
estos productos da como resultado el vector cero, no el escalar O.
Verificalos calculos por tu cuenta.

Ademas, debido a que el producto cruz de dos vectores es ortogonal
a cada uno de estos vectores, sabemos que el producto cruzdeiy jes
paralelo a k. Del mismo modo, el producto vectorial de i y k es
paralelo a j, y el producto vectorial de j y k es paralelo a i. Podemos
usar la regla de la mano derecha para determinar la direccién de cada
producto. Entonces tenemos

ixj=k jxi=-k
jxk=i k xj=—i
kxi=] ixk=—j

B Eercido Pro’ducto cruz de vectores unitarios
estandar

Encuentrai x (j x k)

(%) Solucién

219


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/cap2/r33.html

Como hemos visto, el producto punto a menudo se llama producto
escalar porque da como resultado un escalar. El producto cruz da
como resultado un vector, por lo que a veces se denomina producto
vectorial. Estas operaciones son versiones de multiplicacién de
vectores, pero tienen propiedades y aplicaciones muy diferentes.
Exploremos algunas propiedades del producto cruz. Probamos solo
algunos de ellos. Las pruebas de las otras propiedades se dejan como
ejercicios.

TEOREMA 2.6
Propiedades del producto cruz

Supongamos que u, v y w son vectores en el espacio, y que c es
un escalar.

i.

i u X v = —v X u (Anticommutativa)

iii. WX (v+w)=uxv+uxw (Distributiva)

iv. c(uxv)=(cu) xv=ux(cv)

V. u X 0 = 0 x u (Producto cruz del vector cero)
vi. v X v = 0 Producto de un vector consigo mismo

u- (v xw)=(uxv)-w (Triple producto escalar)

Prueba

Para la propiedad i, queremos demostrar ux v = —(v X u).
Tenemos
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uxv= U1,U2,U3> X (711,02,173)

UgV3 — U3Vg, —UIV3 + U3V, UIVs — UV1)

<
<

—(u3vy — ugV3, —UzV1 + UV3, UV — U V3)

—<’U1,’U2,’U3> X <U1,’LL2,’LL3>

= —(v xu)

A diferencia de la mayoria de las operaciones que hemos visto, el
producto cruz no es conmutativo. Esto tiene sentido si pensamos en
la regla de la mano derecha.

La propiedad iv. se deduce directamente de |la definicién del producto
cruz. Tenemos

ux0=(uz-0—u3-0,—(ug-0—wuz-0),u; -0—uy-0)

=(0,0,0) =0

Entonces, por propiedad i., 0 x u = 0. Recuerda que el producto
escalar de un vector y el vector cero es el escalar O, mientras que el
producto cruz de un vector con el vector cero es el vector 0.

Propiedad vi. se parece a la propiedad asociativa, pero ten en cuenta
el cambio en las operaciones:

u- (v xw)=u-(vws — v3wy, —v1w3 + V3W1, V1Wy — VoW1 )

= U3 (Vows — v3wq) + U (—V1W3 + v3wy) + usz(Viwy — vows)

= U1V2W3 — U1 V3W9 — U2V1W3 + U9 V3 W7 + U3V1 Wy — U3VW1

= (ugv3 — ugve)wy + (uzvy — u1v3)wy + (U1vy — UV1 W3
= (u2v3 — U3 V2, U3V1 — UIV3, UIV2 — U201> : <’w1,’w2,w3>

=(uxv) w
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B Ejercicio Uso de las propiedades del producto cruz

Usa las propiedades del producto cruz para calcular (2i x
3j) % j
(%) Solucién

Hasta ahora en esta seccidon, nos hemos preocupado por la direccién
del vector u x v, pero no hemos discutido su magnitud. Resulta que
hay una expresién simple para la magnitud de u x v que involucra las
magnitudes deuy v, y el seno del angulo entre ambos vectores.

TEOREMA 2.7
Magnitud del producto cruz
Sena los vectoresuy v,y sea 6 el angulo entre ellos. Entonces,

[lux vl = [u] - |v]send

Prueba

Sean u = (ujg,us,us) Yy v = (v1,v9,v3) los vectores, y 8 el angulo

entre ellos.

Luego
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lu x V||2 = (ugv3 — U3v2)2 + (ugv1 — u1v3)2 + (uiv2 — uzv1)2
= ugvg — 2ugu3vav3 + u§v§ + ugfvf — 2ujugv1v3 + u%v:,z)

+ udvi — 2uupv vy + UFVE

= ujv} + uivi + u%v% + vy + ujvs + ugvg + ugv%
+ udvd +udvi — (uiv] + usvs + uivd + 2uuavi v
+ 2uiugv1v3 + 2usuzvavs)

= (uf +uj +u3) (v + v +v3) — (urv1 + ugve + uzvs)?

= [[ul[Iv[* — (u-v)*

2 2 2 2

2
= [V = [lul["[lv[]* = cos™@
= [[ulP*Iv[*(1 — cos™0)

= [[ul*|Iv]]*(sen®0)

Tomando raices cuadradas y observando que v/ sen?6 = senf para
0 < 6 < 180°, tenemos el resultado deseado:

lux vl = [[a] - |v]sent

Esta definicidn del producto cruz nos permite visualizar o interpretar
el producto geométricamente. Estd claro, por ejemplo, que el
producto cruz se define solo para vectores en tres dimensiones, no
para vectores en dos dimensiones. En dos dimensiones, es imposible
generar un vector simultaneamente ortogonal a dos vectores no
paralelos.
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B Ejercicio Calculo del producto cruz

Usa las propiedades del producto cruz para encontrar la
magnitud del producto cruzde u = (0,4,0)yv = (0,0, —3).

(%) Solucién
2.5.2 Determinantesy el producto cruz

Usar la ecuacion 2.9 para encontrar el producto cruz de dos vectores
es sencilloy presenta el producto cruz en la forma de componente. La
formula, sin embargo, es complicada y dificil de recordar.
Afortunadamente, tenemos una alternativa. Podemos calcular el
producto cruz de dos vectores usando la notacién determinante.

Un determinante 2 x 2 se define por

Z; Zi = ai1bs — bias
Por ejemplo
3 -2
l5 1 ' =3(1) —5(—-2)=3+10=13

Un determinante 3 x 3 se define en términos de determinantes 2 x 2
de la siguiente manera:
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a; ag as
b1 b2 b3| =a;

ci C2 C3

by b3

Cy C3

b1 b3
C1 C3

br b

+ as
C1 Co

—ap (2.10)

La ecuacion 2.10 se conoce como la expansion del determinante a lo
largo de la primera fila. Observa que los multiplicadores de cada uno
de los determinantes 2 x 2 en el lado derecho de esta expresiéon son
las entradas en la primera fila del determinante 3 x 3. Ademas, cada
uno de los determinantes 2 X 2 contiene las entradas del
determinante 3 x 3 que quedarian si se tacharan la fila y la columna
que contiene el multiplicador. Por lo tanto, para el primer término a la
derecha, a; es el multiplicador, y el determinante 2 x 2 contiene las
entradas que quedan si se tachan la primera fila y la primera columna
del determinante 3 x 3. Del mismo modo, para el segundo término, el
multiplicador es as, y el determinante 2 x 2 contiene las entradas
gue quedan si se tachan la primera fila y la segunda columna del
determinante 3 x 3. Observa, sin embargo, que el coeficiente del
segundo término es negativo. El tercer término se puede calcular de
manera similar.

B Ejercicio Uso de la expansion a lo largo de la primerra
fila para calcular un determinante 3 x 3

2 5 -1
Evaluar el determinante|—1 1 3
-2 3 4

(%) Solucién
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Técnicamente, los determinantes se definen solo en términos de
matrices de numeros reales. Sin embargo, la notacién determinante
proporciona un dispositivo mnemoénico util para la formula del
producto cruz.

Regla: Producto cruz calculado por un determinante

Sean u = (u1,u2,u3) y v = (vi,v2,v3) vectores. Entonces el
producto cruz u X v viene dado por
i j k
UXv=|uy U Uzl =
U1 V2 U3

U2 Ug
V2 Vg

uip ug
V1 V3

Uy U2
1 Va2

J+ k

i—

B Ejercicio Usando la notacion determinante para
encontrar el producto cruz

Seanp = (—1,2,5)yq = (4,0, —3).Encuentrap x q.

() Solucién
2.5.3 Usando el producto cruz

El producto cruz es muy util para varios tipos de calculos, que
incluyen encontrar un vector ortogonal a dos vectores dados,
calcular areas de triangulos y paralelogramos, e incluso determinar el
volumen de la forma geométrica tridimensional hecha de
paralelogramos conocidos como paralelepipedos.
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Los siguientes ejemplos ilustran estos calculos.

B Ejercicio Encontrar un vector unitario ortogonal a
dos vectores dados

Dados a = (5,2, —1) y b = (0, —1,4). Encuentra un vector
unitario ortogonal a los vectores ay b.

(%) Solucién

Para usar el producto cruz para calcular areas, establecemos y
probamos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.8

Area de un paralelogramo

Si ubicamos los vectores u y v de manera que formen lados
adyacentes de un paralelogramo, entonces el &area del
paralelogramo viene dada por ||u x v|| (Figura 2.57).

Prueba

Demostramos que la magnitud del producto cruz es igual a la base
por la altura del paralelogramo.

Area de un paralelogramo = base x altura
= [uf/(|lv]|senb)

= [[uf < Iv]
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[v| sin @

1

L]
]
L]

Figura 2.57. El paralelogramo con lados adyacentes u y v tiene base ||ul|
y altura ||v||senf.

B Ejercicio Encontrar el area de un triangulo

Sean P = (1,0,0),Q = (0,1,0) y R = (0,0, 1) los vértices de
un tridngulo (Figura 2.58). Encuentra su area

z

] e
\\ R - (0,0, 1)’//

P
P=(100 4 \\ Q=010
S

-~ I

X

Figura 2.58. Encontrar el area de un triangulo usando el producto
cruz.

(%) Solucién
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Nuevamente recurrimos al libro Geometria analitica del espacio de
Maria José Garcia Cebrian y Elena E. Alvarez Saiz, que nos ofrecen la
siguiente escena interactiva:

T
Sean los vectores: U= ( : i : : : )y v=( : ' : ' :

,‘1 1‘_+‘1-2
hapdT e

—

_‘-2 1

5 ‘k=(2,3,4)

i k
Uuxv= I 1
i G -2

-2
2

|axv=q/ 22t 32+ 42 =/ 29 =539

area (OABC)=|uxv]= \ 29 =5,39 u.a.

2.5.4 El producto triple escalar

Debido a que el producto cruz de dos vectores es un vector, es
posible combinar el producto escalar y el producto cruz. El producto
escalar de un vector con el producto cruz de otros dos vectores se
llama producto triple escalar o producto mixto porque el resultado

es escalar.
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DEFINICION
El producto triple escalar de los vectores u, vy w es

u-(vxw)

TEOREMA 2.9

Calculo del producto triple escalar

El producto triple escalar de los vectores u = uji + usj +
usk, v=vii+wv2j + vk, vy w=wii+ waj+ w3k es el
determinante de la matriz 3 x 3 formada por los componentes
de los vectores:

Uy U2 U3
u-(vxw)=|vy v2 U3
w; w2 W3

Prueba

u- (VX w) = (ui,us,us) - (Vows — v3ws, —V1 W3 + V3W1, V1 Wy — VoW1
= uy (vows — v3wsy) + us(—v1w3 + v3wy) + uz(viwy — Vau
= Ul(’vz’w?, — vng) — u2(v1w3 — v3w1) + U3(’01w2 — ’Ug’wlj

u1 u2 us
= | Va2 V3
wy w2 w3
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B Ejercicio Calculo del producto triple escalar

Seanu = (1,3,5),v=(2,—-1,0) y w = (—3,0,—1). Calcula
el producto triple escalaru - (v x w)

Ew) Solucién

Cuando creamos una matriz a partir de tres vectores, debemos tener
cuidado con el orden en que los enumeramos. Si los enumeramos en
una matriz en un orden y luego reorganizamos las filas, el valor
absoluto del determinante permanece sin cambios. Sin embargo,
cada vez que dos filas cambian de lugar, el determinante cambia de
signo:

a, as as bl b2 b3
b1 b2 b3|=d |a1 a2 a3|=-—d
it C2 C3 i C2 C3
bl bz b3 C1 Co Cs
ci ¢ c3|l=d |bp by b3|=-—d
ap a2 asg ap a2 asg

Verificar este hecho es sencillo, pero bastante desordenado.
Echemos un vistazo a esto con un ejemplo:

1 2 1

0 3 -2 3| |-2 0
20 3=k Al A
L1 -t 4 1|74 1

0-3)—22-12)+(-2-0)=-3+20—2=15
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Cambiando las dos filas superiores tenemos

-2 0 3
1 2 1 :—2‘
4 1 -1

1 2
4 -1

2 1

1 2
LA A

o Al
=-2(-2-1)+31-8) =6-21=-15

Reorganizar los vectores en los productos triples es equivalente a
reordenar las filas en la matriz del determinante. Sean u = u;i +
uoj + usk, v =v1i+ v9j + vk, y w = wii+ wej + wsk.
Aplicando el calculo de un producto triple escalar, tenemos

Ul u2 U3
u-(vxw)=|vi v2 v3| y
wy w2 w3
ur U2 U3
u-(wxv)=|w w ws
U1 V2 U3

Podemos obtener el determinante para calcular u-(w x v)
cambiando las dos filas inferiores de u - (v x w). Por lo tanto,
u-(vxw)=—-u-(wxv)

Siguiendo este razonamiento y explorando las diferentes formas en
que podemos intercambiar variables en el producto triple escalar, se
obtienen las siguientes identidades:

u-(vxw)=—-u-(wxv)

u-(vxw)=v-(wxu)=w-(uxv)
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Sean u y v dos vectores en posicién estdndar. Si u y v no son
multiplos escalares entre si, entonces estos vectores forman lados
adyacentes de un paralelogramo. Vimos que el area de este
paralelogramo es ||u x v||. Ahora supongamos que agregamos un
tercer vector w que no se encuentra en el mismo planoque uy v
pero que aun comparte el mismo punto inicial. Luego, estos vectores
forman tres bordes de un paralelepipedo, un prisma tridimensional
con seis caras que son cada uno paralelogramos, como se muestra en
la figura 2.59. El volumen de este prisma es el producto de la altura de
la figura y el area de su base. El producto triple escalar deu, vy w
proporciona un método simple para calcular el volumen del
paralelepipedo definido por estos vectores.

TEOREMA 2.10
Volumen de un paralelepipedo

El volumen de un paralelepipedo con bordes adyacentes dados

por los vectores u, v y w es el valor absoluto del producto
escalar triple:

V=la(vxw)

Ver figura 2.59

Observa que, como su nombre lo indica, el producto triple escalar
produce un escalar. La férmula de volumen que se acaba de presentar
utiliza el valor absoluto de una cantidad escalar.
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Figura 2.59. La altura del paralelepipedo viene dada por ||proyyxwul|.

Prueba

El drea de la base del paralelepipedo viene dada por ||[v x w]||. La
altura de la figura viene dada por ||proyyxwul. El volumen del
paralelepipedo es el producto de la altura y el area de la base, por lo
que tenemos

V = ||proyvxwul|||v x wul|

ju-(vxw)

lv > wii

lv < w]

=|u-(vxw)|
B Ejercicio Calculo del volumen de un paralelepipedo

Sean u=(-1,-2,1),v=(4,3,2) y w=(0,-5,-2).
Encuentra el volumen del paralelepipedo con bordes
adyacentesu, vy w (Figura 2.60).

(%) Solucién
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Figura 2.60. Paralelepipedo con bordes adyacentes u,vy w

En la pagina siguiente, puedes interactuar con una escena de
GeoGebra, disenada por Juan Carlos Ponce Campuzano, en la que
puedes cambiar los valores del los vectores u, v y w moviendo sus

puntos finales en la ventana tridimensional.

Interactla con la escena en una pantalla ampliada (clic en la esquina
superior derecha).
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]u- {\r X w)| =13.85

Op=02 =
*— [ e

2.5.5 Aplicaciones del producto cruz

El producto cruz aparece en muchas aplicaciones practicas en
matematicas, fisica e ingenieria. Examinemos algunas de estas
aplicaciones aqui, incluida la idea del par, con el que comenzamos
esta seccion.

B Fercido Uso del producto triple escalar

Usa el producto triple escalar para mostrar que los vectores
u=(2,0,5),v=1(2,2,4)yw = (1, —1, 3) son coplanares, es
decir, muestra que estos vectores se encuentran en el mismo
plano

() Solucién
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B Elercido Hallando un vector ortogonal

Solo uno y solo un plano puede pasar a través de cualquier
conjunto de tres puntos no colineales. Encuentra un vector
ortogonal al plano que contenga los puntos P =

(9,-3,-2),Q =(1,3,0)yR = (—2,5,0).

Ew) Solucién

Hemos visto cémo usar el producto escalar triple y cémo encontrar
un vector ortogonal a un plano. Ahora aplicamos el producto cruz a
situaciones del mundo real.

Algunas veces una fuerza hace que un objeto gire. Por ejemplo, girar
un destornillador o una llave crea este tipo de efecto de rotacion,
llamado torque.

DEFINICION

Torque, 7 (la letra griega tau), mide la tendencia de una fuerza a

producir rotacion alrededor de un eje de rotaciéon. Sea r un

vector con un punto inicial ubicado en el eje de rotaciény con un
punto final ubicado en el punto donde se aplica la fuerza, y deja
que el vector F represente la fuerza. Entonces el par es igual al

productocruzderyF:

7T=r X F
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Figura 2.61. El par o torque mide como una fuerza hace que un objeto gire.

Piensa en usar una llave para apretar un tornillo. El torque 7 aplicado

al perno depende de cuan fuerte empujemos la llave (fuerza) y cuan
lejos del mango apliquemos la fuerza (distancia). El par aumenta con
una mayor fuerza sobre la llave a una mayor distancia del perno. Las
unidades comunes de torque son el newton-metro o pie-libra.
Aunque el torque es dimensionalmente equivalente al trabajo (tiene
las mismas unidades), los dos conceptos son distintos. El par se usa
especificamente en el contexto de rotacién, mientras que el trabajo
generalmente implica movimiento a lo largo de una recta.

B Ejercicio Calculando un torque

Se aprieta un perno aplicando una fuerza de 6 N a una llave de
0,15 m (Figura 2.62). El angulo entre la llave y el vector de
fuerza es de 40° Encuentra la magnitud del par sobre el centro
del perno. Redondea la respuesta a dos decimales.

(%) Solucién
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Figura 2.62. El torque describe la accion de torsion de la llave.

En Fisica Estatica, el torque se suele [lamar "momento de una fuerza",
tal como se explica a continuacion:

o]

Ecuaciones del momento de una fuerza

Como vimos, en la motivacion, hay muchas
situaciones en las que una fuerza produce un
giro o Una rotacion alrededor de un punto.

En la figura, de la ventana derecha, hay una

placa rigida en la que actiGa unafuerza F, el /
momento de F alrededor del punto o lo hemos i
representado por Mo, el cual es perpendicular [

al plano. La ecuacion para hallar el momento I-\
esta dada por la expresion Mo=Fd.

Observa gue F tiende a rotar laplacaen el Mo = Fd

sentido antihorario.
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Observa otros ejemplos de aplicacion de torques o momentos:

7]

Ejemplos de aplicacién

Ejemplo 1. Mo=1500.0psi

En la ventana derecha, una barra empotrada
en el extremo izquierdo y de 50 pulgadas de
longitud, esta sometida a una fuerza de 30

libras aplicada en el extrema derecho. A 50.0in. ‘3‘0 b
— : :
v’ l

El momento en el punto O seria de 1500 Ib*in == 501In ¥

Cambia la posicion de la fuerza haciendo clic
en las flechas del control.

B Ejercicios

@y
m . . . . .
Para los siguientes ejercicios, se dan los vectoresuy v.

a. Encuentra el producto cruz u x v de los vectores u y v.
Expresa la respuesta en forma de componente.

b. Dibujalosvectoresu,vyu x v

183. u=(2,0,0),v = (2,2,0) (Solucion)
184. u=(3,2,-1),v = (1,1,0)

185, u=2i+ 3j,v=j+ 2k (Solucion)
186, u=2j+3k,v=3i+k

240



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r183.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r185.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/interactivos/capitulo2/momentos/escenas/momentos4.html

Simplifica(i xi—2i x j—4i x k4 3j x k) x i( )
Simplificaj x (k x j+2j xi—3j x j+ 5i x k)

2
En los siguientes ejercicios, se dan los vectores u y v. Encuentra

el vector unitario w en la direccién del vector de producto cruzu x v.
Expresa su respuesta usando vectores unitarios estandar.

- <37_1’2>7VZ <_27071>( )

u= O_P>,v = @ donde P(—1,1,0)yQ(0,2,1)
Determina el nimero real o tal que u X v e i son ortogonales,
dondeu =3i+j— 5kyv =4i—2j+ ak( )

Demuestra que uxv y 2i— 14j+ 2k no pueden ser
ortogonales para ninglin nimero real o, donde u =i+ 7j — kyv =
oi+ 5+ k

Demuestraqueu X vesortogonalau+ vyu — v,dondeuy
v son vectores distintos de cero.

Demuestra que v x u es ortogonal a (u-v)(u+v)+u,

donde uy v son vectores distintos de cero.

i j k
Calculaeldeterminante: |1 —1 7| ( )

2 0 3

i j k
Calculaeldeterminante: |0 3 —4

1 6 -1
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[o/]
Para los siguientes ejercicios, se dan los vectores uy v. Utiliza la

notacién determinante para encontrar el vector ortogonal a los
vectoresuyv.

u=(-1,0,e"),v = (1,e7*,0), donde t es un nimero real
( ).

u=(1,0,z),v=(2,1,0), donde x es un numero real
distinto de cero.

i j ok
Encuentrael vector (a — 2b) x ¢,dondea = |2 —1 5|,
0O 1 8
i j k
b=|0 1 1 |,yce=i+j+k( )
2 —1 -2
i j k
Encuentrael vectorc x (a+ 3b),dondea= (5 0 9|,
0 1 0
i k
b=|0 -1 1|yc=i—k
7T 1 -1

[T] Usa el producto cruz u x v para encontrar el angulo agudo
entre los vectoresuy v,dondeu =i+ 2jy v =1+ k. Expresa la
respuesta en grados redondeados al entero mas cercano ( ).

[T] Usa el producto cruz u x v para encontrar el angulo
obtuso entre los vectoresuy v,dondeu = —-i+3j+kyv=1-—
2j. Expresa la respuesta en grados redondeados al entero mas
cercano.
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Usa el seno y el coseno del angulo entre dos vectores distintos
de cero uy v para demostrar la identidad de Lagrange: |[u x v||? =
[al?[[v]* = (u-v)?

Verifica la identidad de Lagrange ||u x v||? = |[u/?|v|* —
(u-v)?paralosvectoresu = —i+j — 2kyv = 2i — j.

Los vectores distintos de cerou y v se denominan colineales si
existe un escalar a distinto de cero tal que v. = au. Demuestra que u
y v son colineales siysolosiu x v = 0.

Los vectores distintos de cerouy v se denominan colineales si
existe un « escalar distinto de cero tal que v = au. Demuestra que

los  vectores ﬂ?) y Aﬁ son colineales, donde
A(4,1,0),B(6,5,—2)yC(5,3,-1).

Encuentra el area del paralelogramo con lados adyacentes
u=(3,2,00yv=0,2,1)( ).

Encuentra el area del paralelogramo con lados adyacentes
u=i+jyv=i+k

Considera los puntos A(3,—1,2),B(2,1,5),y C(1,—-2,—-2)
( ).

a. Encuentra el area del paralelogramo ABCD con lados
adyacentes @ y A—d

b. Encuentrael dreadel tridangulo ABC.

c. Encuentraladistanciadesde el punto A alarecta BC.

Considera los puntos A(2, —3,4), B(0,1,2),y C(-1,2,0).
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a. Encuentra el area del paralelogramo ABCD con lados
— —
adyacentes ABy AC.

b. Encuentraladistanciadesde el punto B alarecta AC.

4]
En los siguientes ejercicios, los vectores u, v y w son dados.

a. Encuentra el producto escalar tripleu - (v x w).

b. Encuentra el volumen del paralelepipedo con los bordes
adyacentesu,vyw

u=i+jv=j+kyw=1i+k( )

u=(-3,5-1),v=(0,2,-2)yw = (3,1,1)

Calcula los productos escalares triples v - (u x
(uxv), donde u=(1,1,1),v=(7,6,9) y w
( ).

Calcula los productos escalares triples wedot(v x u) y u -
(w x v),dondeu = (4,2, -1),v = (2,5,-3) yw = (9,5, —10).

W)y w-

(4,2,7)

Encuentra los vectores a, b y ¢ con un producto escalar triple
dado por el determinante

1
0 . Determina su producto triple escalar ( ).
8

Nl RN V)
N Ot W

El producto triple escalar de los vectores a, b y ¢ esta dado
por el determinante

0 -2 1
O 1 4|.Encuentraelvectora— b+ c
1 -3 7
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Considera el paralelepipedo con bordes OA,OB, y OC,

donde A(2,1,0), B(1,2,0)yC(0,1, ) ( ).

a.

Encuentra el nimero real a > 0 tal que el volumen del
paralelepipedo es 3 unidades®.

Para a = 1, encuentra la altura h desde el vértice C del
paralelepipedo. Dibuja el paralelepipedo.

Considera los puntos A(«, 0,0), B(0,3,0),y C(0,0,7), con

a, By v nUmeros reales positivos.

a.

Determina el volumen del paralelepipedo con lados
adyacentes OA, OB,y OC.

Encuentra el volumen del tetraedro con vértices O, A, By C.

(Sugerencia: el volumen del tetraedro es 1/6 del volumen del
paralelepipedo).

Encuentra la distancia desde el origen hasta el plano
determinado por A,B y C. Dibuja el paralelepipedo y el

tetraedro.

Sean u, v, y w vectores tridimensionales y ¢ un numero real.

Demuestra las siguientes propiedades del producto cruz.

a
b.

)

uxu=0
ux (v4+w)=(uxv)+(uxw)
c(uxv)=(cu) xv=ux(cv)

u-(uxv)=0
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Demuestra que los vectores u = (1,0, —8),u = (0,1,6), y
w = (—1,9,3) satisfacen las siguientes propiedades del producto
cruz.

a. uxu=0
b. ux(v+w)=(uxv)+(uxw)

c(uxv)=(cu) xv=ux(cv)

0

d u-(uxv)=0

Vectores distintos de cero u,v, y w se dice que son
linealmente dependientes si uno de los vectores es una combinacion
lineal de los otros dos. Por ejemplo, existen dos numeros reales
distintos de cero a y 8, de modo que w = au + Bv. De lo contrario,
los vectores se denominan linealmente independientes. Demuestra
que u,v, y w son coplanarios si y solo si son linealmente
dependientes.

Considera los vectores u = (1,4, —7),u = (2, -1,4),w =
<07 —9, 18>’yp - <07 -9, 17>

a. Demuestra que u, v, y w son coplanarios al usar su producto
triple escalar

b. Demuestra que u,v, y w son coplanares, utilizando Ia
definicién de que existen dos numeros reales distintos de cero
ay B demodoquew = au + Av.

c. Demuestra que u,v y p son linealmente independientes, es
decir, ninguno de los vectores es una combinacién lineal de los
otros dos.
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Considera los puntos A(0,0,2),B(1,0,2),C(1,1,2) vy

D(0,1,2). :Son los vectores ﬁ,ﬁ y AD linealmente

dependientes (es decir, uno de los vectores es una combinacion lineal
de los otros dos)? ( )

Demuestra que los vectores i+j,i—j e i+ j+k son
linealmente independientes, es decir, existen dos numeros reales
distintos de ceroay 8,de modoquei+ j + k = a(i +j) + (i — j).

Sea u = (uj,uz) y v = (vy,vy) vectores bidimensionales. El
producto cruz de los vectores u y v no esta definido. Sin embargo, si
los vectores se consideran tridimensionales & = (uy,u3,0) y v =
(v1,v2,0), respectivamente, entonces, en este caso, podemos definir
el producto cruz de u y v. En particular, en notacién determinante, el
producto cruzde uy v viene dado por

i j k
uxv= U1 U9 0
(%] V9 0

Usa este resultado para calcular (icosf + jsenf) x (isenf — jcos®),
donde @ es un nimero real ( ).

Considera los puntos P(2,1),Q(4,2) y R(1, 2).

a. Encuentrael dreadeltridangulo P,Qvy R.

b. Determina ladistancia desde el punto R hasta la recta que pasa
por Py Q.

Determina un vector de magnitud 10, perpendicular al plano
que pasa por el eje z y el punto P(1,2,4) ( ).
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Determina un vector unitario perpendicular al plano que pasa
por el eje z y el punto A(3,1, —2).

Considerau y v dos vectores tridimensionales. Si la magnitud
del vector de producto cruz u x v es k veces mayor que la magnitud
del vector u, demuestra que la magnitud de v es mayor o igual a k,
donde k es un niumero natural.

[T] Supdn que se conocen las magnitudes de dos vectores
distintos de cero u y v. La funcién f(0) = ||ul|||v|/sené define la

magnitud del vector producto cruz u x v, donde 8 € [0, 7] es el
anguloentreuyv

a. Hazlagraficalafunciéonf.
Encuentra el minimo absoluto y el maximo de la funcion f.
Interpreta los resultados.

c. Sillul]|] =5y |[v|| =2, encuentra el angulo entre uy v si la
magnitud de su vector producto cruz esigual a 9.

Encuentra todos los vectores w = (wy,ws,ws) que
satisfacen laecuacion (1,1,1) x w = (—1,—1,2) ( ).

Resuelve la ecuacion w x (1,0, —1) = (3,0, 3), donde w =
(w1, wq,ws) es un vector distinto de cero con una magnitud de 3.

[T] Un mecanico utiliza una llave de 12 pulgadas para girar un
perno. La llave hace un dngulo de 30° con la horizontal. Si el mecéanico
aplica una fuerza vertical de 10 Ib en el mango de la llave, ;cudl es |a
magnitud del torque en el punto P (consulta la siguiente figura)?

Expresa la respuesta en libras-pie redondeadas a dos decimales

( ).
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p

236. [T] Un nifio aplica los frenos en una bicicleta aplicando una
fuerza hacia abajo de 20 Ib en el pedal cuando la manivela forma un
angulo de 40° con la horizontal (observa la siguiente figura).
Encuentra el torque en el punto P. Expresa tu respuesta en libras-pie

redondeadas a dos decimales.

r.

237/. [T] Encuentra la magnitud de la fuerza que debe aplicarse al
extremo de una llave de 20 cm ubicada en la direccién positiva del eje
y si la fuerza se aplica en la direccién (0,1, —2) y produce 100 N - m

de par al perno ubicado en el origen ( ).

238. [T] ¢Cudl es la magnitud de la fuerza requerida para ser
aplicada al extremo de una llave de 1 pie en un angulo de 35°? para

producirunparde20 N - m
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[T] El vector fuerza F actuando sobre un protén con una carga
eléctrica de 1.6 x 10712C (en coulombs) que se mueve en un campo
magnético B donde el vector de velocidad v viene dado por F =
1.6 x 10_19(v x B) (aqui, v se expresa en metros por segundo, B
estd en tesla [T] y F estd en newtons [N]). Encuentra la fuerza que
actua sobre un protén que se mueve en el plano zy a una velocidad
v = 10%i + 105j (en metros por segundo) en un campo magnético
dado por B = 0.3j ( ).

[T] El vector de fuerza F actuando sobre un protén con una
carga eléctrica de 1.6 x 107'°C que se mueve en un campo
magnético B donde el vector de velocidad v viene dado por F =
1.6 x 10_19(v x B) (aqui, v se expresa en metros por segundo , B
en Ty F en N). Si la magnitud de la fuerza F' que acttia sobre un
proténes 5.9 x 101" N y el protén se mueve a una velocidad de 300
m/seg en el campo magnético B de magnitud 2.4 T, encuentra el
angulo entre el vector de velocidad v del protéon y el campo
magnético B. Expresa la respuesta en grados redondeados al entero
mas cercano.

[T] Considera r(t) = (cost, sent, 2t) el vector de posicién de

una particula en el tiempo ¢t € [0, 30], donde las componentes de r se

expresan en centimetros y el tiempo en segundos. Sea OP el vector
de posicién de la particula después de 1 segundo ( ).

a. Determina el vector unitario B(t) (llamado vector de unidad
binormal) que tiene la direccién del vector del producto cruz
v(t) x a(t), donde v(t) y a(t) son el vector de velocidad
instantanea y, respectivamente, el vector de aceleracién de la
particula después de t segundos.

b. Usa un CAS para visualizar los vectores v(1),a(1) y B(1)
como vectores que comienzan en el punto P.
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242. Un panel solar esta montado en el techo de una casa. El panel
puede considerarse posicionado en los puntos de coordenadas (en

metros) A(8,0,0), B(8,18,0),C(0,18,8) y D(0,0,8) (ver la
siguiente figura).

-'."\-.. = .-"';..

a. Encuentra el vector n = A§ X Aﬁ perpendicular a la
superficie de los paneles solares. Expresa la respuesta usando
vectores unitarios estandar.

b. Supdén que el vector unitario s = %i + %j + %k apunta
hacia el Sol en un momento particular del dia y el flujo de
energia solar es F = 900s (en vatios por metro cuadrado
[W /m?]). Encuentra la cantidad predicha de energia eléctrica
que puede producir el panel, que viene dada por el producto
escalar de los vectores F y n (expresado en vatios).

c. Determina el angulo de elevacién del Sol sobre el panel solar.
Expresa la respuesta en grados redondeados al numero
entero mas cercano (Sugerencia: el angulo entre los vectores
ny sy el angulo de elevacién son complementarios).
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2.6 Ecuaciones de rectas y planos en el espacio

Por ahora, estamos familiarizados con la escritura de ecuaciones que
describen una recta en dos dimensiones. Para escribir una ecuacién
para una recta, debemos conocer dos puntos en la recta, o debemos
conocer la direccion de la recta y al menos un punto a través del cual
pasa la recta. En dos dimensiones, usamos el concepto de pendiente
para describir la orientaciéon o direccion de una recta. En tres
dimensiones, describimos la direccion de una recta usando un vector
paralelo a la recta. En esta seccion, examinamos cémo usar
ecuaciones para describir rectas y planos en el espacio.

2.6.1 Ecuaciones para unarecta en el espacio

Primero exploremos lo que significa que dos vectores sean paralelos.
Recuerda que los vectores paralelos deben tener la misma direccién
o direcciones opuestas. Si dos vectores distintos de cero, uy v, son
paralelos, afirmamos que debe haber un escalar, k, tal que u = kv. Si

[all

HVH.S| uyv

uy v tienen la misma direccion, simplemente elige k =

[l
vl

contrario se mantiene también. Si u = kv para algun escalar k,
entonces u y v tienen la misma direccion (k > 0) o direcciones
opuestas (k < 0), entonces u y v son paralelas. Por lo tanto, dos
vectores distintos de cerouy v son paralelos siy solosiu = kv para
algiin k escalar. Por convencién, el vector cero 0 se considera
paralelo a todos los vectores.

tienen direcciones opuestas, elige k = — Tenga en cuenta que lo

Como en dos dimensiones, podemos describir una recta en el espacio
usando un punto en la recta y la direccién de la recta, o un vector
paralelo, que llamamos el vector de direccion (Figura 2.63). Sea L una

recta en el espacio que pasa por el punto P(zo, o, 20 )-
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Seav = (a, b, c) un vector paralelo a L. Luego, para cualquier punto
—
en la recta Q(z,y,z), PQ es paralela a v. Por lo tanto, como

—
acabamos de discutir, hay un escalar, ¢, tal que P() = tv,queda

%:tv

(x — 0,y — Yo,2 — 20) = t{a,b,c) (2.11)
(T — 0,y — Yo, 2 — 20y = (ta,tb, tc)

Z|

Q=¥ 2)

P = (X0, Yo Z0)

Figura 2.63. El vector v es el vector de direccion para @

Usando operaciones vectoriales, podemos reescribir la ecuacion 2.11
como
(x — 0,y — Yo, 2 — 20) = (ta,td,tc)
(z,y,2) — (T0, Y0, 20) = t{a, b, c)
(x,y,2) = (x0,Y0, 20) + t{a,b,c)
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Configurando r = (z,y,2) Y ro = (2o, Y, 20), ahora tenemos la
ecuacion vectorial de una recta:

r=ry+tv (2.12)

La ecuacién 2.11 muestra que las siguientes ecuaciones son
simultaneamente verdaderas: x — xo = ta,y —yo = tby z — 20 =

tc. Si resolvemos cada una de estas ecuaciones para las variables x, y,
y z, 0btenemos un conjunto de ecuaciones en las que cada variable se
define en términos del parametro t y que, juntas, describen la recta.

Este conjunto de tres ecuaciones forma un conjunto de ecuaciones
paramétricas de una recta:

T =x0 + ta Yy =1yo + tb z =29+ tc

Si resolvemos cada una de las ecuaciones para t asumiendo que a, by
¢ no son cero, obtenemos una descripcion diferente de la misma
recta:

Como cada expresion es igual a t, todas tienen el mismo valor.
Podemos establecerlos iguales entre si para crear ecuaciones

simétricas de una recta:

r — T Y—Y% Z— 20

a b c

Resumimos los resultados en el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.11

Ecuaciones paramétricas y simétricas de unarecta

Las siguientes ecuaciones paramétricas pueden describir una
recta L paralela al vector v = (a, b, ¢) y que pasa por el punto

P(z0,v0,20):

r=x9+ta, y=yo+1tb, yz=2+tc (2.13)
Si las constantes a, b y ¢ no son todas cero, entonces L puede
describirse mediante la ecuaciéon simétrica de la recta:

T — X0 Y — Yo Z— 20
— = 2.14
a b c ( )

Las ecuaciones paramétricas de una recta no son unicas. El uso de un
vector paralelo diferente o un punto diferente en la recta conduce a
una representaciéon equivalente diferente. Cada conjunto de
ecuaciones paramétricas conduce a un conjunto relacionado de
ecuaciones simétricas, por lo que se deduce que una ecuacidn
simétrica de una recta tampoco es Unica.

B Eiardido Ecuaciones de unarecta en el espacio

Encuentra las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta
que pasa por los puntos (1,4, —2)y (-3, 5, 0)
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(%) Solucién

En la siguiente escena interactiva, puedes observar la recta que pasa
por los puntos del ejercicio anterior. Puedes, ademas, modificar las
coordenadas de los puntos y observar cémo el interactivo calcula las
ecuaciones de la recta. Te puede servir, también, para verificar los
resultados de algunos ejercicios propuestos al final de este apartado.

Puntos por los que pasa la linea: O
FararatcafFala)

Ecuaciones paramétricas: Ecuacion simétrica:
x=1 - 41 7 Xx-1 _y-4 _z +2
y:4 + 1 k —4 1 2
z=-2 + 2t

Q
P Y
} Escalam H| ’
L]

A veces no queremos la ecuacién de una recta completa, solo un
segmento de recta. En este caso, limitamos los valores de nuestro
parametro t.
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Por ejemplo, sea P(xg, Yo, 20) Y Q(1, Y1, 21) puntos en una recta, y
sean p = (xo,¥Y0,20) Y 4 = (x1,y1,21) los vectores de posicion
asociados. Ademds, sea r = (z,y, 2). Queremos encontrar una
ecuacion vectorial para el segmento de recta entre Py Q. Usando P

—
como nuestro punto conocido en la recta, y PQ = (x1 — z,y1 —
Yo, 21 — 2o) como la ecuacion del vector direccional, con la ecuacion
2.12 obtenenmos

r=p+t(PQ)

Usando las propiedades de los vectores:

N
r — p+t(PQ)

= (20, Y0, 20) + t{x1 — To, y1 — Yo, 21 — 20)
= (o, Y0, 20) + t({z1, Y1, 21) — (T0, Y0, 20))
= (20, Y0, 20) + t(21,Y1,21) — t{T0, Yo, 20)
(
(

1 —t)(xo,Y0,20) + t{x1, Y1, 21)
1-t)p+tq

Por lo tanto, la ecuacién vectorial de larecta que pasapor Py Q es
=(1-t)p+tq

Recuerda que no queriamos la ecuacién de la recta completa, solo el
segmento de recta entre Py (). Observa que cuando t = 0, tenemos

r =p, y cuando t =1, tenemos r = q. Por lo tanto, la ecuacién
vectorial del segmento de rectaentre Py QQ es

—(1-t)p+tq , 0<t<1 (2.15)
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Volviendo a la ecuacién 2.12, también podemos encontrar
ecuaciones paramétricas para este segmento de recta. Tenemos

—
r =p + t(PQ)
(z,y,2) = (®0, Y0, 20) + t(x1 — To,y1 — Yo, 21 — 20)
= (@0 + t(®1 — ®0), Yo +t(y1 — Y0), 20 + (21 — 20))

Entonces, las ecuaciones paramétricas son:

T =z0+t(z1—x0), ¥y=1v0 +tly1 — W),

z=2z0 +t(z1 —2), 0<t<1 (2.16)
B Ejercicio Ecuaciones paramétricas de un segmento
derecta

Encuentra las ecuaciones paramétricas del segmento de recta
entre los puntos P(2,1,4)yQ(3,—1,3)

(%) Solucién

En la siguiente escena interactiva, puedes observar el segmento v, si
lo deseas, cambiar los valores de los puntos.
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Puntos del segmento de linea: E
PR |3l gl QUS| 323 )

Ecuaciones paramétricas:

X=2 + t
y=1.- 21
I=8 - | 4

/P

Q

Escala { m ’

2.6.2 Distancia entre un punto y una recta

Ya sabemos cémo calcular la distancia entre dos puntos en el espacio.
Ahora ampliamos esta definicién para describir la distancia entre un
punto y una recta en el espacio. Existen varios contextos del mundo
real cuando es importante poder calcular estas distancias.
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Al construir una casa, por ejemplo, los constructores deben
considerar los requisitos de "retroceso", cuando las estructuras o los
accesorios deben estar a una cierta distancia de la recta de la
propiedad. Los viajes aéreos ofrecen otro ejemplo. Las aerolineas
estan preocupadas por las distancias entre las areas pobladas y las
rutas de vuelo propuestas.

Sea L unarectaen el planoy M sea cualquier punto que no esté en la
recta. Luego, definimos la distancia d de M a L como la longitud del
segmento de recta MP, donde P es un punto en L tal que MP es
perpendicular a L (Figura 2.64).

M

Figura 2.64. La distancia desde el punto M hasta la recta L es la longitud
de MP.

Cuando buscamos la distancia entre una recta y un punto en el
espacio, todavia se aplica la figura 2.64. Definimos la distancia como
la longitud del segmento de recta perpendicular que conecta el punto
con la recta. En el espacio, sin embargo, no hay una manera clara de
saber qué punto de la recta crea un segmento de recta tan
perpendicular, por lo que seleccionamos un punto arbitrario en la
recta y utilizamos las propiedades de los vectores para calcular la
distancia.
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Por lo tanto, sea P un punto arbitrario en larecta L y sea v un vector
de direccion para L (Figura 2.65).

M

Figura 2.65. Los vectores PM y v forman dos lados de un paralelogramo
con base ||v|| y altura d, que es la distancia entre una recta y un punto en
el espacio.

—
Los vectores PM y v forman dos lados de un paralelogramo con area

—
HPM X v||. Usando una férmula de geometria, el area de este

paralelogramo también se puede calcular como el producto de su
basey altura:

—
HPM xvil=|v|-d

Podemos usar esta férmula para encontrar una formula general para
la distancia entre una recta en el espacio y cualquier punto que no
esté en larecta.
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TEOREMA 2.12
Distancia de un punto aunarecta

Sea L una recta en el espacio que pase por el punto P con el
vector de direcciéon v. Si M es cualquier punto que no esté en L,
entonces ladistanciade M a L es

B Eercido Calfulo de la distanciade un puntoauna
recta

Encuentra la distancia entre el punto M = (1,1, 3) y la recta

z—3 __ y+1 _ _
T =5 =2 3.

(%) Solucién
2.6.3 Relaciones entre rectas

Dadas dos rectas en el plano bidimensional, las rectas son iguales, son
paralelas pero no iguales, o se cortan en un solo punto. En tres
dimensiones, es posible un cuarto caso. Si dos rectas en el espacio no
son paralelas, pero no se intersectan, entonces se dice que las rectas
son rectas oblicuas (Figura 2.67).
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/

Figura 2.67. En tres dimensiones, es posible que dos rectas no se crucen,
incluso cuando tienen direcciones diferentes.

Para clasificar las rectas como paralelas pero no iguales, iguales,
intersectantes u oblicuas, necesitamos saber dos cosas: si los
vectores direccionales son paralelos y si las rectas comparten un
punto (Figura 2.68).

éLas lineas comparten un punto comun?
Si No

Paralelas pero

Si Igual
no iguales
éLos vectores
direccionales son
paralelos?
Oblicuas o
No Se intersectan alabeadas

Figura 2.68. Determina la relacion entre dos rectas en funcién de si sus
vectores direccionales son paralelos o si comparten un punto.
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B Fercido Clasificaciéon de rectas en el espacio

Para cada par de rectas, determina si las rectas son iguales,
paralelas pero noiguales, oblicuas o intersectadas.

a. Li:x=2s—1,y=s—1,z=s5—4
Ly:x=t—-3,y=3t+8,2=5—2t

b. Li:x=—-y==2
Lzsz_?’:y:z—2
c. Li:x=6s—1,y=—-2s,z=3s+1
Le—4 _ y+3 _ z-1
Ly: % =55 =5
() Solucién

2.6.4 Ecuaciones para un plano

Sabemos que una recta esta determinada por dos puntos. En otras
palabras, para dos puntos distintos, hay exactamente una recta que
pasa a través de esos puntos, ya sea en dos dimensiones o en tres. Del
mismo modo, dados tres puntos que no todos se encuentran en la
misma recta, hay un plano Unico que pasa por estos puntos. Asi como
una recta estd determinada por dos puntos, un plano esta
determinado por tres.

Esta puede ser la forma mas sencilla de caracterizar un plano, pero
también podemos usar otras descripciones. Por ejemplo, dadas dos
rectas distintas que se intersectan, hay exactamente un plano que
contiene ambas rectas.
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Un plano también esta determinado por una recta y cualquier punto
gue no se encuentre en la recta. Estas caracterizaciones surgen
naturalmente de la idea de que un plano esta determinado por tres
puntos. Quizas la caracterizacién mas sorprendente de un plano es
en realidad la mas util.

Imagina un par de vectores ortogonales que comparten un punto
inicial. Visualiza agarrando uno de los vectores y girandolo. A medida
gue gira, el otro vector gira y barre un plano. Aqui, describimos ese
concepto matemdticamente. Sea n = (a,b,c) un vector y P =

(0, Yo, 20 ) un punto. Entonces, el conjunto de todos los puntos QQ =

—
(z,y, 2) tal que PQ) es ortogonal a n forma un plano (Figura 2.69).
Decimos que n es un vector normal, o perpendicular al plano.
Recuerda, el producto escalar de los vectores ortogonales es cero.

Este hecho genera la ecuacién vectorial de un plano: n - @ = 0.
Reescribir esta ecuacién proporciona formas adicionales de describir

el plano:
n- @ =0

(a,b,¢) - (. — 20,y — Yo,2 — 20) =0
a(z —x0) +b(y —yo) +c(z—20) =0
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Figura 2.69. Dado un punto P y un vector n, el conjunto de todos los

puntos () con @ ortogonal a n forma un plano.

DEFINICION

Dado un punto P y un vector n, el conjunto de todos los puntos

(@ que satisfacen la ecuacién n - w = 0 forma un plano. La
ecuacion

—

n-PQ =0 (2.17)

se conoce como la ecuacioén vectorial de un plano.

La ecuacidn escalar de un plano que contiene el punto P =
(0, Yo, 20) con el vector normaln = (a, b, c) es

a(z — x0) + b(y — yo) +c(z —20) =0 (2.18)

Esta ecuacion se puede expresar como ax + by + cz +d = 0,
donde d = —axy — byy — czy. Esta forma de la ecuacién a
veces se llama |la forma general de la ecuacién de un plano.
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Como se describié anteriormente en esta seccidn, los tres puntos que
no estan todos en la misma recta determinan un plano. Dados tres de
estos puntos, podemos encontrar una ecuacién para el plano que
contiene estos puntos.

B Ejercicio Escribir una ecuaciéon de un plano dados
tres puntos

Escribe una ecuacion para el plano que contiene los puntos
P=(1,1,-2),Q =(0,2,1) y R=(—-1,-1,0) en forma
estandar y general.

() Solucién

Las ecuaciones escalares de un plano varian segun el vector normal y
el punto elegido.

B Ejercicio Escribir una ecuacién para un plano dado un
puntoy unarecta

Encuentra una ecuacién del plano que pasa por el punto
(1,4,3)y contiene larectadadapor z = ¥+ = 2z + 1.

() Solucién
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Usa los resultados de los dos ejercicios para observar el plano
resultante en la siguiente escena interactiva:

Punto P y vector n

Ecuacion normal:
8x-1)-4(y-1)+ 4(z+2)=0

PUsi |3l stz n=<gle | gl4)ale >

o]

Operando:
8x - 4y + 4z + 4 =0

Escala

i

|

Ahora que podemos escribir una ecuacion para un plano, podemos
usar la ecuacion para encontrar la distancia d entre un punto P vy el

plano. Se define como la distancia mas corta posible desde P hasta un

punto en el plano.
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Figura 2.70. Queremos encontrar la distancia mas corta desde el punto P
al plano. Sea el punto Ren el plano de modo que, para cualquier otro punto

en el plano Q, | RP|| < || QB

Asi como encontramos la distancia bidimensional entre un punto y
una recta calculando la longitud de un segmento de recta
perpendicular a la recta, encontramos la distancia tridimensional
entre un punto y un plano calculando la longitud de un segmento de
recta perpendicular al plano. Sea R el punto en el plano de modo que

—
RP sea ortogonal al plano, y sea @ un punto arbitrario en el plano.
Luego, la proyeccién del vector QQ P sobre el vector normal describe

el vector ﬁ como se muestra en la Figura 2.70.
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TEOREMA 2.13

La distancia entre un plano y un punto

Suponga que un plano con el vector normal n pasa a través del
punto Q). La distancia d desde el plano hasta un punto P que no
estd en el plano viene dada por

—
— — QP -b
d= (proynQPH = comanP' = % (2.19)

B Ejercicio Distancia entre un punto y un plano

Encuentre la distancia entre el punto P = (3,1,2) y el plano
dado por ©z — 2y + z =5 (observa la primera figura de la
pagina siguiente).

(%) Solucién

2.6.5 Planos paralelos e intersectantes

Hemos discutido las diversas relaciones posibles entre dos rectas en
dos dimensiones y tres dimensiones. Cuando describimos la relacién
entre dos planos en el espacio, solo tenemos dos posibilidades: los
dos planos distintos son paralelos o se intersecan. Cuando dos planos
son paralelos, sus vectores normales son paralelos. Cuando dos

planos se intersectan, la interseccién es unarecta (Figura 2.71).
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Figura 2.71. La interseccién de dos planos no paralelos es siempre una
recta.
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Podemos usar las ecuaciones de los dos planos para encontrar
ecuaciones paramétricas para la recta de interseccion.

B Ejercicio Encontrar la recta de interseccion para dos
planos

Encuentra ecuaciones paramétricas y simétricas para la recta
formada por la interseccion de los planos dados por z + y +

z=0y2x — y + z = 0 (observa la siguiente figura).

(%) Solucién
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Del libro Geometria analitica del espacio, hemos adaptado la
siguiente escena interactiva. Observa que las ecuaciones
corresponden al ejercicio anterior. Interactia con la escena, de tal

forma que construyas planos paralelos.

, o . 2
¢.Cual es la posicion relativa de los planos &, y m, ? E

e AfJx+ 2Ly +4R] =0
n 3o e afily gz do] =0

Los dos planos son secantes. La linea de interseccion forma vectorial
(x,¥,2)=(0,0,0)+t(2,1,-3)

Ademas de encontrar la ecuacion de la recta de intersecciéon entre
dos planos, es posible que necesitemos encontrar el angulo formado

por la interseccion de dos planos.
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Por ejemplo, los constructores que construyen una casa necesitan
saber el angulo donde se encuentran las diferentes secciones del
techo para saber si el techo se vera bien y se drenara correctamente.
Podemos usar vectores normales para calcular el angulo entre los dos
planos. Podemos hacer esto porque el angulo entre los vectores
normales es el mismo que el angulo entre los planos. La figura 2.72 se
muestra por qué esto es cierto.

Figura 2.72. El angulo entre dos planos tiene la misma medida que el
angulo entre los vectores normales para los planos.

Podemos encontrar la medida del angulo 86 entre dos planos de

intersecciéon al encontrar primero el coseno del angulo, usando la
siguiente ecuacion:

In; - ny|

cosl) =
[y ||| na]

Entonces podemos usar el angulo para determinar si dos planos son
paralelos u ortogonales o si se intersectan en algiin otro angulo.
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B Ejercicio Encontrar el angulo entre dos planos

Determina si cada par de planos es paralelo, ortogonal o
ninguno. Si los planos se intersecan, pero no son ortogonales,
encuentra la medida del angulo entre ellos. Da la respuesta en
radianes y redondea a dos decimales.

a. z+2y—2z2=8y2x+4y—2z=10
b. 22 —3y+2z2=3yb6x+2y—3z2=1
c. zt+y+z=4yrx—-3y+5z=1

(%) Solucién

Cuando descubrimos que dos planos son paralelos, es posible que
necesitemos encontrar la distancia entre ellos. Para encontrar esta
distancia, simplemente seleccionamos un punto en uno de los planos.
La distancia desde este punto al otro plano es la distancia entre los
planos.

Anteriormente, presentamos la férmula para calcular esta distancia
en laecuacién 2.19:

]

donde @ es un punto en el plano, P es un punto que no esta en el
plano y n es el vector normal que pasa por el punto (). Considera la
distancia desde el punto (g, ¥, z0) al planoax + by + cz + k = 0.
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Sea (x1,y1, 21 ) cualquier punto del plano. Sustituyendo en la férmula
se obtiene

d — la(zo — 1) + b(yo — y1) + c(20 — 21)|
va?+ b+ c?
_|axo + byo + czo0 + K|
Vet

Establecemos este resultado formalmente en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.14

Distancia desde un punto a un plano

Sea P(zg, Yo, 20) un punto. La distancia de P al plano azx +
by + cz + k = 0 viene dada por

g lazg + byy + czp + k|
Va2 + b2 +

B Ejercicio Encontrar la distancia entre planos
paralelos

Encuentra la distancia entre los dos planos paralelos dada por
2c+y—2=2y2x+y—2=2_8.

(%) Solucién
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Proyecto estudiantil

Distancia entre dos rectas oblicuas

Figura 2.72. Las instalaciones de tuberias industriales a menudo cuentan
con tuberias que funcionan en diferentes direcciones. ;Como podemos
encontrar la distancia entre dos tubos oblicuos?

Encontrar la distancia desde un punto a unarecta o desde unarecta a
un plano parece un procedimiento bastante abstracto. Pero, si las
rectas representan tuberias en una planta quimica o tubos en una
refineria de petréleo o carreteras en una interseccion de autopistas,
confirmar que la distancia entre ellas cumple con las especificaciones
puede ser importante y dificil de medir.
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Una forma es modelar las dos tuberias como rectas, utilizando las
técnicas de este capitulo, y luego calcular la distancia entre ellas. El
calculo implica formar vectores a lo largo de las direcciones de las
rectas y usar tanto el producto cruz como el producto punto.

Las formas simétricas de dos rectas, L1 y Lo, son

T T Y — Y1 zZ— 21
Ll' = =
al b1 c1

T — T2 Y — Y2 zZ— 29
L2. pu— p—
as by Co

Debes desarrollar una férmula para la distancia d entre estas dos
rectas, en términos de los valores a1, b1, c1; a2, b2, c2; x1,y1,21; Y
T2, Y2, 2 — 2. La distancia entre dos rectas generalmente se toma
como la distancia minima, por lo que esta es la longitud de un

segmento de recta o la longitud de un vector que es perpendicular a
ambas rectas e intersecta ambas rectas.

1. Primero, escribe dos vectores, v; y va, que se encuentran a lo
largo de L, y Lo, respectivamente.

2. Encuentra el producto cruz de estos dos vectores y [ldmalo N.
Este vector es perpendicular a v; y vy, y por lo tanto es
perpendicular a ambas rectas.

3. Desde el vector N, formar un vector unitario n en la misma
direccion.
4, Usa ecuaciones simétricas para encontrar un vector

conveniente vis que se encuentra entre dos puntos, uno en

cada recta. Nuevamente, esto se puede hacer directamente
desde las ecuaciones simétricas.
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El producto escalar de dos vectores es la magnitud de la
proyeccion de un vector sobre el otro, es decir, A-B =
| A||/[b]|cosh, donde 6 es el angulo entre los vectores. Usando
el producto punto, encuentra la proyeccién del vector vis
encontrado en el paso 4 sobre el vector unitario n encontrado
en el paso 3. Esta proyeccién es perpendicular a ambas rectas, y
por lo tanto su longitud debe ser la distancia perpendicular d
entre ellas. Ten en cuenta que el valor de dpuede ser negativo,

dependiendo de su eleccion del vector vi5 o el orden del
producto cruz, asi que usa signos de valor absoluto alrededor
del numerador.

Verifica que tu férmula proporciona la distancia correcta de
| — 25|/4/198 = 1.78 entre las siguientes dos rectas:

r—5 y—3 =z-1
2 4 3
r—6 y—-1

A
Lo : = —
273 5 7

Lll

¢Es valida tu expresion general cuando las rectas son paralelas?
¢:Si no, porque no? (Sugerencia: ;Qué sabes sobre el valor del
producto cruz de dos vectores paralelos? ;Dénde apareceria
ese resultado en tu expresion para d?)

Demuestra que tu expresion para la distancia es cero cuando
las rectas se cortan o intersectan. Recuerda que dos rectas se
intersectan si no son paralelas y estan en el mismo plano. Por lo
tanto, considera la direccion deny vis. ;Cudl es el resultado de
su producto punto?

Considera la siguiente aplicacion. Los ingenieros de una
refineria han determinado que necesitan instalar puntales de
soporte entre muchas de las tuberias de gas para reducir las

vibraciones daninas.
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Para minimizar el costo, planean instalar estos puntales en los puntos
mas cercanos entre tuberias inclinadas adyacentes. Debido a que
tienen esquemas detallados de la estructura, pueden determinar las
longitudes correctas de los puntales necesarios y, por lo tanto,
fabricarlos y distribuirlos a los equipos de instalacion sin perder un
tiempo valioso haciendo mediciones.

La estructura del marco rectangular tiene las dimensiones 4.0 x
15.0 x 10.0 (altura, ancho y profundidad, medidas en metros). Un

sector tiene una tuberia que ingresa en la esquina inferior de la
unidad de marco estdndar y sale en la esquina diametralmente
opuesta (la mas alejada en la parte superior); llama a esto L;. Un

segundo tubo entra y sale en las dos esquinas inferiores opuestas
diferentes; lama a esto Lo (Figura 2.74).

Z)

Figura 2.72. Dos tubos cruzan a través de una unidad de marco estandar.
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¢ Ejercicios

i@/
En los siguientes ejercicios, se dan los puntos Py Q. Sea L la
recta que pasa por los puntos Py Q.

a. Encuentralaecuacion vectorial de larecta L.
b. Encuentralaecuaciones paramétricas de larecta L.
Encuentra las ecuaciones simétricas de larecta L.

d. Encuentra la ecuaciones paramétricas del segmento de recta
determinada por Py Q.

243. P(-3,5,9),Q(4,-7,2) )
244. P(4,0,5),Q(2,3,1)

245. P(-1,0,5),Q(4,0,3) ( )
246. P(7,-2,6),Q(—3,0,6)

Para los siguientes ejercicios, se dan el punto P y el vector v.
Sea L larecta que pasa por el punto P con direcciéon v.

a. Encuentraecuaciones paramétricas de larecta L.
b. Encuentraecuaciones simétricas de larecta L.

c. Encuentralainterseccionde larectacon el plano zy.

247. P(1,-2,3),v = (1,2,3) ( )
248. P(3,1,5),v = (1,1,1)
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—
P(3,1,5),v = QR,donde Q(2,2,3)y R(3,2,3) ( )
—
P(2,3,0),v = QR,donde Q(0,4,5)y R(0,4,6)

4]
Para los siguientes ejercicios, se proporciona larecta L.

a. Encuentra el punto P que pertenece a la recta y al vector de
direccion v de larecta. Expresa v en forma de componente.

b. Encuentraladistancia desde el origen hastalarecta L.

r=14+t,y=3+t,z=5+4t,t € R )

—rz=y+1,2=2

Encuentra la distancia entre el punto A(—3,1,1) y larectade
ecuaciones simétricast = —y = —z( )

Encuentra la distancia entre el punto A(4,2,5) y la recta de
ecuaciones paramétricasz = —1 —t,y = —t,z =2,t € R

/]
Para los siguientes ejercicios, se dan las rectas L1 y Lo.

a. Verificasilasrectas Ly Ly son paralelas.

b. Silasrectas L;y Ly son paralelas, encuentra la distancia entre
ellas.

Li:x=1+4+t,y=t,z=24+t,te R, Ly:x—3 =y —
1=2z—-3( )
Li:z=2,y=1,z=t1lr:x=1,y=1,2=2—-3t,t €
R
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Demuestra que la recta que pasa por los puntos P(3,1,0) y
Q(1,4,—-3) es perpendicular a la recta con la ecuacién z = 3t,y =
3+8t,z=—-7+6t,tcR

¢Son las rectas de ecuaciones ¢ = —2 + 2t,y = —6,2 =2 +
6tyr = —-1+t,y=1+t,z=1t,t € R, perpendiculares entre si?

Encuentra el punto de interseccién de las rectas de ecuaciones
xr=-2y=3zyr=-5—-t,y=—-1+t,z=t—11,t R
( )

Encuentra el punto de interseccion del eje x con la recta de
ecuaciones paramétricas $x = 10 + t,y = 2-2t, z = -3 + 3t, t\isin\Reals

Para los siguientes ejercicios, se dan las rectas L y Ls.

Determina si las rectas son iguales, paralelas pero no iguales, oblicuas
o intersectadas.

Li:z=y—1=—z2yLy:z—2=—y=%( )

Li:z=2t,y=0,z=3,tc RylLa:xc=0,y=8+s,2=
7T+s,seR

Li:x=—-1+4+2t,y=14+3t,z2=7,teRy Ly:xz—1=
3y~ 4) = 32 - 2 Golucion

Li:3x=y+1=2zy Ly:x=6+2t,y=17+6t,z =
9+3t,tc R
Considera larecta L de ecuaciones simétricasz — 2 = —y =
y punto A(1,1,1) ( ).

[\C1EN

a. Encuentra las ecuaciones paramétricas para una recta paralela
a L que pasa por el punto A.

b. Encuentra las ecuaciones simétricas de una recta sesgadaa Ly
pasa por el punto A.
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c. Encuentra las ecuaciones simétricas de una recta que
interseca L y pasa por el punto A.

Considera la recta L de ecuaciones paramétricas ¢ = t,y =
2t,z = 3,t € R.

a. Encuentra las ecuaciones paramétricas para una recta
paralela a L que pasa por el origen

b. Encuentra las ecuaciones paramétricas de una recta sesgada a
L que pasa por el origen

c. Encuentra las ecuaciones simétricas de una recta que
interseca L y pasa por el origen.

Para los siguientes ejercicios, se dan el punto P y el vector n.

a. Encuentralaecuacién escalar del plano que pasa por Py tiene
el vector normal n.

b. Encuentra la forma general de la ecuacién del plano que pasa
por Py tiene el vector normal n.

P(0,0,0),n = 3i — 2j + 4k ( )
P(3,2,2),n=2i+3j—k
P(1,2,3),n = (1,2,3) )
P(0,0,0),n = (—3,2,—1)

7]
Para los siguientes ejercicios, se da la ecuacion de un plano.
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a. Encuentra el vector normal n al plano. Expresa n utilizando
vectores unitarios estandar.

b. Encuentra las intersecciones del plano con los ejes de
coordenadas.

c. Dibujaelplano.

[T]4x + 5y + 10z — 20 = 0( )
3r+4y—12=0

3 — 2y + 4z =0 )
r+2=0

Dado el punto P(1,2,3) y el vector n = i + j, encuentra el

punto Q) en el eje x tal que @ y n sean ortogonales. ( )
Demuestra que no hay un plano perpendicularan = i + jque
pase por los puntos P(1,2,3)yQ(2, 3,4).

Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa
por el punto P(—2, 1, 3) que es perpendicular al plano de la ecuacién

20 — 3y + 2z ="T.( )
Encuentra las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el
punto P(2,5,4) que es perpendicular al plano de la ecuacién 2z +

3y — 5z =0.

Demuestra que la recta  —12=y+13=2—24 es
paralelaal planox — 2y + z = 6.

Encuentra el namero real o tal que la recta de ecuaciones
paramétricasx = t,y =2 —t,z = 3+ t,t € R es paralela al plano
delaecuacionax + 5y + z — 10 = 0.

@7
Para los siguientes ejercicios, se dan los puntos P, ) y R.
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a. Encuentrala ecuacién general del plano que pasapor P,Q y R.

b. Escribe la ecuacién vectorial n - ﬁ = 0 del plano en a., donde
S(z,y, z) es un punto arbitrario del plano.

c. Encuentralas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
el origen que es perpendicular al plano que pasapor P, Qy R.

P(1,1,1),Q(2,4,3)y R(—1,—2,—1) ( )
P(-2,1,4),Q(3,1,3)yR(—2,1,0)
Considera los planos de ecuacionesz +y+ 2 =1yxz + 2 = 0.

( )

a. Demuestra que los planos se intersecan.

b. Encuentra las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el
punto P(1,4, 6) que es paralela ala recta de interseccion de los

planos.

Considera los planos de las ecuaciones —y+ 2 —2 =0y x —

y = 0.

a. Demuestra que los planos se intersecan.

b. Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
el punto P(—8,0,2) que es paralela a la recta de interseccién

de los planos.

Encuentra la ecuacion escalar del plano que pasa por el punto
P(—1,2,1) yes perpendicular a la recta de interseccién de los planos

r+y—2—2=0y2x—y+32—1=0( ).
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Encuentra la ecuacion general del plano que pasa por el origen
y es perpendicular a la recta de interseccion de los planos —x + y +

2=0yz—3=0.
Determina si la recta de ecuaciones paramétricas ¢ = 1 +

2t,y = —2t,z = 2+ t,t € R intersecta el plano con la ecuacién
3x +4y + 6z — 7= 0. Si se intersecan, encuentra el punto de
interseccion ( ).

Determina si la recta de ecuaciones paramétricas ¢ = 5,y =
4 —t,z = 2t, € R interseca el plano con la ecuaciéon 2z — y + z =
5. Si se intersecan, encuentra el punto de interseccion.

Encuentra la distancia desde el punto P(1,5, —4) al plano de
laecuacion3dz —y +2z —6 =0( ).

Encuentra la distancia desde el punto P(1, —2, 3) al plano de
la ecuacion (z — 3) +2(y + 1) — 4z = 0.

]
Para los siguientes ejercicios, se dan las ecuaciones de dos
planos.

a. Determinasilos planos son paralelos, ortogonales o ninguno.

b. Si los planos no son paralelos ni ortogonales, encuentra la
medida del dngulo entre los planos. Expresa la respuesta en
grados redondeados al entero mas cercano.

Mex+y+2=0,20—y+2—7=0( )
Sr —3y+z=4,z+4y+72=1
x—by—z=1,5x— 25y — 5z = —3( )

[Tlx —3y+6z=4,5z+y—2=4

287


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r287.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r289.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r291.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap2/r293.html

Demuestra que las rectas de ecuaciones x =t,y =1+
t,z=2+t,teRy3 = 3%1 = z — 3 son asimétricas, y encuentra
la distancia entre ellas ( ).

Demuestra que las rectas de ecuaciones ¢ = —1+4t,y =
—2+4+t,z=3t,tc Ryxa=5+s,y=—8+2s,z="7s,s € Rson
oblicuas, y encontrar la distancia entre ellos.

Considera el punto C'(—3,2,4) y el plano de la ecuacién 2z +

4y — 3z = 8( ).

a. Encuentra el radio de la esfera con el centro C tangente al
plano dado.

b. Encuentrael punto P de tangencia.

Considerael planodelaecuacionz —y — 2 — 8 = 0.

a. Encuentrala ecuacion de la esfera con el centro C' en el origen
gue es tangente al plano dado.

b. Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa
por el origeny el punto de tangencia.

Dos nifos estan jugando con una pelota. La nina tira la pelota
al nino. La pelota viaja en el aire, se curva 3 pies hacia la derechay cae
5 pies lejos de la nina (observa la siguiente figura). Si el plano que
contiene la trayectoria de la pelota es perpendicular al suelo,
encuentra su ecuacion ( ).
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[T] John asigna d doélares para consumir mensualmente tres
bienes de precios a, b y ¢. En este contexto, la ecuacion
presupuestaria se define como ax + by + cz =d, donde = >
0,y > 0y z > 0 representan el nimero de articulos comprados de
cada uno de los bienes. El conjunto de presupuesto viene dado por
(z,y,2)|ax +por +cz <d,x >0,y >0,2>0, y el plano de
presupuesto es la parte del plano de la ecuacién ax + por + cz = d
paraelcualz > 0,y > 0,z > 0. Considere a = $8,b = $5,¢c = $10
yd = $500.

Usa un CAS para representar graficamente el conjunto de
presupuesto y el plano de presupuesto. Para z = 25, encuentra la

nueva ecuacion de presupuesto y grafica el conjunto de presupuesto
en el mismo sistema de coordenadas.

[T] Considera r(t) = (sent, cost, 2t) el vector de posicion de
una particula en el tiempo ¢ € [0, 3], donde los componentes de r se

expresan en centimetros y el tiempo se mide en segundos. Sea
overroghtarrowOP el vector de posicion de la particula después de
1seg( ).

a. Determina el vector de velocidad v(1) de la particula después
de 1seg.
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302.

Encuentra la ecuacion escalar del plano que es perpendicular
av(1)y pasa por el punto P. Este plano se llama plano normal

alatrayectoria de la particula en el punto P.

Usa un CAS para visualizar el camino de la particula junto con
el vector de velocidad y el plano normal en el punto P.

[T] Un panel solar estd montado en el techo de una casa. El

panel puede considerarse posicionado en los puntos de coordenadas
(metros) A(8,0,0), B(8,18,0),C(0,18,8)y D(0,0,8).

Encuentra la forma general de la ecuacién del plano que
contiene el panel solar utilizando los puntos A,By C, y

) — —
demuestra que tu vector normal es equivalentea AB x AD.

Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta L que

pasa por el centro del panel solar y tiene un vector de

direccions = i+ L j + <k, que apunta hacia la posicion
=i+ i+ Fkqueap P

del Sol en un momento particular del dia.

Encuentra las ecuaciones simétricas de la recta Ly que pasa

por el centro del panel solar y es perpendicular a él.

Determina el dngulo de elevacion del Sol sobre el panel solar
usando el dngulo entre las rectas L1 y Ls.

290


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap2/274c.png

2.7 Superficies cuadraticas

Hemos estado explorando vectores y operaciones de vectores en un
espacio tridimensional, y hemos desarrollado ecuaciones para
describir rectas, planos y esferas. En esta seccidn, usaremos nuestro
conocimiento de planos y esferas, que son ejemplos de figuras
tridimensionales llamadas superficies, para explorar una variedad de
otras superficies que se pueden graficar en un sistema de
coordenadas tridimensional.

2.7.1 Ildentificando cilindros

La primera superficie que examinaremos es el cilindro. Aunque la
mayoria de la gente piensa inmediatamente en una tuberia hueca o
una pajita de refresco cuando escuchan la palabra cilindro, aqui
usamos el amplio significado matematico del término. Como hemos
visto, las superficies cilindricas no tienen que ser circulares. Un
conducto de calentamiento rectangular es un cilindro, al igual que
una estera de yoga enrollada, cuya seccién transversal tiene forma de
espiral.

En el plano de coordenadas bidimensional, la ecuacién z? + y?> = 9
describe una circunferencia centrada en el origen con radio 3. En el
espacio tridimensional, esta misma ecuacidn representa una
superficie. Imagina copias de una cicunferencias apilada una encima
de la otra centradas en el eje z (Figura 2.75), formando un tubo

hueco. Luego podemos construir un cilindro a partir del conjunto de
rectas paralelas al eje z que pasan a través de la circunferencia 22 +

y2 = 9 en el plano 2y, como se muestra en la figura. De esta manera,

cualquier curva en uno de los planos de coordenadas puede
extenderse para convertirse en una superficie.
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Figura 2.75. En el espacio tridimensional, la grafica de la ecuacién z? +
y> =9 es un cilindro con radio 3 centrado en el eje z. Continta
indefinidamente en las direcciones positivas y negativas.

DEFINICION

Un conjunto de rectas paralelas a una recta dada que pasa a
través de una curva dada se conoce como superficie cilindrica o
cilindro. Las rectas paralelas se llaman resoluciones.

A\ v

En la siguiente escena interactiva puedes verificar el acercamiento a
un cilindro,cuando el nimero de circunferencias aumenta en el
mismo intervalo en el eje z
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Aumenta el numero de circunferencias y compara con €l cilindro

Circunferencias ‘ m ’

A partir de |la anterior definicidon, podemos ver que todavia tenemos
un cilindro en el espacio tridimensional, incluso si la curva no es una
circunferencia. Cualquier curva puede formar un cilindro, y las reglas
gue componen el cilindro pueden ser paralelas a cualquier recta dada
(Figura 2.76).
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Figura 2.76. En el espacio tridimensional, la grafica de la ecuacién z = 23

es un cilindro o una superficie cilindrica con resoluciones paralelos al eje y.

B Eercido Graficando Superficies Cilindricas

Dibuja los graficos de las siguientes superficies cilindricas.

a. z2+22=25
b. z=22%—y

C. y=senc

(%) Solucién
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La superficie correspondiente a y = senx, en el ejercicio anterior, la
hemos disenado en DescartesJS:

&7

Rota la superficie con clic sostenido

8

DEFINICION

Las trazas de una superficie son las secciones transversales
creadas cuando la superficie se corta con un plano paralelo a
uno de los planos de coordenadas.
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Figura 2.80. (a) Esta es una vista de la grafica de la ecuacién z = senz.
(b) Para encontrar la traza de la grafica en el plano zz, establece y = 0. La
traza es simplemente una onda sinusoidal bidimensional.

Las trazas son utiles para dibujar superficies cilindricas. Sin embargo,
para un cilindro en tres dimensiones, solo es util un conjunto de
trazas. Observa, en la figura 2.80, que la traza de la graficade z =
senx en el plano xz es util para construir la grafica. Sin embargo, la
traza en el plano zy es solo una serie de rectas paralelas, y la traza en
el plano yz es simplemente una recta.

Las superficies cilindricas estan formadas por un conjunto de rectas
paralelas. Sin embargo, no todas las superficies en tres dimensiones
se construyen de manera tan simple. Ahora exploraremos superficies
mas complejas, y las trazas son una herramienta importante en esta
investigacion.
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2.7.2 Superficies Cuadricas o Cuadraticas

Hemos aprendido sobre superficies en tres dimensiones descritas
por ecuaciones de primer orden; estas son planos. Algunos otros
tipos comunes de superficies se pueden describir mediante
ecuaciones de segundo orden. Podemos ver estas superficies como
extensiones tridimensionales de las secciones cénicas que discutimos
anteriormente: la elipse, la parabola y la hipérbola. Llamamos a estos
graficos superficies cuadraticas.

DEFINICION

Las superficies cuadraticas son las graficas de ecuaciones que
se pueden expresar en la forma

Az? + By* + C2> + Day + Exz+ Fyz+ G+ Hy+ Jz+ K =0

Cuando una superficie cuadrica se corta con un plano de
coordenadas, la traza es una seccion conica.

Un elipsoide es una superficie descrita por una ecuacion de la forma
z—z + }bé + i—z = 1. Establece x = 0 para ver la traza del elipsoide en
el plano yz. Para ver las trazas en los planos xy y x z, establece z = 0
ey = 0, respectivamente. Observa que, si a = b, la traza en el plano
xy es un circulo. De manera similar, sia = ¢, latrazaenel plano zz es
un circulo y, si b = ¢, entonces la traza en el plano yz es un circulo.
Una esfera, entonces, es un elipsoide cona = b = c.
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B Ejercicio Dibujando un elipsoide

Dibuja el elipsoide

2 2 2
Yy _
ptptp=!
() Solucién

La superficie del anterior ejercicio, la hemos disenado en
DescartesJS:

o]

Roia & supericie con clic sesisnico
Acilive les frezes que desees Vier
Traza xz
Traza yz
Traza xy
Elipsoide

298


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/cap2/r56.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/interactivos/capitulo2/cuadratica3.html

La traza de un elipsoide es una elipse en cada uno de los planos de
coordenadas. Sin embargo, este no tiene que ser el caso para todas
las superficies cuadricas. Muchas superficies cuadraticas tienen
trazas que son diferentes tipos de secciones cénicas, y esto
generalmente se indica con el nombre de la superficie. Por ejemplo, si
una superficie puede describirse mediante una ecuacioén de la forma

2 2 . .
5+ }b% = £, entonces llamamos a esa superficie un paraboloide
eliptico. La traza en el plano zy es una elipse, pero las trazas en el
plano xz y el plano yz son pardbolas (Figura 2.83). Otros

paraboloides elipticos pueden tener otras orientaciones simplemente
intercambiando las variables para darnos una variable diferente enel

2 2
término lineal de laecuacion & + 4 = ﬂ *’L + &5 =2

¥

Figura 2.83. Esta superficie cuadrica se llama paraboloide eliptico.
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B Fercido Identﬂﬁgaaon de trazas de superficies
cuadraticas

Describir las trazas del paraboloide eliptico

2, Y z

T+ = ==
22 5

() Solucién

Observa las trazas en el siguiente paraboloide eliptico:

Roia & supetiicis con clic sesiEnide
Acive les frezes que desees Ver

Traza xz

Trazayz

Traza xy

Paraboloide
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Los hiperboloides de una hoja tienen algunas propiedades
fascinantes. Por ejemplo, se pueden construir utilizando lineas rectas,
como en la escultura de la Figura 2.85 (a). De hecho, las torres de
enfriamiento para centrales nucleares a menudo se construyen en
forma de hiperboloide. Los constructores pueden usar vigas de acero
rectas en la construccion, lo que hace que las torres sean muy fuertes
mientras usan relativamente poco material (Figura 2.85 (b)).

Figura 2.85. (a) Una escultura en forma de hiperboloide puede construirse
con lineas rectas. (b) Las torres de enfriamiento para centrales nucleares a
menudo se construyen en forma de hiperboloide.

B Ejercicio Encontrar el foco de un reflector parabdlico

La energia que golpea la superficie de un reflector parabdlico se
concentra en el punto focal del reflector (Figura 2.86). Si la
superficie d62: un rgﬂector parabdlico se describe mediante la
ecuacion {45 + i% = %, ¢(donde estd el punto focal del
reflector?

() Solucién
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x¥

Figura 2.86. La energia se refleja en el reflector parabdlico y se recoge en
el punto focal (crédito: modificacion de CGP Gray, Wikimedia Commons).

Diecisiete superficies cuadraticas estandar pueden derivarse de la
ecuacion general

Az + By + C2°> + Dy + Ezz+ Fyz+ Gz + Hy+ Jz+ K =0
Las siguientes figuras resumen las mas importantes.

Haz clic sobre cada imagen para que abras la escena con la superficie
correpondiente. Las ultimas cinco escenas interactivas, fueron
tomadas del libro Curvas y superficies paramétricas, de Navarro y
Rivera (2018), las cuales, ademas de la rotacion con clic sostenido,
permiten modificar los parametros de las superficies, para un mejor
analisis de sus propiedades.
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Elipsoide

2 2 Z2

1

aa
a2

TS

Trazas

Enelplano z = p:unaelipse
Enelplanoy = q:unaelipse
Enelplanox = r:unaelipse

Si a=b=c¢  entonces
superficie es una esfera.

Hiperboloide de una hoja

Trazas
Enel plano z = p:unaelipse

Enel planoy = q: una hipérbola
Enelplanox = r:una hipérbola

la

En la ecuacion, dos de las variables
tienen coeficientes positivos y una
tiene coeficiente negativo. El eje
de la superficie corresponde a la
variable con coeficiente negativo.
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Hiperboloide de dos hojas

Trazas

En el plano z = p: una elipse o
conjunto vacio

Enel planoy = q: una hipérbola
Enel planox = r:unahipérbola

En la ecuacion, dos de las variables
tienen coeficientes negativos y
una tiene coeficiente positivo. El
eje de la superficie corresponde a
la variable con coeficiente
positivo. La  superficie on
intersecta el plano de coordenadas
perpendicular al eje.

Cono eliptico

.’132

E—F

[\V]

22

_Z 1
c

TS

Trazas

Enelplano z = p:unaelipse
Enel planoy = q: una hipérbola
Enel planox = r:unahipérbola

El eje de la superficie corresponde
a la variable con coeficiente
negativo.
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Paraboloide eliptico

Trazas

Enel plano z = p:unaelipse
En el planoy = g: una parabola
En el plano x = r:una parabola

El eje de la superficie corresponde
alavariable lineal.

Paraboloide hiperboélico

[\
[\

®M| 8
TS

Trazas

En el plano z = p: una hipérbola
En el planoy = g: una hipérbola
Enelplanox = r:una hipérbola

El eje de la superficie corresponde
a la variable con coeficiente
negativo.
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B Ejercicio Identn"lc.aaon de ecuaciones de superficies
cuadraticas

Identifica las superficies representadas por las ecuaciones
dadas.

a. 16z2 +9y® 4 1622 = 144
b. 922 — 18z + 4y? + 16y — 36z + 25 =0

(%) Solucién

B Ejercicios

©/|
m . . . . . . . . .
Para los siguientes ejercicios, dibuja y describe la superficie
cilindrica de la ecuacién dada.

303. [T]z? + 22 = 1 (Solucion)
304, [Tz + 4> =9

305. [T]z = cos(§ + z) (Solucion)
306. [Tlz=¢€"

307. [Tlz =9 — y? (Solucion)

308. [T]z = In(x)

@7
u . . . . . . ’

Para los siguientes ejercicios, se proporciona la grafica de una

superficie cuadratica.
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Especifica el nombre de |a superficie cuadrica.

a.

b. Determina el eje de simetria de la superficie cuadrica.

(Solucién)

309.

310.

RN NOF
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311. (Solucidn)

312.
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o7
Para los siguientes ejercicios, combina la superficie cuadratica
dada con su ecuacion correspondiente en forma estandar.

=1

o 0
N
I
N
8
[\V)
+
W
<
[\S)

()

N

I

IS

]

™
|

<

313. Hiperboloide de dos hojas ( )
314. Elipsoide

315. Paraboloide eliptico ( )

316. Paraboloide hiperbdlico

317. Hiperboloide de una hoja ( )

318. Cono eliptico

%

Para los siguientes ejercicios, reescribe la ecuacion dada de la
superficie cuadratica en forma estandar. Identifica la superficie.

319. —22 4+ 36y% + 3629 = 9( )
320. —42% + 25y* + 2 = 100
321, =322 +5y% — 22 =10( )
322. 3x% —y® — 622 =18
323. by =% — 2% )
324. 8x* —5y? — 10z =0
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325, 22 +5y2 +322 —15=0( )
326. 632> +Ty? +922—-63=0

327. xo + 5y2 — 829 =0 )
328. 5132 — 4y2 + 2022 =0
329. 6z = 3ys + 229 ( )

330. 49y = x9 + T29

o/
u . . . . . .
Para los siguientes ejercicios, encuentra la traza de la superficie

cuadratica dada en el plano de coordenadas especificado y haz un
esbozo.

331. [T]:c2+z2+4y:O,z:O( )
332. [Tz +224+4y=0,2=0
333. [T]—4z2 + 25y% + 22 =100,z = 0 )

334. [T] —4x% + 25y + 22 =100,y = 0
335, [Ma?+ % + & =1z=0( )
336, Mz —y—22=1,y=0

337. Usa la grafica de la superficie cuadratica dada para responder
las preguntas ( ).
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a. Especificael nombre de la superficie cuadrica.

b. ;Cudl de las ecuaciones (16x? + 9y? + 362% = 3600, 9z2 +
36y? + 1622 = 3600, o 36z + 9y® + 1622 = 3600)
corresponde ala grafica?

c. Usa b. para escribir la ecuaciéon de la superficie cuadratica en
forma estandar.

Usa la grafica de la superficie cuadratica dada para responder
las preguntas.

Especifica el nombre de la superficie cuadrica.

b. ¢Cual de las ecuaciones —362z = 92 + y2, 9z + 4y? = 362
,0 —362 = —812% + 4y>— corresponde al grafico anterior?

c. Usab. para escribir la ecuacién de la superficie cuadratica en
forma estandar.
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/]
Para los siguientes ejercicios, se da la ecuacién de una superficie
cuadratica.

a. Usa el método de completar el cuadrado para escribir la
ecuacion en forma estandar.

b. Identificala superficie.

x? + 222+ 6z —82+1=0( )

4 —y* + 22 -8z +2y+22+3=0

22 +4y? — 422 — 62— 16y — 162 +5 =0 )
2?2+ 22 —4y+4=0

22+ Y 2 6+ 9=0 )

22 —y? 4+ 22— 12242 +37=0

Escriba la forma estandar de la ecuacion del elipsoide centrado
en el origen que pasa por los puntos A(2,0,0),B(0,0,1) vy
C(3, V11, 3) )

Escribe la forma estandar de la ecuacion del elipsoide centrado
en el punto P(1,1,0) que pasa por los puntos A(6,1,0), B(4,2,0) y
C(1,2,1)

Determina los puntos de intersecciéon del cono eliptico 22 —
y? — 2% = 0 con la recta de ecuaciones simétricas 21 = £
( ).

Determina los puntos de interseccion del hiperboloide
parabdlico z = 3z? — 2y2 con la recta de ecuaciones paramétricas

x=3t,y =2t,z = 19t,dondet € R.

Encuentra la ecuacién de la superficie cuadratica con los puntos
P(z,y, z) que son equidistantes del punto Q(0, —1,0) y el plano de |a
ecuacion y = 1. ldentifica la superficie ( ).
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Encuentra la ecuacién de la superficie cuadratica con los
puntos P(x,y,z) que son equidistantes del punto Q(0,2,0) y el

plano de la ecuacién y = —2. Identifica la superficie.

Si la superficie de un reflector parabdlico se describe mediante
la ecuacién 400z = x? + y2, encuentra el punto focal del reflector

( ).

Considera el reflector parabélico descrito por la ecuacién z =
2022 4 20y2. Encuentra su punto focal.

Muestra que la superficie cuadratica 2 + y? + 22 + 2zy +
22z + 2yz + x + y + 2 = 0 sereduce a dos planos paralelos.

Demuestra que la superficie cuadratica z2? + y? + 22 —
2zy — 2xz + 2yz — 1 = 0 sereduce a dos planos paralelos.

[T] La interseccion entre el cilindro (z —1)2+ 3> =1y la
esferaz? + y? + 22 = 4 sellama curva de Viviani ( ).
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a. Resuelve el sistema que consiste en las ecuaciones de las
superficies para encontrar la ecuaciéon de la curva de
interseccién (Sugerencia: Encuentra x e y en términos de z).

b. Usa un sistema de dalgebra de computadora (CAS) para

visualizar la curva de interseccién en la esfera x2 + y% +
22 =4

El hiperboloide de una hoja 2522 + 25y% — 22 = 25 y el cono
eliptico —252% + 75y2 +22=0 se representan en la siguiente

figura junto con sus curvas de interseccion. ldentifica las curvas de
interseccién y encuentra sus ecuaciones (Sugerencia: encuentra y del

sistema que consiste en las ecuaciones de las superficies).

!

I~
—

[T] Usa un CAS para crear la interseccion entre el cilindro
922 4+ 49> =18 y el elipsoide 36x%+ 16y + 922 =144, vy
encuentra las ecuaciones de las curvas de interseccion ( ).
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[T] Un esferoide es un elipsoide con dos semiejes iguales. Por

ejemplo, la ecuacion de un esferoide con el eje z como eje de simetria

2 2 2
viene dada por % + Z—2 + % =1, donde a y c son nimeros reales
positivos. El esferoide se llama oblato si ¢ < a,y prolado parac > a.

La cérnea del ojo se aproxima a un esferoide prolado con un
eje que es el ojo, donde a = 8.7mm y ¢ = 9.6mm. Escribe la

ecuaciéon del esferoide que modela la cérnea y dibuja la
superficie.

Da dos ejemplos de objetos con formas esferoides proladas.

[T] En cartografia, la Tierra es aproximada por un esferoide

achatado en lugar de una esfera. Los radios en el ecuador y los polos
son de aproximadamente 3963m: y 3950msz, respectivamente

(

).

Escribe la ecuacion en forma estandar del elipsoide que
representa la forma de la Tierra. Supén que el centro de la
Tierra esta en el origen y que la traza formada por el plano
z = 0 corresponde al ecuador.

Dibuja el grafico.

Encuentra la ecuacién de la curva de interseccion de la
superficie con el plano z = 1000 que es paralelo al plano zy.
La curva de interseccion se llama paralela.

Encuentra la ecuacion de la curva de interseccion de la
superficie con el plano z 4+ y = 0 que pasa a través del eje z.
La curva de interseccion se llama meridiano.
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[T] Un conjunto de imanes de acrobacias (o “huevos de
serpiente de cascabel”) incluye dos imanes brillantes, pulidos y super
fuertes con forma de esferoides, conocidos por el entretenimiento de
los nifos. Cada iman mide 1.625 pulgadas de largo y 0.5 pulgadas de

ancho en el medio. Mientras los lanzan al aire, crean un zumbido
mientras se atraen.

a. Escribe la ecuacion del esferoide prolado centrado en el
origen que describe la forma de uno de los imanes.

b. Escribe las ecuaciones de los esferoides prolados que
modelan la forma de los imanes de acrobacias. Usa un CAS
para crear los graficos.

[T] Una superficie en forma de corazén viene dada por la

ecuacion (22 + 32 + 2% — 1)% — 222 — 3422% = 0( ).

a. Usa un CAS para representar graficamente la superficie que
modela esta forma.

b. Determina y dibuja la traza de la superficie en forma de
corazénenel plano zz.

[T] El anillo toro, simétrico respecto al eje z, es un tipo especial
de superficie en topologia y su ecuacioén viene dada por (:1:2 + y2 +
2?2 + R? — r?)? = 4R?(z? + y?), donde R > r > 0. Los nimeros R
y r se llaman radios mayor y menor, respectivamente, de la superficie.
La siguiente figura muestraun toroen anilloparaelcual R = 2yr =
1
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a. Escribe la ecuacion del anillotorocon R = 2y r = 1,y usaun

CAS para representar graficamente la superficie. Compara la
grafica con la figura dada.

b. Determina la ecuacion y dibuja la traza del anillo toro a partir
de a.en el plano zy.

c. Dados ejemplos de objetos con formas de anillo toro.

En la siguiente pagina presentamos dos escenas interactivas que
corresponden a las soluciones de los ejercicios 355 y 361. En la
primera se presenta la "curva de Viviani", variante de la "curva Clelia".
La segunda escena es una superficie curiosa que muestra una forma
similar a un "corazon". Estas escenas son tomadas del libro Curvas vy
superficies paramétricas de Navarroy Rivera (2018).
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Ejercicio 355 (parte b) Curva de Viviani

R +13.00 n - 11.00

=

Ejercicio 361 (parte a)

ver | Solido v a 0.90

«»
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2.8 Coordenadas cilindricas y esféricas

El sistema de coordenadas cartesianas proporciona una forma
sencilla de describir la ubicaciéon de los puntos en el espacio. Sin
embargo, algunas superficies pueden ser dificiles de modelar con
ecuaciones basadas en el sistema cartesiano. Este es un problema
familiar; recuerda que en dos dimensiones, las coordenadas polares a
menudo proporcionan un sistema alternativo util para describir la
ubicacion de un punto en el plano, particularmente en casos que
involucran circunferencias. En esta seccién, veremos dos formas
diferentes de describir la ubicacién de los puntos en el espacio,
ambas basadas en extensiones de coordenadas polares. Como su
nombre lo indica, las coordenadas cilindricas son utiles para tratar
problemas que involucran cilindros, como calcular el volumen de un
tanque de agua redondo o la cantidad de aceite que fluye a través de
una tuberia. Del mismo modo, las coordenadas esféricas son utiles
para tratar problemas relacionados con esferas, como encontrar el
volumen de estructuras abovedadas.

2.8.1 Coordenadas Cilindricas

Cuando expandimos el sistema tradicional de coordenadas
cartesianas de dos dimensiones a tres, simplemente agregamos un
nuevo eje para modelar la tercera dimension. Comenzando con
coordenadas polares, podemos seguir este mismo proceso para crear
un nuevo sistema de coordenadas tridimensional, llamado sistema de
coordenadas cilindricas. De esta manera, las coordenadas cilindricas
proporcionan una extension natural de las coordenadas polares a
tres dimensiones.
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DEFINICION

En el sistema de coordenadas cilindricas, un punto en el espacio
(Escenainteractivay Figura 2.89) esta representado por el triple
ordenado(r, 8, z), donde

* (r,0) son las coordenadas polares de la proyeccién del
punto en el plano zy

e 2z es la coordenada 2z habitual en el sistema de
coordenadas cartesianas

A — A - j — A

LY
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P(x, vy, 2)
-P{r, 0, Z)

Figura 2.89. El triangulo rectangulo se encuentra en el plano zy. La
longitud de la hipotenusa es r y 8 es la medida del angulo formado por el
eje x positivo y la hipotenusa. La coordenada z describe la ubicacion del
punto encima o debajo del plano zy.

En el plano xy, el triangulo rectangulo que se muestra en la figura

2.89 proporciona la clave para la transformacién entre coordenadas
cilindricas y cartesianas, o rectangulares.
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TEOREMA 2.15

Conversion entre coordenadas cilindricas y cartesianas
Las coordenadas rectangulares (z,y,z) y las coordenadas
cilindricas (r,6,z) de un punto estdn relacionadas de la
siguiente manera:

Estas ecuaciones se utilizan para convertir de

x =rcosl  coordenadas cilindricas a coordenadas
y = rsenf rectangulares.

z2=2z
) Estas ecuaciones se utilizan para convertir
7" = T° + Y~ coordenadas rectangulares a coordenadas
cilindricas.
tanf = LJ
T
z2=2z

Como cuando discutimos la conversion de coordenadas
rectangulares a coordenadas polares en dos dimensiones, debe
notarse que la ecuacién tan6 :% tiene un ndmero infinito de
soluciones. Sin embargo, si restringimos 6 a valores entre 0 y 2,
entonces podemos encontrar una soluciéon Unica basada en el
cuadrante del plano zy en el que se encuentra el punto original

(z,9,2).

Ten en cuenta que si z = 0, entonces el valor de 0 es 7, 37“ o0,

dependiendo del valor de y. Observa que estas ecuaciones se derivan
de las propiedades de los tridngulos rectangulos.
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Para que sea facil de ver, considera el punto P en el plano xy con
coordenadas rectangulares (z,y,0) y con coordenadas cilindricas
(r,0,0),como se muestra en la siguiente figura.

j"'ll P(}f, _}"‘, U}
P(r, 8, 0)
r
Yy
H -
X X

Figura 2.90. El teorema de Pitagoras proporciona la ecuacion r? = 22 4
y?. Las relaciones del triangulo rectangulo nos dicen que x = rcos,y =
rsenfy tanf = y/x.

Consideremos las diferencias entre las coordenadas rectangulares y
cilindricas al observar las superficies generadas cuando cada una de
las coordenadas se mantiene constante. Si ¢ es una constante,

entonces en coordenadas rectangulares, las superficies de la forma
T =c,y = ¢, 02z = cson todos planos. Los planos de estas formas
son paralelos al plano yz, al plano xzz y al plano xy, respectivamente.
Cuando convertimos a coordenadas cilindricas, la coordenada z no

cambia. Por lo tanto, en coordenadas cilindricas, las superficies de la
forma z = cson planos paralelos al plano xy.
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Ahora, pensemos en las superficies de la forma » = c. Los puntos en
estas superficies estan a una distancia fija del eje z. En otras palabras,

estas superficies son cilindros circulares verticales. Por ultimo, ;qué
pasa con 6 = ¢? Los puntos en una superficie de la forma 8 = c estan

en un angulo fijo desde el eje z, lo que nos da un semiplano que
comienzaen el eje z (Figura 2.91y Figura 2.92).

zi z:t

Figura 2.91. En coordenadas rectangulares, (a) las superficies de la forma
x = c son planos paralelos al plano yz, (b) las superficies de la forma y = ¢
son planos paralelos al plano xzz, y (c) las superficies de la forma z = ¢ son
planos paralelos al plano zy.

z ¥ z t
- — - B A
-t R i T
X y X - y
(a) (b) ()

Figura 2.92. En coordenadas cilindricas, (a) las superficies de la forma
r = ¢ son cilindros verticales de radio 7, (b) las superficies de la forma 6 =
¢ son semiplanos en angulo 6 desde el eje z, y (c) las superficies de la
forma z = ¢ son planos paralelos al plano zy.
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B Fercido Conversion de coordenadas cilindricas a
rectangulares

Traza el punto con coordenadas cilindricas (4,2%,—2) vy

’ 30
expresa su ubicaciéon en coordenadas rectangulares.

(%) Solucién

Si este proceso parece familiar, es con buena razén. Este es
exactamente el mismo proceso que seguimos en el primer capitulo
sobre ecuaciones paramétricas y coordenadas polares, para convertir
de coordenadas polares a coordenadas rectangulares
bidimensionales.

B Eiercido Qqnversmn de coordenadas rectangulares a
cilindricas

Convierte las coordenadas rectangulares (1,—3,5) en
coordenadas cilindricas.

() Solucién

El uso de coordenadas cilindricas es comin en campos como la fisica.
Los fisicos que estudian las cargas eléctricas y los condensadores
utilizados para almacenar estas cargas han descubierto que estos
sistemas a veces tienen una simetria cilindrica.
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Estos sistemas tienen ecuaciones de modelado complicadas en el
sistema de coordenadas cartesianas, lo que dificulta su descripciéon y
analisis. Las ecuaciones a menudo se pueden expresar en términos
mas simples usando coordenadas cilindricas. Por ejemplo, el cilindro
descrito por la ecuacion z? + y2 = 25 en el sistema cartesiano puede

representarse mediante la ecuacién cilindricar = 5.

B Barcido Identificacion de superficies en el sistema
de coordenadas cilindricas

Describe las superficies con las ecuaciones cilindricas dadas.

a. 0=17
b. r?’4+22=9
c. z=r

(%) Solucién

Practica con la siguiente escena interactiva, adaptacion realizada a
partir de la miscelanea "Coordenadas cilindricas", disefiada por Elena
E. Alvarez Sdiz, y publicada en el portal del Proyecto Descartes.

En el menun "elige", selecciona una de las variables; por ejemplo, para
r constante obtendras el cilindror = c.
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4p

(I D

2.8.2 Coordenadas Esféricas

En el sistema de coordenadas cartesianas, la ubicacién de un punto
en el espacio se describe utilizando un triple ordenado en el que cada
coordenada representa una distancia. En el sistema de coordenadas
cilindricas, la ubicacién de un punto en el espacio se describe usando
dos distancias (r y z) y una medida de angulo (6). En el sistema de

coordenadas esféricas, nuevamente usamos un triple ordenado para
describir la ubicaciéon de un punto en el espacio. En este caso, el triple
describe una distancia y dos angulos. Las coordenadas esféricas
facilitan la descripcion de una esfera, al igual que las coordenadas
cilindricas facilitan la descripcién de un cilindro. Las lineas de
cuadricula para coordenadas esféricas se basan en medidas de
angulo, como las de coordenadas polares.
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DEFINICION

En el sistema de coordenadas esféricas, un punto P en el espacio
(Escenainteractivay Figura 2.97) esta representado por el triple
ordenado (p, 6, ¢) donde

e p(laletra griega rho) es la distancia entre P y el origen

(p520);

e @ eselmismo angulo utilizado para describir la ubicacion
en coordenadas cilindricas;

e ¢ (laletra griega phi) es el dngulo formado por el eje z
positivo y el segmento de recta OP, donde O es el origen
yo<¢ <.
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La anterior escena interactiva, es una adaptacién realizada a partir de
la misceldnea "Coordenadas esféricas", disenada por Elena E. Alvarez
Saiz, y publicada en el portal del Proyecto Descartes.

Z |

P(x, ¥, 2)
P(p, 0, ¢)

X

Figura 2.97. La relacidn entre coordenadas esféricas, rectangulares y
cilindricas.

Por convencion, el origen se representa como (0,0,0) en coordenadas
esféricas.

A continuacion, presentamos un Teorema que indica cémo realizar la
conversion entre coordenadas esféricas, cilindricas y rectangulares,
la féormulas presentadas pueden parecer complejas, pero son
aplicaciones sencillas de trigonometria.
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TEOREMA 2.16

Conversion entre coordenadas esféricas,

rectangulares

cilindricas y

Las coordenadas rectangulares (z,y,z) y las coordenadas
esféricas (p, 6, ®) de un punto se relacionan de la siguiente

manera:
x = psengcosl
y = psenosent
z = pcose
P =2+
tanf = L
x
z
¢ = arccos(

Estas ecuaciones se
utilizan para convertir
coordenadas esféricas en
coordenadas
rectangulares.

Estas ecuaciones se
utilizan para convertir
coordenadas

rectangulares en

) coordenadas esféricas.

Si un punto tiene coordenadas cilindricas (r, 6, z), estas
ecuaciones definen la relacién entre las coordenadas cilindricas

y esféricas.

Estas ecuaciones se utilizan para convertir de
r = psent coordenadas esféricas a coordenadas cilindricas.

0=20

z = pcosb
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Estas ecuaciones se utilizan para
p=Vr2+ 22 convertir coordenadas cilindricas en
0—0 coordenadas esféricas.

Mirando la Figura 2.98, es facil ver que r = pseng. Luego, mirando el
triangulo en el plano xzy con r como su hipotenusa, tenemos =z =
rcosf = psengcosb. La derivacion de la férmula para y es similar. La
figura 2.96 también muestra que p? =12+ 22 =22 +9y> + 22 y
z = pcoso. Resolver esta Ultima ecuacion para ¢ y luego el sustituir
p=+vVr?+22 (de la primera ecuacién) se produce ¢ =

_z 4
arccos (W) . Ademas, ten en cuenta que, como antes, debemos

tener cuidado al usar la férmula tanf = % para elegir el valor
correcto de 6.
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Figura 2.98. Las ecuaciones que se convierten de un sistema a otro se
derivan de las relaciones del triangulo rectangulo.

Como hicimos con las coordenadas cilindricas, consideremos las
superficies que se generan cuando cada una de las coordenadas se
mantiene constante. Deja que c sea una constante y considera las
superficies de la forma p = c. Los puntos en estas superficies estan a
una distancia fija del origen y forman una esfera. La coordenada 6 en

el sistema de coordenadas esféricas es la misma que en el sistema de
coordenadas cilindricas, por lo que las superficies de la forma 6 = ¢
son semiplanos, como antes. Por ultimo, considera las superficies de
la forma ¢ = c. Los puntos en estas superficies estan en un angulo
fijo desde el eje z y forman un medio cono (Escena interactiva y

Figura 2.99).
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Elige:

.__-;____

() (b) (©)

Figura 2.99. En coordenadas esféricas, las superficies de la forma p = ¢
son esferas de radio p (a), las superficies de la forma 8 = ¢ son semiplanos
en un angulo @ desde el eje x (b), y las superficies de la forma ¢ = ¢ son
medios conos en un angulo ¢ desde el eje z (c).

333


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/interactivos/capitulo2/esferica2.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap2/299.png

B Ejercicio Conversion de coordendas esféricas

Traza el punto con coordenadas esféricas (8, %, %) y expresa su
ubicacién en coordenadas rectangulares y cilindricas.

(%) Solucién
B Ejercicio Conversion de coordenadas rectangulares

Convierte las coordenadas rectangulares (—1,1,4/6) en
coordenadas esféricas y cilindricas.

() Solucién

B Ejercicio Identificacion de superficies en el sistema
de coordenadas esféricas

Describe las superficies con las ecuaciones esféricas dadas.

a.0 =3
b.¢ =
c.p==6

d. p = senflsen¢

(%) Solucién
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Las coordenadas esféricas son Utiles para analizar sistemas que
tienen cierto grado de simetria sobre un punto, como el volumen del
espacio dentro de un estadio abovedado o la velocidad del viento en
la atmodsfera de un planeta. Una esfera que tiene la ecuacién
cartesiana =2 + y2 + 22 = ¢? tiene la ecuacién simple p = c en

coordenadas esféricas.

En geografia, la latitud y la longitud se utilizan para describir
ubicaciones en la superficie de la Tierra, como se muestra en la Figura
2.104. Aunque la forma de la Tierra no es una esfera perfecta,
utilizamos coordenadas esféricas para comunicar la ubicacion de los
puntos en la Tierra. Supongamos que la Tierra tiene la forma de una
esfera con un radio de 4000 m:. Expresamos las medidas de los

angulos en grados en lugar de radianes porque la latitud y la longitud
se miden en grados.

Primer
meridiano |

Longitud

Figura 2.104. En el sistema de latitud y longitud, los angulos describen la
ubicacién de un punto en la Tierra en relacidn con el ecuador y el meridiano

principal.
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Supdn que el centro de la Tierra sea el centro de la esfera, con el rayo
desde el centro a través del Polo Norte que representa el eje z

positivo. El meridiano principal representa la traza de la superficie a
medida que se interseca con el plano xz. El ecuador es la traza de la
esfera que se interseca con el plano xy.

Analiza los triangulos en la esfera terrestre en la siguiente escena
interactiva, disenada por Jose Galo, en la cual seguro te preguntaras
¢Como es que la suma de los angulos de un triangulo es superior a
180°? (consulta la unidad Geometria esférica).

. A
ZMostrar |as tangentes? | No ’ (] |

P+R+0= 43 °+ +59"=214

coordenadas | esfericas . . " ra
i . ; A
0 . A~ [ P p— 43
P angulo polar '_D.'.IE 9—
el A 06 \
P latitud v

Q angulo polar =

’ 1 v - =
iMostrar la esfera? Si | ¢Ver los lados? | 51w d,f‘."IUE-I'I'arm,SgECATIESICﬂS'?|NnV

Q latitud - |0-39 LES -+.E04:(:}-P < 2 K

R anguio palar =

R latitud

B Barcido Conversién de Ia’glt.ud y longitud a
coordenadas esféricas

La latitud de Columbus, Ohio, es de 40° Ny la longitud es de 83°

W, lo que significa que Columbus esta a 40° al norte del
ecuador.
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Imagina un rayo desde el centro de la Tierra a través de
Columbus y un rayo desde el centro de la Tierra a través del
ecuador directamente al sur de Columbus. La medida del angulo
formado por los rayos es de 40° Del mismo modo, midiendo
desde el primer meridiano, Columbus se encuentra a 83° hacia
el oeste. Expresa la ubicaciéon de Columbus en coordenadas
esféricas.

(%) Solucién

Las coordenadas cilindricas y esféricas nos dan la flexibilidad de
seleccionar un sistema de coordenadas apropiado para el problema
en cuestion. Una eleccion cuidadosa del sistema de coordenadas
puede hacer que un problema sea mucho mas facil de resolver,
mientras que una mala eleccién puede conducir a calculos
innecesariamente complejos. En el siguiente ejercicio, examinamos
varios problemas diferentes y discutimos como seleccionar el mejor
sistema de coordenadas para cada uno.

B Eercido Elegir el mejor sistema de coordenadas

En cada una de las siguientes situaciones, determinamos qué
sistema de coordenadas es el mas apropiado y describimos
cémo orientariamos los ejes de coordenadas. Podria haber mas
de una respuesta correcta sobre cémo deberian orientarse los
ejes, pero seleccionamos una orientacion que tenga sentido en
el contexto del problema. Nota: No hay suficiente informacion
para configurar o resolver estos problemas; simplemente
seleccionamos el sistema de coordenadas (Figura 2.105).
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a. Encuentrael centro de gravedad de una bola de boliche.

Determina la velocidad de un submarino sometido a una
corriente ocednica.

Calcula la presion en un tanque de agua cénico.

Encuentra el volumen de petréleo que fluye a través de
una tuberia.

e. Determina la cantidad de cuero requerida para hacer
una pelota de futbol.

(@) (b) (c)

(d) (e)

Figura 2.105. (crédito: (a) modificacion del trabajo de scl hua, Wikimedia,
(b) modificacion del trabajo de DVIDSHUB, Flickr, (c) modificacién del
trabajo de Michael Malak, Wikimedia, (d) modificacién del trabajo de Sean
Mack, Wikimedia, (e) modificacion del trabajo de Elvert Barnes, Flickr)

(w) Solucién
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B Ejercicios

Usa la siguiente figura como ayuda para identificar la relacién entre
los sistemas de coordenadas rectangulares, cilindricos y esféricos.

Zy

@7
m . . . . . oy s .
Para los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas cilindricas

(r,0,z) de un punto. Encuentra las coordenadas rectangulares
(z,y, z) del punto.

363. (4,%,3) (Solucion)
364. (3,%,5)

365. (4,1%,3) (Solucion)
366. (2,7, —4)
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©7]
u . . . . .

Para los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas
rectangulares (z,y,z) de un punto. Encuentra las coordenadas

cilindricas (r, 8, z) del punto.

367. (1 ,ﬁ 2) ( )
368. (1,1,5)

369. (3,-3,7)( )
370. (—2v2,2v2,4)
@y

u . . . . . . 7 .
Para los siguientes ejercicios, se da la ecuacion de una superficie
en coordenadas cilindricas. Encuentra la ecuacién de la superficie en
coordenadas rectangulares. Identificar y graficar la superficie.

371, [Tlr = 4( )

372. [T]z = r2cos®6

373. [Tlr?cos(20) + 22 +1 =0( )
374, [T]r = 3senb

375. [T]lr = 2cos06 ( )

376. [TIr2+22=5

377. [T]lr = 2secl ( )

378. [T]r = 3csch

@7
u . . . . . . 7 .
Para los siguientes ejercicios, se da la ecuacion de una superficie
en coordenadas rectangulares. Encuentra la ecuacion de la superficie

en coordenadas cilindricas.

379. z=3( )
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380. =6

381, x4+ gy 4+ 22 =9( )
382. y =222

383. z2 4+ y? — 162 = 0( )
384, 224+ y? —3y/x2+ 12 +2=0
@7

==Se dan las coordenadas esféricas (p,6,¢) de un punto.
Encuentra las coordenadas rectangulares (x, y, z) del punto.

385. (3,0,7) ( )
386. (1,%,%)

387. (12,-%, %) )
388. (3,5, %)

o7

[}
==Se dan las coordenadas rectangulares (z,y,z) de un punto.
Encuentra las coordenadas esféricas (p, 6, ¢) del punto. Expresa la
medida de los dngulos en grados redondeados al entero mas cercano.

389. (4,0,0)( )
390. (-1,2,1)

391. (0,3,0)( )
392. (-2,2v/3,4)
©7]

u . . . . . . 7 .
Para los siguientes ejercicios, se da |la ecuacion de una superficie
en coordenadas esféricas. Encuentra la ecuacion de la superficie en
coordenadas rectangulares. Identificar y graficar la superficie.
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393. [Tlp = 3( )

394. [Tl =%

395. [Tlp = 2coso ( )
396. [Tlp = 4csco

397. [Ml¢ =3I )

398. [T]p = 6cscosectd

©7]

u . . . . . . 7 .
Para los siguientes ejercicios, se da la ecuacion de una superficie
en coordenadas rectangulares. Encuentra la ecuacion de la superficie
en coordenadas esféricas. ldentifica la superficie.

399. 22+ 9% — 322 =0,2=0( )
400, 22 +9y*+ 22 —42=0
401, z=6( )

402, 22442 =9

@7
u . . . . . oy 7 .
Para los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas cilindricas
de un punto. Encuentra sus coordenadas esféricas asociadas, con la
medida del dngulo ¢ en radianes redondeado a cuatro decimales.

403. [TI(1,Z,3)( )
404. [T)(5,m,12)

405. (3,%,3)( )
406. (3,—%,3)

/]

u . . . . . 7 .
Para los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas esféricas de
un punto. Encuentra sus coordenadas cilindricas asociadas.
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(2,2, F) (Solucion)
(4, % 5)

(8,5,3) )
(97 _%’ %)

4]
Para los siguientes ejercicios, encuentra el sistema de
coordenadas mas adecuado para describir los sélidos.

El sélido situado en el primer octante con un vértice en el
origeny encerrado por un cubo de longitud de borde a, donde a > 0

( )

Una capa esférica determinada por la regiéon entre dos esferas
concéntricas centradas en el origen, de radios a y b, respectivamente,

dondeb >a >0

Una esfera interior solida x>+ y? 4+ 22 =9 y fuera del
cilindro (z — 2)? + % = 4 ( )

Una carcasa cilindrica de altura 10 determinado por la region
entre dos cilindros con el mismo centro, resoluciones paralelas y
radios de 2y 5, respectivamente.

[T] Usa un CAS para graficar en coordenadas cilindricas la
regién entre el paraboloide eliptico z = 22 4 y? y el cono 2 + y? —

22 =0( ).

[T] Usa un CAS para graficar en coordenadas esféricas la
“region del cono de helado” situada sobre el plano xy entre la esfera

z? + y% + 22 = 4yel conoeliptico 22 + % — 22 = 0.
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Washington, DC, se encuentra a 39° Ny 77° W (ver la
siguiente figura). Supén que el radio de la Tierra es de 4000 ma.

Expresa la ubicaciéon de Washington, DC, en coordenadas esféricas

( )-

Washington D.C.
39°N, 77°W
@

150°
120°

San Francisco se encuentraa 37.78° Ny 122, 42° O. Supén que
el radio de la Tierra es 4000 m:. Expresa la ubicacion de San

Francisco en coordenadas esféricas.

Encuentra la latitud y longitud de Rio de Janeiro si sus
coordenadas esféricas son (4000, —43.17°,102.91°) ( ).

Encuentra la latitud y longitud de Berlin si sus coordenadas
esféricas son (4000, 13.38°, 37.48"0).

[T] Considera el toro de la ecuacion (z2 + y? + 22 + R? —
r?)? = 4R?(z? + y?),donde R > r > 0 ( ).
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a.

Escribe la ecuacion del toro en coordenadas esféricas.

b. SiR = r,lasuperficie se llama toro de cuerno. Demuestra que

la ecuacion de un toro de cuerno en coordenadas esféricas es
p = 2Rseng.

Usa un CAS para representar graficamente el toro de la
bocinacon R = r = 2 en coordenadas esféricas

[T] La “esfera irregular” con una ecuacién en coordenadas

esféricas es p = a + bcos(m@)sen(ng),cond € [0,2x]y ¢ € [0, 7],
donde a y b son nimeros positivos y m y n son enteros positivos,

pueden usarse en matematica aplicada para modelar el crecimiento
tumoral.

a.

a. Demuestra que la “esfera irregular” estd contenida dentro
de una esfera de ecuacion p = a + b.

Encuentra los valores de 8 t ¢ en el cual las dos superficies se
interesecan.

c. Usa un CAS para graficar la superficie para a = 14,b =
2,m =4yn = 6juntoconlaesferap = a + b.

Encuentra la ecuacion de la curva de interseccion de la
superficie en b. con el cono ¢ = {5. Grafica la curva de

interseccién en el plano de interseccién.
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Capitulo |

Funciones con valor
vectorial







3.1 Introduccion

Figura 2.1. El cometa Halley aparecié a la vista de la Tierra en 1986 vy
volvera a aparecer en 2061.

En 1705, utilizando las nuevas leyes de movimiento de Sir Isaac
Newton, el astronomo Edmond Halley hizo una prediccién. Dijo que
los cometas que habian aparecido en 1531, 1607 y 1682 eran en
realidad el mismo cometa y que reapareceria en 1758. Halley
demostré estar en lo cierto, aunque no vivio para verlo. Sin embargo,
el cometa fue nombrado mas tarde en su honor.

El cometa Halley sigue un camino eliptico a través del sistema solar,
con el Sol apareciendo en un foco de la elipse. Este movimiento es
predicho por la primera ley de movimiento planetario de Johannes
Kepler, que mencionamos brevemente en la Introduccién a las
ecuaciones paramétricas y las coordenadas polares.

Las funciones con valor vectorial proporcionan un método util para
estudiar varias curvas tanto en el plano como en el espacio
tridimensional.
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Podemos aplicar este concepto para calcular la velocidad, la
aceleracion, la longitud del arco y la curvatura de la trayectoria de un
objeto. En este capitulo, examinamos estos métodos y mostramos
como se usan.

3.2 Funciones con valor vectorial y curvas
espaciales

Nuestro estudio de las funciones de valor vectorial combina ideas de
nuestro examen anterior del calculo de una sola variable con nuestra
descripcion de vectores en tres dimensiones del capitulo anterior. En
esta seccion ampliamos conceptos de capitulos anteriores y también
examinamos nuevas ideas sobre curvas en el espacio tridimensional.
Estas definiciones y teoremas apoyan la presentacién de material en
el resto de este capitulo y también en los capitulos restantes del
texto.

3.2.1 Definicion de una funcion con valor vectorial

Nuestro primer paso para estudiar el cdlculo de las funciones con
valor vectorial es definir qué es exactamente una funcién con valor
vectorial. Luego, podemos ver graficos de funciones con valor
vectorial y ver como definen curvas en dos y tres dimensiones.
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DEFINICION

Una funcion con valor vectorial es una funciéon de la forma
r(t) = f()i+g(t)jor(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k(3.1)

donde las funciones componentes f,g y h son funciones de
valor real del parametro t. Las funciones con valor vectorial
también se escriben en la forma

r(t) = (f(t),9(t)) or(t) = (f(t),g(t),h(t)). (3.2)

En ambos casos, la primera forma de la funcién define una
funcion bidimensional con valor vectorial; la segunda forma
describe una funcién tridimensional de valor vectorial.

El parametro t puede estar entre dos nimeros reales: a <t < b.
Otra posibilidad es que el valor de t pueda tomar todos los reales. Por

ultimo, las funciones de los componentes pueden tener restricciones
de dominio que imponen restricciones sobre el valor de t.

B Ejercicio Evaluaciéon de funciones con valor vectorial
y determinacion de dominios

Para cada una de las siguientes funciones con valor vectorial,

evalda r(0),r(%) y r(%). ;Alguna de estas funciones tiene

restricciones de dominio?
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a. r(t) =4cos(t) i+ 3sen(t) j
b. r(t) = 3tan(t) i + 4sec(t) j + 5tk

(%) Solucién

El ejercicio ilustra un concepto importante. El dominio de una funcién
con valor vectorial se compone de nUmeros reales. El dominio puede
ser todos los numeros reales o un subconjunto de los niumeros reales.
El rango se compone de vectores. Cada nimero real en el dominio de
una funcién con valor vectorial se asigna a un vector bidimensional o
tridimensional.

3.2.2 Grafica de funciones con valor vectorial

Recuerda que un vector plano consta de dos cantidades: direccion y
magnitud. Dado cualquier punto en el plano (el punto inicial), si nos
movemos en una direccién especifica para una distancia especifica,
llegamos a un segundo punto. Esto representa el punto terminal del
vector. Calculamos los componentes del vector restando las
coordenadas del punto inicial de las coordenadas del punto terminal.

Se considera que un vector estd en posicién estandar si el punto
inicial se encuentra en el origen. Al graficar una funciéon con valor
vectorial, generalmente graficamos los vectores en el dominio de la
funcion en posicidon estandar, porque hacerlo garantiza la unicidad
del grafico. Esta convencion se aplica también a los graficos de
funciones tridimensionales con valor vectorial. La grafica de una
funcién con valor vectorial de la forma r(t) = f(¢)i + g(t)j consiste

en el conjunto de todos (t,r(t)), y la ruta que traza se llama curva
plana.
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La grafica de una funcién de valor vectorial de la forma r(t) =
f(t)i+ g(t)j + h(t)k consiste en el conjunto de todos (¢, r(t)), y el

camino que traza se llama curva espacial. Cualquier representacién
de una curva plana o una curva espacial usando una funcién de valor
vectorial se [lama parametrizacion vectorial de la curva.

B Ejercicio Graficar una funcioén con valor vectorial

Crea un grafico de cada una de las siguientes funciones con
valor vectorial:

a. La curva plana representada por r(t) = 4cost i+
3sent j, 0 <t <2mw

b. La curva plana representada por r(t) = 4cost®i+
3sent®j, 0 <t <2rm

c. La curva espacial representada por r(t) = costi+
sentj+tk, 0<t<A4An

(%) Solucién

Puedes notar que las graficas en las partes a. y b. son idénticas. Esto
sucede porque la funcidon que describe la curva b es una llamada
reparametrizacion de la funcién que describe la curva a. De hecho,
cualquier curva tiene un nimero infinito de reparametrizaciones; por
ejemplo, podemos reemplazar t con 2t en cualquiera de las tres

curvas anteriores sin cambiar la forma de la curva.

353


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/cap3/r2.html

El intervalo sobre el cual se define t puede cambiar, pero eso es todo.

Volvemos a esta idea mdas adelante en este capitulo cuando
estudiamos la parametrizacién de longitud de arco.

Como se menciond, el nombre de la forma de la curva de la graficaen
el ejemplo 3.2c. es una hélice (figura 3.4). La curva se asemeja a un
resorte, con una seccién transversal circular que mira hacia abajo alo
largo del eje z. Es posible que una hélice sea también eliptica en
seccién transversal. Por ejemplo, la funcién de valor vectorial r(t) =

4cost i+ 3sent j + t k describe una hélice eliptica. La proyeccién
de esta hélice en el plano xy es una elipse. Por ultimo, las flechas en el
grafico de esta hélice indican la orientacion de la curva a medidaque ¢

progresade 0 a 4.

En este punto, puedes notar una similitud entre las funciones de valor
vectorial y las curvas parametrizadas. De hecho, dada una funcién de
valor vectorial r(t) = f(t) i+ g(t) j, podemos definir x = f(t) e
y = g(t). Si existe una restriccion en los valores de ¢ (por ejemplo, ¢
esta restringido al intervalo [a, b] para algunas constantes a < b),

entonces esta restriccién se aplica al parametro. El grafico de la
funcion parametrizada estaria de acuerdo con el grafico de la funcién
con valor vectorial, excepto que el grafico con valor vectorial
representaria vectores en lugar de puntos. Como podemos
parametrizar una curva definida por una funcién y = f(x), también

es posible representar una curva plana arbitraria mediante una
funcién de valor vectorial.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Brenda Casandra
Vargas Rocha (Instituto de Ciencia e Ingenieria de Materiales,
UNAM), puedes observar y cambiar las ecuaciones paramétricas de
una hélice. Te recomendamos explorar la escena en forma ampliada.
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7]
Parametrizacion de una Hélice

F’aréwftms x(t)= |a*cos(2*pi*)
- s y(t)= b*sen(2*pi*t)
‘ : . z(t)= [C't
c =1

Rango
1 15
2 S5
N o 64

i*1)) i + (b*sen(2*pi*t)) j

Cambia el valor de b a 2 y observa cémo se transforma en una hélice

eliptica. Puedes, también, cambiar el intervalo, por ejemplo, escribe
2pi en la casilla para t5. Notards que la curva puede quedar

segmentada, pues el editor DescartesJS construye las curvas con NV
segmentos, por ello, se ha dejado un control N para que aumentes
este numero de intervalos y mejorar el aspecto de la curva.
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3.2.3 Limites y continuidad de una funcion con valor
vectorial

Ahora echamos un vistazo al limite de una funcién con valor vectorial.
Es importante entender esto para estudiar el calculo de las funciones
con valores vectoriales.

DEFINICION

Una funcién con valor vectorial r se acerca al limite L a medida
gue t se acerca a a, escribimos

limr(t) = L,

t—a
siempre que

lim |[£(¢) — L] = 0

t—a

Esta es una definicion rigurosa del limite de una funcién con valor
vectorial. En la practica, utilizamos el siguiente teorema:

TEOREMA 3.1

Limite de una funcién con valor vectorial
Sean f, gy h funciones de t. Entonces, el limite de la funcién con

valor vectorial r(t) = f(¢)i + g(t)j cuando t se acerca a a viene
dado por
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t—a

fir(t) = | B £+ [ Bmo0)]5 (33)

: : e T T .
siempre que existan los limites lim f(t)y lim g(t). De manera

similar, el limite de la funcién con valor vectorial r(t) = f(¢)i +
g(t)j + h(t)k cuando t se acerca a a viene dado por

fnr(t) = |1 /(0] i+ | B0 i+ [ mmo] k@)

siempre que existan los limites %1_% f(), %1_1)1; g(t)y %1_1)13 h(t).

En el siguiente ejercicio, mostramos como calcular el limite de una
funcidn con valor vectorial.

B Eercido Evaluacion o!el l[imite de una funcién con
valor vectorial

Para cada una de las siguientes funciones vectoriales, calcula
lim r(t) para
t—3 ( )p

a. r(t) = (t* —3t+4)i+ (4t + 3)j
b. r(t) =2Fi+ z5j+ (4t —3)k

(%) Solucién
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Ahora que sabemos cémo calcular el limite de una funcién con valor
vectorial, podemos definir la continuidad en un punto para dicha
funcion.

DEFINICION

Sean f,g y h funciones de t. Entonces, la funcién de valor
vectorial r(t) = f(t)i+ g(t)j es continua en el punto t = a si
se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. r(a)existe

2. limr(t) existe
t—a

.l =

3 lim r(t) =r(a)

De manera similar, la funcién de valor vectorial r(t) = f(¢)i +
9(t)j + h(t)k es continua en el punto t = a si se cumplen las
siguientes tres condiciones:

1. r(a)existe

2. limr(t) existe
t—a

3. limr(t) =r(a)

t—a
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Y9 Ejercicios

a
"

Obtén las funciones componentes © = f(t) e y = g(t) para la
funcién con valor vectorial r(t) = 3secti + 2tant;j ( ).

Dado r(t) = 3secti + 2tantj, encuentra los siguientes valores
(si es posible).

a. r(%§)
b. r(m)
c. r(§)

Dibuja la curva de la funcién con valor vectorial r(t) = 3secti +
2tantj y dA la orientacién de la curva. Dibuja asintotas como una
guia para el grafico ( ).

EvaIuar%im <eti + ety 4 e‘tk>.

—0

Dada la funcién con valor vectorial r(t) = (cost, sent),

encuentra los siguientes valores ( ):
N t
> g
b, x(5)

c. ¢Esr(t)continuaent = §?

d. Graficader(t).
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Dada la funcién con valor vectorial r(t) = (t,t* + 1), encuentra
los siguientes valores:

a. lim r(%)

t——3
b. r(—3)
c. ¢Esr(t)continuaenz = —3?

d. r(t+2)—r()

Sear(t) = €'i + sentj + Intk. Encuentra los siguientes valores

T

C. gEsr(t) continuaent = 7?

E{d

Encuentra el limite de las siguientes funciones con valores
vectoriales en el valor indicado de t.

lim<\/t— : tt42,tan(%)>

t—4
tlirr} r(t),parar(t) = e'i + sentj + Intk ( )
7
tlilglo e 2, 23 afrctan(2t)>
lim tint(t), 22, ln(t2)> ( )
lim (cos?t, sen’t, 1)
t—2
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13. lim r(t),parar(t) = 2e ti+ e 'j + In(t — 1)k ( )

t—o0
14. Describe la curva definida por la funcién con valor vectorial

r(t) = (1+t)i+ (2 +5t)j + (—1 + 6t)k.

Encuentra el dominio de las funciones con valores vectoriales.

15. r(t) = (t?, tant, Int) ( )
M.ﬂo=<ﬁﬂﬁ—&§%>
17. r(t) = {esc(t), \/%—3, In(t —2)) ( )

Toma r(t) = (cost,t,sent) y Usalo para responder las
siguientes preguntas.

18. ;Paraqué valores detesr(t) continua?

19. Dibujalagraficader(t) ( ).

20. Encuentraeldominioder(t) = 2e ‘i + e 'j + In(t — 1)k.

21. Para qué valores de t es r(t) =2e‘tie 'j+In(t—1)k
continua? ( )

[+
Elimina el pardmetro t, escribe la ecuaciéon en coordenadas

cartesianas, luego dibuja las graficas de las funciones con valores
vectoriales.

22. r(t) = 2ti + t%j (Sugerencia: Haz z = 2t e y = t2. Resuelve la
primera ecuacion para x en términos de t y sustituye este resultado
en la segunda ecuacion).
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23. r(t) = 31 + 2tj ( )

24. r(t) = 2(senht)i + 2(cosht)j, t > 0
25. r(t) = 3(cost)i + 3(sent)j ( )
26. r(t) = (3sent, 3cost)

2
Usa una utilidad grafica para dibujar cada una de las siguientes
funciones con valores vectoriales:

27. [Tx(t) = 2cost2i + (2 — V1)j ( )

28. [T]r(t) < cos(3t) e—sen(t)>

29. [Tlr(t) = (2 — sen(2t), 3 + 2cost) ( )
30. 4x? 4 9y? = 36; en sentido horario y antihorario.
31. r(t) = (t,t?),deizquierda a derecha ( ).

32. Larectaatravésde Py @ donde Pes (1,4,—2)yQes(3,9,6)

@7
== Considera la curva descrita por la funciéon de valor vectorial
r(t) = (50e tcost)i + (50e tsent)j + (5 — be ' )k.

33. ¢Cudl es el punto inicial de la ruta correspondiente a r(0)?

( )

34. ¢Cuélesel lim r(t)?

t—o00
35. [T]Usalatecnologia paradibujar la curva ( ).

36. Elimina el parametro ¢ para mostrar que z = 5 — {5 donde

r? = g2 —|—y2.
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[T] Sea r(t) = costi + sentj + 0.3sen(2t)k. Usa la tecnologia

para graficar la curva (llamada curva de la montana rusa) durante el
intervalo [0, 27). Elige al menos dos vistas para determinar los picos

y valles ( ).

[T] Usa el resultado del problema anterior para construir una
ecuacion de una montana rusa con una fuerte caida desde el pico y
una fuerte inclinaciéon desde el "valle". Luego, usa la tecnologia para
graficar la ecuacion.

Usa los resultados de los dos problemas anteriores para
construir una ecuaciéon de una ruta de una montafna rusa con mas de
dos puntos de giro (picos y valles) ( ).

a. Graficar la curva r(t) = (44 cos(18t))cos(t)i+ (4 +
cos(18t)sen(t))j + 0.3sen(18t)k usando dos &ngulos de
vision de tu eleccidén para ver la forma general de la curva.

b. ¢Lacurvase parece aun "slinky"?

c. ¢;Qué cambios a la ecuacién se deben hacer para aumentar el
numero de bobinas del slinky?

En la pagina siguiente, puedes observar las graficas tridimensionales
correspondientes a las funciones con valores vectoriales de los
ejercicios 29y 37. Recuerda que puedes ampliarlas hacienco clicen la
esquina superior derecha.
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Ejercicio 29

Fy
D.OD[}DI
A
Bl

En esta escena, hemos dejado los controles N vy ¢, sélo para que

verifiques que se trata de una variante de la curva tipo "hélice",
obteniendo una curva similar a la curva "Ocho" también llamada
lemniscata de Gerono o lemniscata de Huygens, o curva en forma de

ocho.
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Ejercicio 37

3.3 Calculo de funciones con valores vectoriales

Para estudiar el calculo de funciones con valores vectoriales,
seguimos un camino similar al que tomamos al estudiar funciones con
valores reales. Primero, definimos la derivada, luego examinamos las
aplicaciones de la derivada, luego pasamos a definir integrales. Sin
embargo, encontraremos algunas ideas nuevas e interesantes a lo
largo del camino como resultado de la naturaleza vectorial de estas
funcionesy las propiedades de las curvas espaciales.
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3.3.1 Derivadas de funciones con valores vectoriales

Ahora que hemos visto qué es una funcién con valor vectorial y cémo
tomar su limite, el siguiente paso es aprender a diferenciarla. La
definicién de la derivada de una funcién con valor vectorial es casi
idéntica a la definicidon de una funcién de valor real de una variable.
Sin embargo, debido a que el rango de una funcién con valor vectorial
consiste en vectores, lo mismo es cierto para el rango de la derivada
de una funcién con valor vectorial.

DEFINICION

La derivada de una funcién con valor vectorial r(t) es

(3.5)

siempre que exista el limite. Si r/(¢) existe, entonces r es
diferenciable en t. Si r’ (t) existe para todas las ¢ en un intervalo
abierto (a, b), entonces r es diferenciable en el intervalo (a, b).
Para que la funcién sea diferenciable en el intervalo cerrado
[a, b], también deben existir los dos limites siguientes:

N r(a + At) —r(a) Py e r(b+ At) — r(b)
r'a) = e At y r'(b) = s At

Muchas de las reglas para calcular derivadas de funciones con valor
real se pueden aplicar también al calculo de derivadas de funciones
con valor vectorial. Recuerda que la derivada de una funcién de valor
real puede interpretarse como la pendiente de una recta tangente o
la tasa de cambio instantanea de la funcion.
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La derivada de una funcidén con valor vectorial también puede
entenderse como una tasa de cambio instantanea; por ejemplo,
cuando la funcion representa la posicion de un objeto en un punto
dado en el tiempo, la derivada representa su velocidad en ese mismo
punto en el tiempo.

Ahora lo demostraremos tomando la derivada de una funcidon con
valor vectorial.

B Barcido Encontrar Ia.derlvada de una funcioén con
valor vectorial

Usa la definicién para calcular la derivada de la funcion

r(t) = (3t + 4)i+ (£* — 4t + 3)j.

(%) Solucién

Observa que en los calculos del ejercicio anterior, también podriamos
obtener la respuesta calculando primero la derivada de cada
componente de la funcién, luego volviendo a colocar estas derivadas
en la funcién con valor vectorial. Esto siempre es cierto para calcular
la derivada de una funcién con valor vectorial, ya sea en dos o tres
dimensiones. Establecemos esto en el siguiente teorema. La prueba
de este teorema se deriva directamente de las definiciones del limite
de una funcién con valor vectorial y la derivada de una funcién con
valor vectorial.

367


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/cap3/r4.html

TEOREMA 3.2
Diferenciacion de funciones con valor vectorial

Sean f, gy h funciones diferenciables de t.
i. Sir(t) = f(t)i+ g(t)j,entoncesr’(t) = fr(t)i+ g/(t)j

i. Si r(t)=f(t)i+g(t)j+h(t)k entonces r'(t)=
FI)i+ g(t)j + hi(t)k.

B Ejercicio Célculode Ia! derivada de funciones con
valor vectorial

Utiliza la diferenciacion de funciones con valores vectoriales
para calcular la derivada de cada una de las siguientes
funciones.

a. r(t) = (6t+8)i+ (4> + 2t — 3)]
b. r(t) = 3costi + 4sentj

c. r(t) = elsenti + elcostj — e*k
(%) Solucién

Antes de continuar, te invitamos a interactuar con la siguiente escena
interactiva, disenada por Yin Bon Ku en GeoGebra.
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r(t+At)—r(t)

Aproxima At a 0 y observa como Al

tangente ala curva en el punto dado.

o o]

se aproxima a la

r(t) es representado por
la curva.

: .t At)—r(t
r(t}:limi{ A4 =71

h-—0 At
r'(t) es tangente a :
la curva en el tiempo t. et

Punto de vista fisico:

Sir (t) describe el

|
P

movimiento de un punto,
r(tesla
velocidad en el tiempo 1.

W
hnd

D e e

it

Interacttia en la escena con los dos deslizadores t y At, rota la grafica
para que verifiques la formula 3.5, a medida que At se aproxima a 0.
Recuerda que puedes ampliar la escena.

Podemos extender a las funciones de valor vectorial las propiedades
de la derivada de variable real. En particular, las reglas de suma y
diferencia, la regla del producto y la regla de |a cadena se extienden a
las funciones de valor vectorial. Sin embargo, en el caso de laregla del
producto, en realidad hay tres extensiones: (1) para una funcién de
valor real multiplicada por una funcién de valor vectorial, (2) para el
producto punto de dos funciones de valor vectorial, y (3) para el
producto cruz de dos funciones vectoriales.
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TEOREMA 3.3

Propiedades de la derivada de funciones con valor vectorial

Supongamos que r y u son funciones de valores vectoriales
diferenciables de t, que f sea una funcion de valores reales
diferenciable de t, y que c sea un escalar.

l.

ese

Vi.

d '
a[cr(t)] = cr'(t)

d ’ ’
= [e(t) £ u(t)] = ' (1) = ¢’ (w)

[r(t) x u(t)] =u(t) x r'(t) + r(t) x u'(¢)

d ’ /
Z(F)] = () £ (1)

Vii.Sir(t) - r(t) = c¢,entoncesr(t) - r'(t) = 0

Multiplicacién por

escalar

Sumay diferencia

Producto escalar

Producto punto

Producto cruz

Regla de lacadena
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Prueba

Las pruebas de las dos primeras propiedades se derivan
directamente de la definicidén de la derivada de una funcién con valor
vectorial. La tercera propiedad se puede derivar de las dos primeras
propiedades, junto con la regla del producto.

Seau(t) = g(¢t)i + h(t)j.Luego

[ F(0)(t)] = = [£(£) (a(t)i + (1))

509 + SR
g(t) + FB)(®)i + (FIORE) + FOMIE)]
=f<>u(t> F(ywt)

Para probar la propiedad iv. sea r(t) = fi(t)i+ g1(¢)j y u(t) =
f2(t)i+ ga(t)j. Luego

() -u(t)] = [f1 () f2(t) + 91(t)g2(t)]
= fl’(t)f2( ) + f1(8) f2!(t) + 91/(2)g2(t) + 91 (2)g2/(2)
= ful(t) fa(t) + g1/(t)g2 () + f1(2) o (2) + 91(2) g2/ (2)
= fili+ g11) - (foi + g2]) + (fri + g1]) - (fo/i + g2/))
=u(t) - r'(t) +r(t) - u'(?)

La prueba de propiedad v es similar a la de propiedad iv. La propiedad

vi puede probarse usando la regla de la cadena. Por ultimo, la
propiedad vii se desprende de la propiedad iv:
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d d

2 ie(t) - x(t)) = S
r'(t)-r(t)+r(t)-r'(t)=0
2r(t) -r'(t) =0
r(t)-r'(t) =0

Ahora, veamos un ejercicio usando estas propiedades.

B Ejercicio Uso de las propiedades de derivadas de
funciones con valores vectoriales

Dadas las funciones con valores vectoriales

r(t) = (6t + 8)i + (4t* + 2t — 3)j + 5tk

u(t) = (£ — 3)i+ (2t +4)j + (2 — 3t)k,
calcula cada una de las siguientes derivadas utilizando las

propiedades de la derivada de funciones con valores
vectoriales.

a. Zr(t)-u(t)]
b. 4

(%) Solucién

372


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/RespuestasCTA/cap3/r6.html

3.3.2 Vectores tangentes y vectores tangentes
unitarios

Recuerda que la derivada en un punto puede interpretarse como la
pendiente de la recta tangente a la grafica en ese punto. En el caso de
una funciéon de valor vectorial, la derivada proporciona un vector
tangente a la curva representada por la funcion. Considera la funcién
de valor vectorial r(t) = costi + sentj. La derivada de esta funcion

es r'(t) = —senti + costj. Si sustituimos el valor t = £ en ambas
funciones obtenemos
T, V3, 1 T 1, 3

_ V9. T ,_:__. V.
r()—21+2Jyr(6) i+ 5]

El grafico de esta funcidon aparece en la figura 3.5, junto con los
vectoresr (%) yr/(g).

r(f) = costi + sintj

—2 4

Figura 3.5. La recta tangente en un punto se calcula a partir de la derivada
de la funcion de valor vectorial r(t).
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Observa que el vector r’(%) es tangente a la circunferencia en el
punto correspondiente a t = %. Este es un ejemplo de un vector

tangente a la curva plana definida por r(t) = costi + sentj.

Para otros valores de t interactua con la siguiente escena:

r(t) = cos(t)i +sen(t)j

4 )

Angulo 0.5236
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B Ejercicio Encontrar un vector tangente unitario

Encuentra el vector tangente unitario para cada una de las
siguientes funciones con valores vectoriales:

a. r(t)

= costi + sentj
b. u(t) = (3t2+ 2¢)i+ (2 — 4%)j + (6t + 5)k

(%) Solucién
3.3.3 Integrales de funciones con valores vectoriales

Ya habréas estudiado las antiderivadas o primitivas de funciones de
valor real en cursos previos. Cada uno de estos conceptos se puede
extender a funciones con valores vectoriales. Ademas, asi como
podemos calcular la derivada de una funcién con valor vectorial
diferenciando las funciones componentes por separado, podemos
calcular la antiderivada de la misma manera. Ademas, el teorema
fundamental del calculo se aplica también a las funciones de valor
vectorial.

La antiderivada de una funcién de valor vectorial aparece en las
aplicaciones. Por ejemplo, si una funcion de valor vectorial
representa la velocidad de un objeto en el tiempo ¢, entonces su

antiderivada representa la posicion. O, si la funcién representa la
aceleracion del objeto en un momento dado, entonces la antiderivada
representa su velocidad.
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DEFINICION

Sean f,g y h funciones integrables de valor real durante el
intervalo cerrado [a, b].

1. La integral indefinida de una funcién con valor vectorial
r(t) = f(¢)i+g(t)jes

[+ aeniar= | [roaei+| [aali @)
La integral definida de una funcién con valor vectorial es
[+ siae=| [ soa]i+ | [s0a]s @)

2. La integral indefinida de una funcion de valor vectorial
r(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)kes

[ 1@+ ator+ nomae = | [ i+ | [ el
4 [ / h(t)dt] Kk (3.9)
La integral indefinida de una funcién de valor vectorial es
[t o3+ nomwai=| [ syaei+ [ [ o]
+ [/b h(t)dt} k (3.10)

Dado que la integral indefinida de una funcion de valor vectorial
implica integrales indefinidas de las funciones componentes,
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cada una de estas integrales componentes contiene una constante de
integracion. Todos pueden ser diferentes. Por ejemplo, en el caso
bidimensional, podemos tener

/f )+ Cr y /g(t)dtza(t)JrCz,

donde F'y G son antiderivadas de f y g, respectivamente. Luego

[+ g = | [ roai+ | [aoal
— (F(t)

+ C1)i+ (G(t) + C9)j
F)i+ G(t)j+ Cii+ Coj
=Ft)i+G#)j+C

donde C' = C4i + (). Por lo tanto, la constante de integracion se
convierte en un vector constante.

B Ejercicio Integrgndo funciones con valores
vectoriales

Calcula cada unade las siguientes integrales:
a. [[(3t%+ 2¢)i+ (3t — 6)j + (6t° + 5¢* — 4)k]|dt
b.  [[(t,t%,¢3) x (£, ¢%,t)]dt
¢ fy /8 [sen’ti + tantj + e 2'k|dt

(%) Solucién
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B Ejercicios

/]
[ERY . . .
Calcula las derivadas de las funciones con valores vectoriales.

41. r(t) = 31+ 3% + i sk (Solucion)
42. r(t) = sen( )i+ cos( )j + €'k
43. r(t) = e ti+ sen(3t)j + v/ 10tk. Aqui se muestra un boceto

del grafico. Observa la naturaleza periédica variable del grafico
(Solucion).

y
(

10 -

OZ;:%JLO
44. r(t) = eli+ 2¢e'j+ k
45, r(t) =i+ j+ k(Solucion)
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46.
47.
48.
49.
50.

%4

r(t) = te'i + tin(t)j + sen(3t)k

r(t) = g7i + arctan(t)j + Int3k ( )
r(t) = tan(2t)i + sec(2t)j + sen?(t)k

r(t) = 3i+ 4sen(3t)j + tcos(t)k ( )
r(t) = t?i + te 2j — be Yk

o -
Para los siguientes problemas, encuentra un vector tangente en
el valor indicado de t.

51
52.
53.
54.

%4

r(t) = ti+ sen(2t)j + cos(3t)k;t = % ( )
r(t) =3t + 2% + kst =1

r(t) = 3eti + 2e73j + 4e?k; t = In(2) ( )
r(t) = cos(2t)i+ 2sentj + t’k;t = 3

Encuentra el vector tangente unitario para las siguientes curvas
parametrizadas.

55.

r(t) = 6i+ cos(3t)j + 3sen(4t)k,0 <t < 2w. Aqui se

presenta una vista de esta curva ( ):

\\_\
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Y aqui una escena interactiva:

Ejercicio 55

A=

Escala < P

563. r(t) = costi + sentj + sentk,0 <t < 27
57. r(t) = 3cos(4t)i + 3sen(4t)j + 5tk,1 < t < 2(Solucion)
58. r(t) =ti+ 3¢j + t2k

@7
Sea r(t) = ti + t23j — t'k y s(t) = sen(t)i + e'j + cos(t)k.
Aqui esta el grafico de la funcion:

380


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/Ejercicios/cap3/r57.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/interactivos/capitulo3/eje55.html

Sl
”
—~~
&

[N
~—
——~
N

&) - s@)] )
Calcula las derivadas primera, segunda y tercera de
r(t) = 3ti + 6ln(t)j + be >’k
Encuentra r/(t) -r”(t), para r(t) = —3t°i+ btj + 2t’k
( )

La funcion de aceleracion, la velocidad inicial y la posicion inicial
de una particula son: a(t) = —5costi — 5sentj, v(0) = 9i + 2j, y
r(0) = 5i. Encuentrav(t) yr(t).

El vector de posicion de una particula es r(t) = 5sec(2t)i —
4tan(t)j + Tt%k ( ).

a. Grafica la funcion de posicidon y muestra una vista del grafico
que ilustra el comportamiento asintético de la funcién.

b. Encuentra la velocidad a medida que ¢ se acerca pero no es
igual a7 /4 (si existiera).
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Encuentra la velocidad y la rapidez de una particula con la

funcion de posicion r(t) = (%)iJr In(1 — 4t?)j. La rapidez de

una particula es la magnitud de la velocidad y esta representada por

7 (2)]]-

@7
Una particula se mueve en una trayectoria circular de radio b de
acuerdo con la funcion r(t) = bcos(wt)i + bsen(wt)j, donde w es la
velocidad angular, df/dt.

Encuentra la funciéon de velocidad y demuestre que v(t)
siempre es ortogonal ar(t) ( ).
Demuestra que la velocidad de la particula es proporcional a la
velocidad angular.
Evalda 2 [u(t) x w/(t)] dadou(t) = t%i — 2tj + k ( ).
Encuentra la antiderivada de r’(t) = cos(2t)i — 2sentj +

L.k que satisface la condicién inicial r(0) = 3i — 2j + k.

1-+¢2
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Evalda ( ).
3
/ |ti + t2j||dt
0

Un objeto comienza desde el reposo en el punto P(1,2,0) y se
mueve con una aceleracion de a(t) = j + 2k, donde ||a(t)|| se mide
en pies por segundo cuadrado. Encuentra la ubicacién del objeto
después det = 2seg.

Demuestra que si la velocidad de una particula que viaja a lo
largo de una curva representada por una funcién con valor vectorial
es constante, entonces la funcién de velocidad siempre es
perpendicular ala funcion de aceleracion ( ).

Dado r(t)=ti+3tj+t’k vy u(t) = 4ti+ t3j+ 3k,
encuentra %(r(t) x u(t)).
Dado r(t) = (t 4 cost,t — sent), encuentra la velocidad y la

rapidez en cualquier momento ( ).
Encuentra el vector de velocidad para la funcion r(t) =

(e, e™t,0).

Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva r(t) =
(el,e ', 0)ent =0 ).

Describe y dibuja la curva representada por la funcién de valor
vectorial r(t) = (6t, 6t — t).

Localiza el punto mas alto en la curva r(t) = (6t,6t — t2) y
obtén el valor de la funcién en este punto ( ).

@7
El vector de posicion para una particulaes r(t) = ti + t2j + t3k
El grafico se muestra a continuacion:
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80. Encuentra el vector de velocidad en cualquier momento.

81.

(
82.

@7

Encuentra la velocidad de la particula en el tiempo t = 2seg

).

Encuentra la aceleracién en el tiempot = 2seg.

Una particula viaja a lo largo de la trayectoria de una hélice con
la ecuacionr(t) = cos(t)i + sen(t)j + tk.

83.
(

84.
85.

(
86.

Encuentra la velocidad de la particula en cualquier momento
Encuentra la rapidez de la particula en cualquier momento.
Encuentra la aceleracion de la particula en cualquier momento

Encuentra el vector tangente unitario para la hélice.

El grafico se muestra a continuacion:
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@7

Una particula viaja a lo largo del camino de una elipse con la
ecuacionr(t) = costi + 2sentj + Ok. Encuentra lo siguiente:

8/. Velocidad de la particula ( )

88. Rapidezde laparticulaent = 7 /4

89. Aceleraciénde laparticulaent = /4 ( )
@7

Dada la funcién de valor vectorial r(t) = (tant, sect,0) (el
grafico se muestra en la pagina siguiente), encuentra lo siguiente:
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90. Velocidad

91. Rapidez( )

92. Aceleracién

93. Encuentra la velocidad minima de una particula que viaja a lo
largo de lacurvar(t) = (t + cost,t — sent) t € [0,27) ( ).

@7
Dado r(t) = ti+ 2sentj + 2costk y u(t) = 1i+ 2sentj +
2costk, encuentra lo siguiente:

94. r(t) x u(t)
d
95. Z(x(t) x u(t))( )
96. Ahora, usa la regla del producto para la derivada del producto
cruz de los dos vectores y demuestra que este resultado es el mismo

gue larespuesta para el problema anterior.

(/]
Encuentra el vector tangente unitario T(t) para las siguientes
funciones con valores vectoriales.

97. r(t) = (¢,

~+ =

) ( ). El grafico se muestra a continuacion:
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98. r(t) = (tcost,tsent)
99. r(t) = (t+ 1,2t + 1,2t + 2) (Solucion)

%4

[
Evalta las siguientes integrales:

100.
/(eti + sentj + Lk)dt
2t — 1
101. (Solucién).

1
1
/0 r(t)dt, donde r(t)= <\?/¥, o 1,e_t>
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3.4 Longitud de arco y curvatura

En esta seccion, estudiaremos formulas relacionadas con curvas en
dos y tres dimensiones, y veremos como estan relacionadas con
varias propiedades de la misma curva. Por ejemplo, supongamos que
una funcién con valor vectorial describe el movimiento de una
particula en el espacio. Nos gustaria determinar qué tan lejos ha
viajado la particula en un intervalo de tiempo determinado, que
puede describirse por la longitud del arco de la ruta que sigue. O
supon que la funcién de valor vectorial describe una carretera que
estamos construyendo y queremos determinar qué tan bruscamente
se curva la carretera en un punto dado. Esto se describe por la
curvatura de la funcién en ese punto.

3.4.1 Longitud de arco

Hemos visto cdmo una funcién de valor vectorial describe una curva
en dos o tres dimensiones. Recuerda las férmulas alternativas para la
curvatura, que establece que la formula para la longitud del arco de
una curva definida por las funciones paramétricas = = x(t),y =

y(t),t1 <t < ty viene dada por

5= / @O+ (w(0)dt

De manera similar, si definimos una curva usando una funcion de
valor vectorial r(t) = f(t)i+ g(t)j, donde a <t < b, la longitud del

arco viene dada por la féormula

s = / VO + (g (0)dt
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En tres dimensiones, si la funcién de valor vectorial se describe por
r(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k durante el mismo intervaloa <t <b,
se da la longitud del arco por

b
s= [ VBRP+ @) + (o)7dt

TEOREMA 3.4

Formulas de longitud de arco

i. Curva plana: dada una curva suave C definida por la funcién
r(t) = f(t)i+ g(t)j, donde t se encuentra dentro del intervalo
[a, b], 1a longitud del arco de C' sobre el intervalo es

s—/ V(F' () ))2dt = /||r )||dt (3.11)

ii. Curva espacial: dada una curva suave C definida por la funcién
r(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k, donde t se encuentra dentro del

intervalo [a, b], la longitud del arco de C durante el intervalo es

5 = / VEOE+ @OF + (W0)dt = / I(6)de (3.12)

Las dos formulas son muy similares; solo difieren en el hecho de que
una curva espacial tiene tres funciones componentes en lugar de dos.
Ten en cuenta que las férmulas se definen para curvas suaves; es
decir, curvas donde la funcién de valor vectorial r(t) es diferenciable

con una derivada distinta de cero.
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La condicion de suavidad garantiza que la curva no tenga cuspides (o
esquinas) que puedan hacer que la férmula sea problematica.

B Ejercicio Encontrar la longitud de arco

Calcula la longitud de arco para cada una de las siguientes
funciones con valores vectoriales:

a. r(t)=(3t—2)i+ (4 +5)j1<t<5
b. r(t) = (tcost,tsent,2t),0 <t < 2w

(%) Solucién

Ahora volvemos a la hélice presentada anteriormente en este
capitulo. Una funcién de valor vectorial que describe una hélice se
puede escribir en la forma

r(t) = Reos (2”}5\7 t)

. 2Nt \
1—|—Rsen<T)J—i—tk,O <t<h

donde R representa el radio de la hélice, h representa la altura
(distancia entre dos giros consecutivos) y la hélice completa N giros.
Deduzcamos una formula para la longitud del arco de esta hélice
usando la Ecuacién 3.12:

gy — 2TtNR 2w Nt .+27TNR 2w Nt Lk
r(t)=— psen| —— )i o cos| —— |
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Por lo tanto,

s = Hr |dt

27TNR 27 Nt 27 NR 2N\ 2
sen + cos +12dt
h h h
B 412 N2 R? o (2T Nt , (2Nt .
—/ 5 sen 5 + cos 3 +
4 2N2 2
/ \/ mNR o a
7T2N2R2
- [,

4Am2N2R? + h?
=h 7
— /412 N2R? + h2

Esto proporciona una férmula para la longitud de un cable necesario
para formar una hélice con N vueltas que tiene radio Ry altura h.

3.4.2 Parametrizacion de la longitud de arco

Ahora tenemos una férmula para la longitud del arco de una curva
definida por una funcién con valor vectorial. Avancemos un paso mas
y examinemos qué es una funcién de longitud de arco.

Si una funcién de valor vectorial representa la posiciéon de una
particula en el espacio como una funcién del tiempo, entonces la
funcion de longitud de arco mide qué tan lejos viaja esa particula en
funcion del tiempo. La férmula para la funcién de longitud de arco se
sigue directamente de la férmula para la longitud de arco:
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)= [ VWP @@P T WP (3.3

Si la curva tiene dos dimensiones, solo aparecen dos términos debajo
de la raiz cuadrada dentro de la integral. La razén para usar la

variable independiente u es distinguir entre el tiempo y la variable de
integracion. Dado que s(t) mide la distancia recorrida en funcién del
tiempo, s'(t) mide la velocidad de la particula en un momento dado.

Como tenemos una férmula para s(t) en la ecuacién 3.13, podemos
diferenciar ambos lados de la ecuacion:

S0 = | [ V@R )+ ()

=21 [ weal
I

= [’ (¢

Si suponemos que r(t) define una curva suave, entonces la longitud
del arco siempre aumenta, por lo que s'(t) > 0 para t > a. Por
ultimo, si r(¢) es una curva en la que ||r’/(¢)|| =1 para todo ¢,
entonces

s(t) = /: It (w) || du = /at ldu=1t—a

lo que significa que t representa la longitud de arco siempre que a =
0.
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TEOREMA 3.5
Funciéon de longitud de arco

Sir(t) describe una curva suave parat > a, entonces la funcién
de longitud de arco viene dada por

s(t) = / I () (3.14)

Ademds, % = ||r’(¢)|| > 0. Si ||r/(t)|]| =1 para todo t > a,

entonces el parametro t representa la longitud de arco desde el
punto de partidaent = a.

Una aplicacion util de este teorema es encontrar una
parametrizaciéon alternativa de una curva dada, Illamada
parametrizacién de longitud de arco. Recuerda que cualquier funcién
de valor vectorial se puede volver a parametrizar mediante un
cambio de variables. Por ejemplo, si tenemos una funcién r(t) =

(3cost, 3sent),0 < t < 2w que parametriza un circulo de radio 3,
podemos cambiar el parametro de t a 4t, obteniendo una nueva
parametrizacion r(t) = (3cos4t, 3sendt). La nueva parametrizacion

todavia define un circulo de radio 3, pero ahora solo necesitamos
usar los valores 0 < ¢t < /2 para atravesar el circulo una vez.

Supongamos que encontramos la funcién de longitud de arco s(t) y
somos capaces de resolver esta funcion para t como una funcion de s.
Luego podemos volver a parametrizar la funciéon original r(t)
sustituyendo la expresion por ¢t nuevamente en r(t). La funcién de
valor vectorial ahora se escribe en términos del pardmetro s.
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Como la variable s representa la longitud del arco, [lamamos a esto
una parametrizacion de la funcién original r(¢). Una ventaja de

encontrar la parametrizacion de longitud de arco es que la distancia
recorrida a lo largo de la curva a partir de s = 0 ahora es igual al
parametro s. La parametrizaciéon de longitud de arco también
aparece en el contexto de la curvatura (que examinaremos mas

adelante en esta seccion) y las integrales de linea, que estudiaremos
en el capitulo de calculo vectorial.

Antes de presentar un ejemplo, observa otra deducién para la
longitud de arco en la siguiente escena interactiva, disenada por Yin
Bon Ku en GeoGebra (amplia la escena para una mejor interaccién).

> o]

n=17

.

La longitud del arco de la curva puede ser
aproximada por

DIt — ot )

donde los 1 son 17 subdivisiones igusles
de [a b] SeafAt=t,-1 , paratodai

Cuando el nimero de subdwisiones es
grande, At es pequefio y tenemos

r(t) —rltia)
i ~rt)

Porlo tanto, la suma se convierte en

n

> I (w)lAt

=1

donde n es grande. De hecho, es una
Suma de Riemann. Cuando n va al infinito,
lanemos

JCE

Esta es Ia formula para la longitud de arco
de una curva definida porr{t) deaab
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B Ejercicio Encgntrar una parametrizacion de la
longitud de arco

Encuentra |la parametrizacién de longitud de arco para cada una
de las siguientes curvas:

a. r(t) =4costi+ 4sentj,t > 0
b. r(t) = (t+3,2t—4,2t),t >3

(%) Solucién
3.4.3 Curvatura

Un tema importante relacionado con la longitud de arco es la
curvatura. El concepto de curvatura proporciona una manera de
medir cuan bruscamente gira una curva suave. Una circunferencia
tiene una curvatura constante. Cuanto mas pequeno es el radio de la
circunferencia, mayor es la curvatura.

Piensa en conducir por una carretera. Supongamos que el camino se
encuentra en un arco de una gran circunferencia. En este caso,
apenas tendrias que girar la rueda para mantenerte en el camino.
Ahora supo6n que el radio es mas pequeno. En este caso, deberas girar
mas bruscamente para mantenerte en el camino. En el caso de una
curva gue no sea una circunferencia, a menudo es util primero
inscribir una circunferencia en la curva en un punto dado para que
sea tangente a la curva en ese punto y "abrace" la curva lo mas cerca
posible en un vecindad del punto (Figura 3.6). La curvatura del grafico
en ese punto se define entonces como la curvatura de Ia
circunferenciainscrita.
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=
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Figura 3.6. El grafico representa la curvatura de una funcién y = f(z).
Cuanto mas afinado es el giro en el grafico, mayor es la curvatura y menor
es el radio del circulo inscrito.

DEFINICION

Sea C una curva suave en el plano o en el espacio dada por r(s),
donde s es el parametro de longitud de arco. Lacurvaturax en s

(S

donde T(t) representa el vector unitario tangente dado por

Y
T(t) = -

La férmula en la definicién de curvatura no es muy util en términos de
calculo. Para usar la formula de curvatura, primero es necesario
expresar r(t) en términos del pardmetro de longitud de arco s, luego

encontrar el vector tangente unitario T(s) para la funcion r(s),
luego tomar la derivada de T'(s) con respecto a s.

396


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap3/36.png

Este es un proceso tedioso. Afortunadamente, hay férmulas
equivalentes para la curvatura.

TEOREMA 3.6
Foérmulas alternativas para la curvatura

Si C es una curva suave dada por r(t), entonces la curvatura
de C ent esta dada por

_ @)
[’ (®) |

Si C es una curva tridimensional, la férmula puede dar la
curvatura

(3.15)

K

_ e (@) xx”|

=" (@)1°

Si C es la grafica de una funcién y = f(z) y existen 3’ e /",
entonces la curvatura & en el punto (z, y) viene dada por

(3.16)

B 1y
"= T WG (3.17)

Prueba

La primera formula se sigue directamente de la regla de |a cadena:

dT _ dTds
dt  ds dt
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donde s es la longitud del arco a lo largo de la curva C. Dividiendo
ambos lados por ds/dt, y tomando la magnitud, obtenemos:

| -5y

Como ds/dt = ||r'(t)||, esto proporciona la férmula para la
curvatura k de una curva C en términos de cualquier
parametrizacion de C".

dt

[T (@)

=" @)
En el caso de una curva tridimensional, comenzamos con las férmulas
T(t) = ('(t))/||r'(t)|| vy ds/dt = ||’ (¢)]|. Por lo tanto, r'(¢t) =
(ds/dt)T(t). Podemos tomar la derivada de esta funcién usando la
féormula del producto escalar:

K =

d?s ds

CAT(t) + ST (1)

" .
r'(t) = 7

Usando estas dos ultimas ecuaciones obtenemos

(0) x () = G0 ¢ (T + FT0)

ds ds

= 2 < T(1) + (5)

T(t) x T'(¢)
Como T(t) x T(t) = 0, esto se reduce a

r'(t) x o (t) = (%)2T(t) x T'(t)
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Como T’ es paraleloa N y T es ortogonal a N, se deduce que Ty T/

son  ortogonales.  Esto  significa que ||T xT'| =
|I'T||||T’||sen(w/2) = ||T']|, entonces

ds

v <0 = (2) e

Ahora resolvemos esta ecuacion para ||'T/(t)|| y usamos el hecho de
queds/dt = ||t/ (¢)]|:

() = - (ﬁ,)r,?t;,‘;(t) H

Luego, dividimos ambos lados entre ||z’ (¢)||. Esto da

TN JIie'(@) x e (@)]]
[’ (#)]] = (@)1

Esto prueba la ecuacion 3.16. Para probar la Ecuacién 3.17,
comenzamos con el supuesto de que la curva C esta definida por la

funcién y = f(x). Entonces, podemos definir r(t) = zi+ f(x)j +
Ok. Usando la férmula anterior para la curvatura:

K

Por lo tanto,
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__ @ <@ _ (),
[ (&)]? (1 .\ [(f’(x))2])3/2

B Ejercicio Encontrar la curvatura

Encuentra la curvatura para cada una de las siguientes curvas
en el punto dado:

a. r(t) = 4costi+ 4sentj + 3tk,t = 4%

b. f(x)=+v4dx —x%,2 =2

() Solucién

En la pagina siguiente, puedes interactuar con una escena interactiva,
disenada por Bed Prasad Dhakal en GeoGebra. Observa que hemos

parametrizado la primera curva del ejercicio anterior, para la cual, la

curvaturaes k = 21‘5 = 0.16 y es constante para cualquier valor de t.

Puedes cambiar los componentes de la curvay el valor del parametro
t (amplia la escena para una mejor interaccion).

3.4.4 Los vectores normales y binormales

Hemos visto que la derivada r’(¢) de una funcién con valor vectorial
es un vector tangente a la curva definida por r(¢), y el vector
tangente unitario T(t) se puede calcular dividiendo r’(¢) por su
magnitud.
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t=16

Parametro t=-

7 = (z,y, 2) donde

1 Tengenie X=a CUS(t)

: Momal Frincipal y: a Sen(T)
[ Binomal 7= b [

—
J Circulo osculador

Curvaturak = 0.16

Al estudiar el movimiento en tres dimensiones, otros dos vectores
son Utiles para describir el movimiento de una particula a lo largo de

un camino en el espacio: el vector normal principal unitario y el
vector binormal.

DEFINICION

Sea C una curva suave tridimensional representada por r(t)

sobre un intervalo abierto I. Si T'(¢)>20, entonces el vector
normal principal en ¢t se define como

N(t) = % (3.18)
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DEFINICION
El vector binormal en ¢t se define como
B(t) = T(t) x N(¢) (3.19)

donde T'(t) es el vector tangente unitario y N(¢) un vector
normal unitario.

Observa que, por definicion, el vector binormal es ortogonal tanto al
vector tangente unitario como al vector normal. Ademas, B(t) es

siempre un vector unitario. Esto se puede demostrar usando la
féormula para la magnitud de un producto cruz

IB@)[ = [IT(#) x N|| = [[T(#)[[[|N(#)||send

donde 6 es el angulo entre T(¢t) y N(¢). Dado que N (¢) es la derivada
de un vector unitario, la propiedad (vii) de la derivada de una funcién
con valor vectorial nos dice que T(¢t) y IN(¢) son ortogonales entre si,
por lo que @ = 7 /2. Ademas, ambos son vectores unitarios, por lo
que su magnitud es 1. Por lo tanto, ||T(¢)||IN(¢)|send =
(1)(1)sen(w/2) = 1y B(t) es un vector unitario.

El vector normal unitario principal puede ser dificil de calcular
porque el vector tangente unitario implica un cociente, y este
cociente a menudo tiene una raiz cuadrada en el denominador. En el
caso tridimensional, encontrar el producto cruz del vector tangente
unitario y el vector normal unitario puede ser aln mas engorroso.
Afortunadamente, tenemos férmulas alternativas para encontrar
estos dos vectores, que se presentan en el préximo apartado.
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B Ejercicio Encontrar el vector normal principal
unitario y el vector binormal

Para cada una de las siguientes funciones con valores
vectoriales, encuentra el vector normal principal unitario.
Luego, si es posible, encuentra el vector binormal.

a. r(t) = 4costi — 4sentj
b. r(t) = (6t + 2)i+ 5t%j — 8tk

(%) Solucién

Para cualquier curva suave en tres dimensiones que esté definida por
una funcién de valor vectorial, ahora tenemos formulas para el vector
tangente unitario T, el vector normal unitario N y el vector binormal
B. El vector normal unitario y el vector binormal forman un plano
que es perpendicular a la curva en cualquier punto de la curva,
llamado plano normal. Ademas, estos tres vectores forman un marco
de referencia en un espacio tridimensional llamado marco de
referencia de Frenet (también Ilamado marco TNB) (Figura 3.7). El
plano determinado por los vectores T'y N forman el plano osculador

de C en cualquier punto P de la curva.
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Figura 3.7. Esta figura representa un marco de referencia de Frenet. En
cada punto P en una curva tridimensional, los vectores tangente unitario,
normal unitario y binormal forman un marco de referencia tridimensional.

Supongamos que formamos un circulo en el plano osculador de C en
el punto P de la curva. Supén que el circulo tiene la misma curvatura
gue la curva en el punto P y deja que el circulo tenga un radio 7.
Luego, la curvatura del circulo viene dada por 1/7. Llamamos r el

radio de curvatura de la curva, y es igual al reciproco de la curvatura.
Si este circulo se encuentra en el lado céoncavo de la curva y es
tangente a la curva en el punto P, entonces este circulo se llama

circulo osculador de C en P, como se muestra en la siguiente figuray
en la escena interactiva anterior.

>

Figura 3.8. En este circulo osculador, el circulo es tangente a la curva C' en
el punto P y comparte la misma curvatura.
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B fiercicio Encontrar la ecuaciéon de uncirculo
osculador

Encuentra la ecuacion del circulo osculador de la hélice definida
por lafunciény = 23 — 3z + lenz = 1.

(%) Solucién

B Ejercicios

/]

[Ea] . .
Encuentra la longitud del arco de la curva en el intervalo dado.

102. r(t) =%+ 14tj,0 <t < 7. Esta parte del grifico se
muestra aqui:

Y
100 +

80 -
60 +
40 4

20 1

L ] L ] = i~

Of 10 20 30 40 50X

103, r(t) =%+ (22 + 1)§,1 < t < 3(Solucion)
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104. r(t) = (2sent, 5t,2cost),0 < t < . Esta parte del grafico se
muestra aqui:

105, r(t) = (£ 4+ 1,48 + 3), -1 < t < 0(Solucion)
106. r(t) = (e *cost,e *sent) durante el intervalo [0, Z]. Aqui
esta la parte del grafico en el intervalo indicado:

Yi

0.30 7
0.25 1
0.20 1
0.157
0.10 1

00571
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Encuentra la longitud de una vuelta de la hélice dada por
r(t) = 12costi + 12sentj + \/gtk( )

Encuentra la longitud del arco de la funcién de valor vectorial
r(t) = —ti+ 4tj + 3tk sobre [0, 1].

Una particula viaja en un circulo con la ecuacion de
movimiento r(t) = 3costi + 3sentj 4+ Ok. Encuentra la distancia
recorrida alrededor del circulo por la particula ( ).

Establece una integral para encontrar la circunferencia de la
elipse con la ecuacion r(t) = costi + 2sentj + Ok.

Encuentra la longitud de la curva r(t) = (V2t,ef, e t) en el
intervalo 0 < ¢ < 1. El grafico se muestra aqui ( ):

20 2.5

1.0

0.8
0.6

0.4
0.0

Encuentra la longitud de la curva r(t) = (2sent, 5t, 2cost)
parat € [—10,10].

La funciéon de posicion para una particula es r(t) =
acos(wt)i + bsen(wt)j. Encuentra el vector tangente unitario y el
vector normal unitarioent = 0 ( ).

Dado r(t) = acos(wt)i + bsen(wt)j, encuentra el vector

binormal B(0).
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Dado r(t) = (2¢', e'cost, e'sent), determina el vector

tangente T'(¢) ( ).

Dado r(t) = (2€', e’cost, e'sent), determina la unidad de
vector tangente T'(¢) evaluadaent = 0.

Dador(t) = (2¢, e'cost, e’ sent), encuentra el vector normal
unitario N(¢) evaluadoent = 0, N(0) ( ).

Dador(t) = (2¢*, e'cost, e’ sent), encuentra el vector normal
unitario evaluadoent = 0.
119. Dado r(t) = ti+ t%j + tk, encuentra el vector tangente
unitario T'(¢). El grafico se muestra aqui ( ):

20

10

50

Encuentra el vector tangente unitario T'(¢) y el vector normal
unitario N(¢) en t = 0 para la curva planar(t) = (t* — 4t, 5t> — 2).
El grafico se muestra aqui:
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120+

20

~-60 —40 —20 O
_20 L

Encuentra la unidad de vector tangente T(¢) para r(t) =
3ti + 5t%§ + 2tk ( )

Encuentra el vector normal principal para la curva r(t) =
(6cost, 6sent) en el punto determinado port = 7/3.

Encuentra T(t) para la curva r(t) = (t3 — 4t)i + (5t? — 2)j

( ).
Encuentra N (¢) paralacurvar(t) = (£ — 4t)i + (5% — 2)j.

Encuentra la unidad del vector normal N(¢) para r(t) =
(2sent, 5t, 2cost) ( ).

Encuentra el vector tangente unitario T(t) para r(t) =
(2sent, 5t, 2cost).

Encuentra la funcién de longitud de arco s(t) para el segmento
de recta dado por r(t) = (3 — 3t, 4t). Escribe r como parametro de s

( ).

Parametriza la hélice r(t) = costi + sentj + tk utilizando el
parametro de longitud de arco s,desde t = 0.
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Parametriza la curva usando el pardmetro de longitud de arco s,
enelpuntoenel quet = O parar(t) = e'senti + e'costj ( ).

Encuentra la curvatura de la curva r(t) = 5costi + 4sentj en
t = m/3.(Nota: el grafico es una elipse).

Y

x ¥

Encuentra la coordenada x en la que la curvatura de la curva
y = 1/x esun valor maximo ( ).

Encuentra la curvatura de la curva r(t) = 5costi + bsentj. ;La
curvatura depende del parametro ¢?

Encuentralacurvaturak paralacurvay = = — %azz en el punto
z=2( ).

Encuentra la curvatura & para la curva y = 3z° en el punto
z = 1.

Encuentra la curvatura « de la curva r(t) = ti + 6t2j + 4tk. El
grafico se muestra a continuacion ( ):
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136. Encuentralacurvaturader(t) = (2sent, 5t, 2cost).

137. Encuentra la curvatura de r(t) = /2ti+ €e'j+ e 'k en el
punto P(0,1,1) ( ).

138. ¢Enqué punto lacurvay = e” tiene curvatura maxima?

139. ¢Quélesucede alacurvaturacuandox — oo paralacurvay =
er? ( )

140. Encuentra el punto de curvatura maximaen lacurvay = Inz.

1471. Encuentra las ecuaciones del plano normal y el plano osculador
de la curva r(t) = (2sen(3t),t,2cos(3t)) en el punto (0,7, —2)
( ).

142. Encuentra las ecuaciones de los circulos osculantes de la elipse
4y% + 922 = 36 enlos puntos (2,0) y (0, 3).
143. Encuentra la ecuacioén para el plano osculador en el punto t =
mw/4enlacurvar(t) = cos(2t)i+ sen(2t)j + t( ).

4

144. Encuentra el radio de curvatura de 6y = z° enel punto (2, 3).
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145, Encuentra la curvatura en cada punto (z,y) en la hipérbola
r(t) = (acosh(t),bsenh(t)) ( ).

146. Calcula la curvatura de la hélice circular r(t) = rsen(t)i +
rcos(t)j + tk.

147. Encuentra el radio de curvaturade y = In(x + 1) en el punto
(2,In3) ( ).

148. Encuentra el radio de curvatura de la hipérbola xy = 1 en el
punto (1,1).

Una particula se mueve a lo largo de la curva plana C descrita
por r(t) = ti + t*j. Resuelve los siguientes problemas.

149. Encuentra la longitud de la curva sobre el intervalo [0, 2]

( ).

150. Encuentralacurvaturadelacurvaplanaent = 0,1, 2.
1571. Describe la curvatura a medida que t aumentadet =0at =

2( ).

@7
La superficie de una copa grande se forma al girar la graficade la
funcién y = 0.252% de £ = 0 a = 5 alrededor del eje y (medido

en centimetros).

152. [T]Usa latecnologia para graficar la superficie.
153. Encuentra la curvatura kappa de la curva generadora en

funcién de x ( ).
154. [T]Usa tecnologia para graficar la funcién de curvatura.
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3.5 Movimiento en el espacio

Ahora hemos visto como describir curvas en el plano y en el espacio, y
como determinar sus propiedades, como la longitud de arco y la
curvatura. Todo esto lleva al objetivo principal de este capitulo, que es
la descripcién del movimiento a lo largo de curvas planas y curvas
espaciales. Ahora tenemos todas las herramientas que necesitamos. En
esta seccion, reunimos estas ideas y veremos como usarlas.

3.5.1 Vectores de movimiento en el plano y en el
espacio

Nuestro punto de partida es utilizar funciones con valores vectoriales
para representar la posicién de un objeto en funcién del tiempo. Todo
el material siguiente se puede aplicar a curvas en el plano o a curvas
espaciales. Por ejemplo, cuando observamos la 6rbita de los planetas,
todas las curvas que definen estas 6rbitas se encuentran en un plano
porque son elipticas. Sin embargo, una particula que viaja a lo largo de
una hélice se mueve en una curva en tres dimensiones.

DEFINICION
Supongamos que r(t) es una funcién de valor vectorial dos veces

diferenciable del parametro ¢ que representa la posicién de un

objeto en funcién del tiempo. El vector de velocidad v(t) del
objeto viene dado por

Velocidad = v(t) = r'(t) (3.20)
El vector de aceleracion a(t) se define como

Aceleracién = a(t) = v'(t) =" (¢) (3.21)
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DEFINICION

La rapidez se define como:

Rapidez = v(t) = [[v(t)]| = [[r'()[| = % (3.22)

Como r(t) puede estar en dos o tres dimensiones, estas funciones
con valores vectoriales pueden tener dos o tres componentes. En dos
dimensiones, definimos r(t) = x(¢)i + y(¢)r y en tres dimensiones
r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k. Entonces, la velocidad, la aceleracién y
la rapidez se pueden escribir como se muestra en la siguiente tabla.

Cantidad Dos dimensiones Tres dimensiones
Posicion  r(t) = z(¢)i+ y(¢)j r(t) =z(t)i+y(t)j+ z(H)k
Velocidad v(t) =2'(t)i+y'(¢)j] v(t)=2'(t)i+y ()j+ 2tk
Aceleracidna(t) = z"(t)i+y"(t)j a(t)=2"(t)i+y"(t)j+2"()k

) =
(@' (1) + (' (1)* v(t) = («'(1)* + (¥'(£)* + ('(1))?

Tabla 3.4 Formulas para posicion, velocidad, aceleracion y rapidez

(t) =
Rapidez  w(¢)

B Ejercicio EStL’IdIar el movimiento alo largo de una
parabola

Una particula se mueve en una trayectoria parabdlica definida
por la funcion de valor vectorial r(t) = t%i + v/5 — t2j, donde ¢

mide el tiempo en segundos.
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a. Encuentra la velocidad, aceleracién y rapidez como
funciones del tiempo.

b. Dibuja la curva junto con el vector de velocidad en el
tiempot = 1.

%) Solucién

Para obtener una mejor comprension de los vectores de velocidad y
aceleracion, imagina que conduces por una carretera con curvas. Si
no giras el volante, continuarias en linea recta y saldrias corriendo de
la carretera. La velocidad a la que viajas cuando sales de la carretera,
junto con la direccién, proporciona un vector que representa tu
velocidad, como se ilustra en la siguiente figura.

Vectores de velocidad

Figura 3.12. En cada punto a lo largo de una carretera recorrida por un
automovil, el vector de velocidad del automovil es tangente a la ruta

recorrida por el automovil.

Sin embargo, el hecho de que debes girar el volante para permanecer
en el camino indica que tu velocidad siempre esta cambiando (incluso
si tu rapidez no lo estd) porque tu direccion cambia constantemente
para mantenerte en el camino.
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A medida que giras a la derecha, tu vector de aceleracion también
apunta a la derecha. A medida que giras hacia la izquierda, tu vector
de aceleracién apunta hacia la izquierda. Esto indica que tus vectores
de velocidad y aceleracion cambian  constantemente,
independientemente de si tu rapidez real varia (Figura 3.13).

Trayectoria

Figura 3.13. La linea punteada representa la trayectoria de un objeto (un
automovil, por ejemplo). El vector de aceleracion apunta hacia el interior del
giro en todo momento.

3.5.2 Componentes del vector de aceleracion

Podemos combinar algunos de los conceptos discutidos en el
apartado anterior sobre Longitud de arco y Curvatura con el vector
de aceleracién para obtener una comprension mas profunda de cémo
este vector se relaciona con el movimiento en el plano y en el espacio.
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Recuerda que el vector tangente unitario T y el vector normal
unitario N forman un plano osculador en cualquier punto P en la
curva definida por una funcién de valor vectorial r(t). El siguiente
teorema muestra que el vector de aceleracién a(t) se encuentraen el

plano de osculacién y puede escribirse como una combinacion lineal
del vector tangente unitario y los vectores unitarios normales.

TEOREMA 3.7
El plano del vector de aceleracion

El vector de aceleracion a(t) de un objeto que se mueve a lo

largo de una curva trazada por una funcion doblemente
diferenciable r(t) se encuentra en el plano formado por el

vector unitario tangente T(t) y el vector normal unitario
principal N(t) a C. Ademas,

a(t) = v'()T(t) + [v(t)*sN(¢)

Aqui, v(t) es la rapidez del objeto y k es la curvatura de C
trazada por r(t).

Prueba
Debido a que v(t) =r'(t) vy T(¢) = I Eg“, tenemos v(t) =
|r’(¢)||T(t) = v(t)T(t). Ahora diferenciamos esta ecuacion:

a(t) = V(1) = = ((H)T(1)) = v/ ()T(E) + v()T' (1)

/

ComoN(t) = %,sabemos que T'(t) = ||T'(¢)||N(t), entonces
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a(t) = v'(t)T(t) + v(®)[|T" () IN(2)

Una férmula para la curvatura es k = ||rf,l((f)),|||, entonces || T/ ()| =
k||r’ ()| = kv(t).Estodaa(t) = v'(¢)T(t) + x(v(t))2T(2).

Los coeficientes de T(¢t) y N(¢) se denominan componente

tangencial de la aceleracion y componente normal de la aceleracion,
respectivamente. Escribimos at para denotar el componente

tangencial y an para denotar el componente normal.

TEROEMA 3.8
Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Sear(t) unafuncién de valor vectorial que denota la posicion de
un objeto en funcién del tiempo. Entonces a(t) = r”(t) es el

vector de aceleracion. Los componentes tangencial y normal de
la aceleracion at y an estan dados por las férmulas

aT:a-T:— (3.23)

vV X a /
aN — a- N = w = Ha||2 — CL%\ (324)

Estos componentes estan relacionados por la formula
a(t) = arT(t) + anN(t) (3.25)

Aqui T(t) es el vector tangente unitario de la curvar(t), y N()
es el vector normal unitario de la curvar(t).

418



El componente normal de la aceleracion también se denomina
componente centripeto de la aceleracién o, a veces, componente
radial de la aceleracion. Para comprender la aceleracion centripeta,
supon que viajas en un automovil en una pista circular a una
velocidad constante. Luego, como vimos anteriormente, el vector de
aceleraciéon apunta hacia el centro de la pista en todo momento.
Como conductor del automavil, sientes un tirdn hacia el exterior de la
pista porque estas girando constantemente. Esta sensacién actua en
la direccion opuesta de la aceleracion centripeta. Lo mismo es valido
para los caminos no circulares. La razéon es que tu cuerpo tiende a
viajar en linea recta y resiste la fuerza resultante de la aceleracion
gue te empuja hacia un lado. Ten en cuenta que en el punto B de la

figura 3.14, el vector de aceleracion apunta hacia atras. Esto se debe
a que el automovil esta desacelerando a medida que avanzas en la
curva.

Ruta del automadvil

Figura 3.14. Los componentes tangencial y normal de la aceleracion
pueden usarse para describir el vector de aceleracion.

Los vectores unitarios tangencial y normal, en cualquier punto dado
de la curva, proporcionan un marco de referencia en ese punto. Los
componentes tangencial y normal de la aceleracion son las
proyecciones del vector de aceleraciéon en T y N, respectivamente.
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B Ejercicio Encontrar los componentes de aceleracion

Una particula se mueve en una ruta definida por la funcién de
valor vectorial r(t) = t%i + (2t — 3)j + (3t — 3t)k, donde ¢
mide el tiempo en segundos y la distancia se mide en pies.

a. Encuentraar yan como funciones det.

b. Encuentrear yan eneltiempot = 2.

() Solucién
3.5.3 Movimiento de proyectiles

Ahora veamos una aplicacion de funciones con valores vectoriales.
En particular, consideremos el efecto de la gravedad en el
movimiento de un objeto a medida que viaja por el aire y cémo
determina la trayectoria resultante de ese objeto. A continuacion,
ignoramos el efecto de la resistencia del aire. Esta situacion, con un
objeto que se mueve con una velocidad inicial pero sin fuerzas que
actuen sobre él aparte de la gravedad, se conoce como movimiento
de proyectiles. Describe el movimiento de objetos desde pelotas de
golf hasta pelotas de béisbol y desde flechas hasta balas de candn.

Primero tenemos que elegir un sistema de coordenadas. Si estamos
parados en el origen de este sistema de coordenadas, entonces
elegimos que el eje y positivo esté hacia arriba, el eje y negativo hacia

abajo, y el eje z positivo hacia adelante (es decir, lejos del lanzador de
el objeto).
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El efecto de la gravedad es hacia abajo, por lo que la segunda ley de
Newton nos dice que la fuerza sobre el objeto resultante de la
gravedad es igual a la masa del objeto multiplicada por la aceleracion
resultante de la gravedad, o F, = mg, donde F, representa la fuerza

de la gravedad y g representa la aceleracion resultante de la
gravedad en la superficie de la Tierra. El valor de g en el sistema de
medicién inglés es de aproximadamente 32pz'es/seg2 y de
aproximadamente 9.8m /seg? en el sistema métrico. Esta es la Unica

fuerza que actua sobre el objeto. Como la gravedad actua en
direccion descendente, podemos escribir la fuerza resultante de la
gravedad en la forma F, = —mgj, como se muestra en la siguiente

Posicion inicial — .

Aceleracion
(gravedad)

figura.

Distancia
(altura)

Posicion final _1
N S

Figura 3.15. Un objeto esta cayendo bajo la influencia de la gravedad.
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La segunda ley de Newton también nos dice que F = ma, donde a

representa el vector de aceleracion del objeto. Esta fuerza debe ser
igual a la fuerza de la gravedad en todo momento, por lo que sabemos
que

F=F,j
ma = —mg
a=—gj

Ahora recurrimos al hecho de que el vector de aceleracion es la
primera derivada del vector de velocidad. Por lo tanto, podemos
reescribir la Ultima ecuacion en la forma

v/(t) = —gj
Al tomar la antiderivada de cada lado de esta ecuacion obtenemos

v(t) = / gyt
= —gtj+ C1

para algun vector constante C;. Para determinar el valor de este

vector, podemos usar la velocidad del objeto en un tiempo fijo,
digamos en el tiempo t = 0. Llamamos a esta velocidad la velocidad

inicial: v(0) = vyg. Por lo tanto, v(0) = —g(0)j + C1 = voy Cy =
vo. Esto da el vector de velocidad como v(t) = —gtj + vy.

A continuacion, usamos el hecho de que la velocidad v(t) es la
derivada de la posicion s(t). Esto da la ecuacién

s'(t) = —gtj + vo
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Tomar la antiderivada de ambos lados de esta ecuacién conduce a

s(t) = /(—gtj + vo)dt

L .
= —igt%] + vot + Co

con otro vector constante desconocido C,. Para determinar el valor
de Cs,, podemos usar la posicion del objeto en un momento dado,
digamos en el tiempot = 0.

Llamamos a esta posicion la posicion inicial: s(0) = sg. Por lo tanto,
s(0) = —(1/2)g(0)*j + vo(0) + Cz =s¢ y Cz=so. Esto
proporciona la posicion del objeto en cualgquier momento como

1 2.
S(t) = _Egt J+ vot + sg
Echemos un vistazo mas de cerca a la velocidad inicial y la posicion
inicial. En particular, supon que el objeto se lanza hacia arriba desde
el origen en un angulo @ con la horizontal, con una velocidad inicial vg

:Como podemos modificar el resultado anterior para reflejar este
escenario? Primero, podemos suponer que se arroja desde el origen.
Si no, entonces podemos mover el origen al punto desde donde se
arroja. Por lo tanto, s = 0, como se muestra en la siguiente figura.
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y V, =V, Velocidad horizontal constante
Vv, =0 Aceleracién vertical constante

3 k. Vx VG.\'
Vo Vi = Viox H ) l
V ’l‘ ‘\\
Qy | 4 \
\ Y Vx : VDX
| VOX *
‘-‘ ) -
Vy =V’

Figura 3.16. Movimiento del proyectil cuando el objeto se lanza hacia arriba
en un angulo 8. EI movimiento horizontal esta a velocidad constante y el
movimiento vertical esta a aceleracidén constante.

Podemos reescribir el vector de velocidad inicial en la forma vg =
vocosbi + vgsenbj. Entonces la ecuacion para la funcién de posicion

s(t) se convierte en

1
s(t) = —§gt2j + vgtcosbi + votsenbj
1
= votcoshi + votsenbj — §gt2j

1
= votcosbi + (votsend — 59152)_]

El coeficiente de i representa la componente horizontal de s(t) y es
la distancia horizontal del objeto desde el origen en el tiempo t. El

valor maximo de la distancia horizontal (medido a la misma altitud
inicial y final) se denomina rango R. El coeficiente de j representa la

componente vertical de s(t) y es la altitud del objeto en el tiempo ¢.
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El valor maximo de la distancia vertical es la altura H.
B Ejercicio Movimiento de una bala de canén

Durante una celebracion, se dispara una bala de cafnén desde un
canén en un acantilado hacia el agua. El canén apunta a un
angulo de 30° sobre la horizontal y la velocidad inicial de la bala

de caiidon es de 600 pies/seg. El acantilado estd a 100 pies
sobre el agua (Figura 3.17).

a. Encuentrala altura maxima de la bala de canén.

b. Cuanto tiempo tardara la bala de candn en salpicar el
mar?

c. ¢Aquédistanciadel mar llegarala bala de candn al agua?

™. Tiempo total = ?

Altura méxima = ?

h =100t

x =72

Figura 3.17. El vuelo de una bala de cafidn (ignorando la resistencia
del aire) es un movimiento de un proyectil.

(%) Solucién
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En la siguiente escena interactiva, tomada de PhET Interactive
Simulations de la University of Colorado Boulder, puedes lanzar
diferentes tipos de objetos desde un candn, con el objetivo de dar en
el blanco. Sin embargo, si seleccionas la opcién "vectores", puedes
observar los componentes vectoriales de |la velocidad y la aceleracién
y verificar que la velocidad horizontal y la aceleracién vertical
permanecen constantes; para ello, activa los componentes de
velocidad y aceleraciéon vy, luego, pulsas el botéon "pausa" y vas
adelantando lentamente la animacion.

z
Bal de cziion @) D]

Didmetra 0.8m
4] 1
!_|_|_|_|_|_|_‘n_|_|
Masa 5 kg
1 10

(¥ Recistencia delsire
Cosficlenta de arastre” 0.47

| @ Total
(O Componentes
| O vectores \ilocidad =5 ||
O Vestores Acsieracion |
! D Vectores Fuerza -

-t

!

0. = Tt N e e e e
Rapidez Inicial 19 m/s - [ 0 o
»
W ——f— b

Movimiento de un Proyectil @® |

Queda una ultima pregunta: en general, ;cual es la distancia maxima
que puede recorrer un proyectil, dada su velocidad inicial? Para
determinar esta distancia, asumimos que el proyectil se dispara
desde el nivel del suelo y deseamos que regrese al nivel del suelo.
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En otras palabras, queremos determinar una ecuacion para el rango.
En este caso, la ecuacion de movimiento de proyectil es

1
s(t) = votcoshi + (votsene _ §gt2)j

Hacer el segundo componente igual a cero y resolver t produce

1
votsend — §gt2)j =0
1
t 0 — —gt
(vosen 59 )

Porlotanto,t =00t = 2—”0;‘3—”9. Estamos interesados en el segundo
valor de ¢, por lo que lo sustituimos en s(t), que da

2 0 2 6 2 )
S(m) _ UO(M)COSQH (vﬂ(m)senﬂ
g g g
1 ([ 2vgsenf 2 )
- 59 E— J
g

2v2 senfcosb
= i
9

visen20
= ——1i
9

Por lo tanto, la expresiéon para el alcance o rango de un proyectil
disparado en un angulo 6 es

visen20
= —i
g
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La Unica variable en esta expresion es 6. Para maximizar la distancia
recorrida, toma la derivada del coeficiente de i con respecto a 0 y

d visen26 _0
do g N

203 cos20 B

. =

hazlo igual a cero:

0 = 45°

Este valor de 6 es el valor positivo mas pequefio que hace que la

derivada sea igual a cero. Por lo tanto, en ausencia de resistencia al
aire, el mejor angulo para disparar un proyectil (para maximizar el
alcance) esta en un angulo de 45°. La distancia que viaja viene dada

por

( 2v9 sendb > visen90, v,
S\ ———— | = ———1=—]
g g g

Por lo tanto, el rango para un angulo de 45° es vg/g.

3.5.4 Leyes de Kepler

A principios del siglo XVII, Johannes Kepler pudo utilizar los datos
sorprendentemente precisos de su mentor Tycho Brahe, para
formular sus tres leyes de movimiento planetario, ahora conocidas
como las leyes de movimiento planetario de Kepler. Estas leyes
también se aplican a otros objetos en el sistema solar en 6érbita
alrededor del Sol, como los cometas (por ejemplo, el cometa Halley) y
los asteroides. Las variaciones de estas leyes se aplican a los satélites
en orbita alrededor de la Tierra.
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TEOREMA 3.9
Las leyes del movimiento planetario de Kepler

El camino de cualquier planeta alrededor del Sol es de
forma eliptica, con el centro en el Sol ubicado en un foco
de laelipse (la ley de las elipses).

Una recta trazada desde el centro del Sol hasta el centro
de un planeta barre areas iguales en intervalos de tiempo
iguales (la ley de areas iguales) (Figura 3.18).

La razén de los cuadrados de los periodos de cualquiera
de los dos planetas es igual a la razon de los cubos de las
longitudes de sus semiejes orbitales mayores (la ley de
las armonias).

Orbita del planeta

Centro de la
elipse
@
cC

&)
D

Figura 3.18. La primera y segunda ley de Kepler se muestran aqui. El Sol

esta ubicado en un foco de la érbita eliptica de cualquier planeta. Ademas,
las areas sombreadas son todas iguales, suponiendo que la cantidad de

tiempo medida a medida que el planeta se mueve es la misma para cada
region.
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La tercera ley de Kepler es especialmente util cuando se usan
unidades apropiadas. En particular, 1 unidad astronémica se
define como la distancia promedio de la Tierra al Sol, y ahora se
reconoce que es 149,597,870,700 mo aproximadamente
93,000,000 millas. Por lo tanto, escribimos 1A.U.=
93,000,000 mi. Dado que el tiempo que tarda la Tierra en orbitar al
Sol es de 1 ano, utilizamos los anos terrestres por unidades de
tiempo. Luego, sustituyendo 1 afo por el periodo de la Tierray 1 A.U.

para la distancia promedio al Sol, la tercera ley de Kepler se puede
escribir como

2 _ N3
T2 = D}

para cualquier planeta en el sistema solar, donde T'p es el periodo de
ese planeta medido en afnos terrestres y Dp es la distancia promedio

de ese planeta al Sol medido en unidades astrondémicas. Por lo tanto,
si conocemos la distancia promedio de un planeta al Sol (en unidades
astrondmicas), podemos calcular la duraciéon de su ano (en afios
terrestres) y viceversa.

Las leyes de Kepler fueron formuladas en base a observaciones de
Brahe; sin embargo, no se probaron formalmente hasta que Sir Isaac
Newton pudo aplicar el calculo. Ademas, Newton pudo generalizar la
tercera ley de Kepler a otros sistemas orbitales, como una luna que
orbita alrededor de un planeta. La tercera ley original de Kepler solo
se aplica a los objetos que orbitan alrededor del Sol.

Prueba
Probemos ahora la primera ley de Kepler usando el calculo de

funciones con valores vectoriales. Primero necesitamos un sistema
de coordenadas.
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Cologuemos el Sol en el origen del sistema de coordenadas y dejemos
que la funcién de valor vectorial r(t) represente la ubicacion de un

planeta en funcién del tiempo. Newton probd la ley de Kepler usando
su segunda ley de movimiento y su ley de gravitacién universal. La
segunda ley de movimiento de Newton se puede escribir como F =

ma, donde F representa la fuerza neta que actta en el planeta. Su ley
de gravitacion universal se puede escribir en la forma

F = —(Tl’:‘ij . H:_H lo que indica que la fuerza resultante de la
atraccion gravitacional del Sol apunta hacia el Sol y tiene una
GmM

magnitud e (Figura 3.19).

Fuerza

gravitacional

Figura 3.19. La fuerza gravitacional entre la Tierra y el Sol es igual a la
masa de la tierra multiplicada por su aceleracion.

Al establecer estas dos fuerzas iguales entre si, y utilizando el hecho
de que a(t) = v’(t), obtenemos

_GmM r
[ |

mv'(t) =
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gue puede reescribirse como

dv GmM
= ——7r7

dt EE

Esta ecuacion muestra que los vectores y r son paralelos entre si,

por lo que ‘2’ xr=20. A contmuaaon dlferenC|emos r X v con
respecto al tiempo:
d " dr VT X dv " 0
—TI'XV=—XVH+TIrX — =V XV=
dt dt dt

Esto demuestra que r X v es un vector constante, que llamamos C.
Dado que r y v son perpendiculares a C para todos los valores de ¢,
deben estar en un plano perpendicular a C. Por lo tanto, el
movimiento del planeta se encuentra en un plano.

A continuacién calculamos la expresion dv /dt x C:

dv GmM GmM

— xC=—-———Frx(rxv)=——I|(r-v)r—(r-r)v] (3.26)

di R A
Esto demuestra que r X v es un vector constante, que llamamos C.
Dado que r y v son perpendiculares a C para todos los valores de ¢,
deben estar en un plano perpendicular a C. Por lo tanto, el
movimiento del planeta se encuentra en un plano.

A continuacion calculamos la expresion dv /dt x C:

d( ) dr N dr_2 dr_2 (327)
dtrr dtrrdt rdt r-v .

2 también tenemos
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%@ﬂﬂ \MF—MMH\hH (3.28)

Combinando las ecuaciones 3.27 y 3.28, obtenemos
2rv—2WHHN

d

r-v =[]l

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién 3.26 nos da

dv _—GM r-vjyr—\r-r)v
2 xc= Hng[( o (r-r)v]
H - [n I el — [ ]
. (3.29)
:_GM[Hr\P(dt” D=y ]

r d
GM[nru Ir H2(dtHrH)]

Sin embargo,

dr L)) - rifr
ZIE I
B A TN
GINER
. VvV
= 7~ e
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Por lo tanto, la ecuacion 3.29 se convierte en

dv d r

Como C es un vector constante, podemos integrar ambos lados y
obtener

r

vx C=GM + D,

]

donde D es un vector constante. Nuestro objetivo es resolver para
|r||. Comencemos calculandor - (v x C):

r-(vxC)=r- (GMHrH2 +D)

2
:GMTTWIqu-D:GMHquLr-D

Sinembargo,r - (v x C) = (r x v) - C, entonces
r-(vxC)=GM|r|+r-D
Comor x v = C, tenemos
IC|* = GM||r|| +x-D

Observaquer - D = ||r||||D||cosf, donde 6 es el angulo entre r y D.
Por lo tanto,

IC|I* = GM||r|| + ||z ||| D]|cost
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Resolviendo para ||r||

PN = - Y
GM + |Dl||cos@  GM \ 1+ ecosf )’

donde e = ||D||/GM. Esta es la ecuacién polar de una cénica con un

foco en el origen, que configuramos para ser el Sol. Es una hipérbola si
e > 1,unaparabolasie = 1,0 unaelipse sie < 1. Como los planetas

tienen 6rbitas cerradas, la Unica posibilidad es una elipse. Sin
embargo, en este punto debe mencionarse que los cometas
hiperbodlicos existen. Estos son objetos que simplemente pasan a
través del sistema solar a velocidades demasiado grandes para
quedar atrapados en una orbita alrededor del Sol. A medida que
pasan lo suficientemente cerca del Sol, el campo gravitacional del Sol
desvia la trayectoria lo suficiente como para que el camino se vuelva
hiperbdlico.

B Ejercicio Uso dg la tercera ley de Kepler para érbitas
no heliocéntricas

La tercera ley de Kepler del movimiento planetario puede
modificarse para el caso de un objeto en 6rbita alrededor de un
objeto que no sea el Sol, como la Luna alrededor de la Tierra. En
este caso, la tercera ley de Kepler se convierte en

A72q3
PP= ——— 3.30
G(m + M) (3:30)
donde m es la masa de la Luna y M es la masa de la Tierra, a
representa la longitud del eje mayor de la érbita eliptica y P
representa el periodo.
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Dado que la masa de la Luna es 7.35 x 10?? kg, la masa de la
Tierra es 5.97 x 10%* kg, G = 6.67 x 107! m3 /kg - seg?, y el

periodo de la luna es 27.3 dias, encontremos la longitud del Eje
mayor de la 6rbita de la Luna alrededor de la Tierra.

(%) Solucién

La siguiente escena interactiva hace parte de la unidad didactica E!
Sistema planetario: Trayectorias elipticas. Primera ley de Kepler, del
proyecto Un100, disenada por José Luis Abreu. En esta escena se
muestra una Orbita eliptica en el espacio 3D y los parametros
keperianos que la definen, los cuales puedes modificar y observar
cémo se modifica la 6rbita.

o
o . _ [m]
Orbitas elipticas en el espacio g

Pardmetros de Kepler para drbitas elipticas Parametros de Kepler para 6rbitas elipticas

Los parametros de Kepler son los datos necesarios
para definir completamente una ¢rbita eliptica en el
espacio.

El sistema de coordenadas

Excentricidad: e

v

Semieje mayor: sim

fur

<> [4)p (4> [4]> <p [ 4> [4»
ol w| & N[ o]~ ¢
=] = a o T

Puede modificar los valares con los pulsadores
activos para entender mejor el significado de cada

Afelio: af parémetro.

Perihelio: . ; ,
SRS También puede obtener informacién de cada uno de

ellos haciendo clic sobre el nombre del parametro en
el panel que se encuentra a su izquierda.

Inclinacion: teta

Medo ascendente: fi

La definicion de estos parametros requiere una

Argumenta de periapsis: psi especificacion del sistema de coordenadas.

Anomalia verdadera: av

Si haces clic sobre uno de los parametros (en el nombre), aparecera
una descripcién del mismo. En este enlace puedes explorar otra unidad
didactica con la segunda Ley de Kepler.
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B Ejercicio Introduccién del capitulo: el cometa Halley

Ahora volvemos al primer apartado, que analiza el movimiento
del cometa Halley alrededor del Sol. La primera ley de Kepler
establece que el cometa Halley sigue un camino eliptico
alrededor del Sol, con el Sol como foco de la elipse. El periodo
del cometa Halley es de aproximadamente 76,1 afos,

dependiendo de qué tan cerca pase de Jupiter y Saturno a
medida que pasa a través del sistema solar exterior. Usemos

T = 76.1 anos. ;Cual es la distancia promedio del cometa
Halley del Sol?

(%) Solucién

Terminamos este capitulo, con el siguiente proyecto estudiantil.
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Proyecto estudiantil
Conduciendo en un giro con peralte

¢Qué tan rapido puede viajar un auto de carrera a través de un giro
circular sin derrapar y golpear la pared? La respuesta podria
depender de varios factores:

e Elpesodelauto;
e Lafriccion entre los neumaticos y la carretera;
e Elradiodelcirculo;

e La'"inclinacion" del giro.

En este proyecto investigamos esta pregunta para los autos de las
carreras NASCAR en el Bristol Motor Speedway en Tennessee. Antes
de considerar esta pista en particular, usamos funciones con valores
vectoriales para desarrollar las matematicas y la fisica necesarias
pararesponder preguntas como esta.

Un carro de masa m se mueve con velocidad angular constante w
alrededor de una curva circular de radio R (Figura 3.20). La curva
estd inclinada en un angulo 6. Si la altura del automovil desde el suelo

es h, entonces la posicion del automdévil en el tiempo ¢ viene dada por
lafuncionr(t) = (Rcos(wt), Rsen(wt), h).

1. Encuentra la funcién de velocidad v(t) del automdvil.

Demuestra que v es tangente a la curva circular. Esto significa
que, sin una fuerza para mantener el auto en la curva, el auto
saldra disparado.

2. Demuestra que la velocidad del automévil es wR. Usa esto
parademostrar que (27r)/|v| = (27) /w.

438


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap3/320.png

Vista aérea Vista frontal

Figura 3.20. Vistas de un auto de carreras moviéndose por una pista.

3.

4.

Encuentra la aceleracién a. Demuestra que este vector apunta
hacia el centro del circuloy que |a] = Rw?.

La fuerza requerida para producir este movimiento circular se
[lama fuerza centripeta, y se denota F ... Esta fuerza apunta
hacia el centro del circulo (no hacia el suelo). Demuestra que
\Feent| = (m\v|2).

A medida que el automdévil se mueve alrededor de la curva, tres
fuerzas actuan sobre él: la gravedad, la fuerza ejercida por la
carretera (esta fuerza es perpendicular al suelo) y la fuerza de
friccion (Figura 3.21). Debido a que describir la fuerza de
friccién generada por los neumaticos y el camino es complejo,
utilizamos una aproximacién estandar para la fuerza de
friccion. Suponga que |f| = u|N| para alguna constante

positiva u. La constante u se llama coeficiente de friccion.

Supongamos que wv,,,, denota la velocidad maxima que el

automovil puede alcanzar a través de la curva sin derrapar. En
otras palabras, v,,,, €s la velocidad mas rapida a la que el

automovil puede rodar en la curva. Cuando el automovil viaja a
esta velocidad, la magnitud de la fuerza centripeta es
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Figura 3.21. El automovil tiene tres fuerzas que actuan sobre él: la
gravedad (denotada por mg), la fuerza de friccion f y la fuerza ejercida por

la carretera N.

5. Demuestra que |N|cos® = mg + |f|senf. Concluye que
IN| = (mg)/(cos — usenb).

6. La fuerza centripeta es la suma de las fuerzas en la direccion
horizontal, ya que la fuerza centripeta apunta hacia el centro
de la curvacircular. Demuestra que

|Feent| = |N|senf + |f|cosb

Concluye que

senf + pcosf

Feent| =
[Feent| cos — usenf
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7. Demuestra que V200 = ((s€n8 + pcosd)/(cosh —

usend))gR. Concluye que la velocidad méaxima no depende de
la masa del automovil.

Ahora que tenemos una féormula que relaciona la velocidad
maxima del automdvil y el angulo de inclinacién, estamos en
condiciones de responder las preguntas como la que se planted
al comienzo del proyecto.

El Bristol Motor Speedway es una pista corta de NASCAR en
Bristol, Tennessee. La pista tiene la forma aproximada que se
muestra en la Figura 3.22. Cada extremo de la pista es
aproximadamente semicircular, por lo que cuando los
automoéviles hacen giros, viajan a lo largo de una curva
aproximadamente circular. Si un automodvil toma la pista
interior y acelera a lo largo de la parte inferior de la curva 1, el
automoévil viaja a lo largo de un semicirculo de radio de
aproximadamente 211 pies con un angulo de inclinacién de 24°.
Si el automovil decide tomar la pista exterior y acelera a lo largo
de la parte superior de la curva 1, entonces el automovil viaja a
lo largo de un semicirculo con un angulo de inclinacién de 28°
(La pista tiene una banca de angulo variable).

Figura 3.22. En el Bristol Motor Speedway, Bristol, Tennessee (a), las
curvas tienen un radio interior de aproximadamente 211 pies y un ancho de
40 pies (b) (crédito: parte (a) foto de Raniel Diaz, Flickr)
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El coeficiente de friccidon para un neumatico normal en condiciones
secas es aproximadamente 0.7. Por lo tanto, suponemos que el
coeficiente para un neumatico NASCAR en condiciones secas es de
aproximadamente 0, 98.

Antes de responder las siguientes preguntas, ten en cuenta que es
mas facil hacer calculos en términos de pies y segundos, y luego
convertir las respuestas a millas por hora como paso final.

8. En condiciones secas, ;qué tan rdpido puede viajar el
automovil por la parte inferior de la curva sin derrapar?

9. En condiciones secas, ;qué tan rapido puede viajar el
automovil en la parte superior de la curva sin derrapar?

10. En condiciones humedas, el coeficiente de friccion puede
llegar a ser tan bajo como 0.1. Si este es el caso, ;qué tan
rapido puede viajar el automoévil al final de la curva sin
derrapar?

11. Supdn que la velocidad medida de un automévil que va por el
borde exterior del giro es de 105 mph. Estima el coeficiente
de friccion para los neumaticos del automovil.

) Ejercicios

Dado r(t) = (3t> — 2)i + (2t — sen(t))j, encuentra la
velocidad de una particula que se mueve a lo largo de esta curva

( ).
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156. Dado r(t) = (3t? — 2)i + (2t — sen(t))j, encuentra el vector

de aceleracion de una particula que se mueve a lo largo de la curva en
el ejercicio anterior.

o7
Dadas las siguientes funciones de posicién, encuentra la
velocidad, aceleraciéon y rapidez en términos del parametro t.

157. r(t) = (3cost, 3sent, t*) ( )
158. r(t) = e ti+ t2j + tantk
159. r(t) = 2costj + 3sentk ( ). El grafico se muestra a

continuacion:
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Encuentra la velocidad, aceleracién y rapidez de una particula
con la funcién de posicion dada.

160. r(t) = (2 — 1,¢t)
161, r(t) = (e, e b) ( )
162. r(t) = (sent,t, cost). El grafico se muestra aqui:

163. La funcién de posicion de un objeto viene dada por r(t) =
(t?,5t,t> — 16t). ;A qué hora es la velocidad minima? ( )

164. Sear(t) = rcosh(wt)i + rsenh(wt)j. Encuentra los vectores
de velocidad y aceleracion y demuestra que la aceleracion es
proporcional ar(t).

@7
Considera el movimiento de un punto en la circunferencia de un
circulo rodante. A medida que el circulo rueda, genera el cicloide
r(t) = (wt — sen(wt))i+ (1 — cos(wt))j, donde w es la velocidad

angular del circulo:
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165. Encuentra las ecuaciones para la velocidad, aceleracion y
rapidez de la particula en cualquier momento. ( )

%4

Un ala delta esta en espiral hacia arriba como resultado del aire
gue sube rapidamente en una trayectoria que tiene el vector de
posicion r(t) = (3cost)i + (3sent)j + t?k. La ruta es similar a la de

una hélice, aunque no es una hélice. El grafico se muestra aqui:

I S N |
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Encuentra las siguientes cantidades:

166. Los vectores de velocidad y aceleracion.
167. Lavelocidad del planeador en cualquier momento ( ).

168. Los tiempos, si los hay, en los que la aceleracién del planeador
es ortogonal a su velocidad.

%
Dado que r(t) = (e tsent,e cost,4e ) es el vector de

posicion de una particula en movimiento, encuentra las siguientes
cantidades:

169. Lavelocidad de la particula ( ).
170. Larapidezde laparticula.
171. Laaceleraciénde la particula ( ).

172. Encuentra la velocidad maxima de un punto en la
circunferencia de un neumatico de automdévil con un radio de 1 pie
cuando el automévil viaja a 55 mph.

Se dispara un proyectil en el aire desde el nivel del suelo con una
velocidad inicial de 500 m/seg en un angulo de 60° con la horizontal.

El grafico se muestra aqui:
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¢A qué hora alcanza el proyectil la altura maxima? ( )
¢Cual es la altura maxima aproximada del proyectil?
¢A qué hora se alcanza el alcance maximo del proyectil?

( )

¢Cual es el rango maximo?
:Cudl es el tiempo total de vuelo del proyectil? ( )

@7
Se dispara un proyectil a una altura de 1.5 m sobre el suelo con
una velocidad inicial de 100 m/seg y en un angulo de 30° sobre la

horizontal. Usa esta informacion para responder las siguientes
preguntas:

Determina la altura maxima del proyectil.

Determina el alcance del proyectil. ( )

Una pelota de golf es golpeada en direccion horizontal desde
el borde superior de un edificio de 100 pies de altura. ;Qué tan
rapido debe lanzarse la pelota para aterrizar a 450 pies de distancia?

Se dispara un proyectil desde el nivel del suelo en un angulo de
8° con la horizontal. El proyectil debe tener un alcance de 50 m.
Encuentra la velocidad minima necesaria para lograr este rango.

( )

Demuestra que un objeto que se mueve en linea recta a una
velocidad constante tiene una aceleracion de cero.

La aceleracion de un objeto viene dada por a(t) = tj + tk. La
velocidad ent = 1 seg es v(1) = 5j y la posicion del objeto en t =
1 seg es r(1) = 0i + 0j + Ok. Encuentra la posicion del objeto en
cualquier momento. ( )

Encuentra r(t) dado que a(t) = —32j,v(0) = 600/3i +
600,y r(0) = 0.
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185. Encuentra las componentes tangenciales y normales de la
aceleracion parar(t) = acos(wt)i + bsen(wt)jent = 0 ( ).
186. Dado r(t) = t?i+2tj y t = 1, encuentra las componentes
tangencial y normal de la aceleracién.

@y
p—C -

Para cada uno de los siguientes problemas, encuentra los
componentes tangencial y normal de la aceleracion.

187. r(t) = (e'cost, esent, e') (ver grafico) ( ):

188. r(t) = (cos(2t), sen(2t),1)

189, r = 2t,t2,§>( )

190. r=(2(1+1¢)%% 21— ¢t)32, ﬁt>
191, r = (6t,3t%,2t3) ( )

192, r =4+ t3j+ 3k

193, r = 3cos(2nt)i + 3sen(27t)j ( )
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Encuentra la funcién de valor vectorial de posicién r, dado que
a(t) =i+ e€'j,v(0) = 2jyr(0) = 2i.

La fuerza sobre una particula viene dada por f(t) = (cost)i +
(sent)j. La particula se encuentra en el punto (¢,0) en ¢t =0. La
velocidad inicial de la particula viene dada por v(0) = woj. Encuentra
el camino de la particula de masam (Recuerda, F = m - a) ( ).

Un automovil que pesa 2700 [b gira en un camino plano
mientras viaja a 56 pies/seg. Si el radio de giro es de 70 pies, ;cual es

la fuerza de friccion requerida para evitar que el auto patine?

Usando las leyes de Kepler, se puede demostrar que vy = 2&M4

70
es la velocidad minima necesaria cuando 6 = 0 para que un objeto

escape de la fuerza central resultante de la masa M. Usa este
resultado para encontrar el velocidad minima cuando 8 = 0 para que
una capsula espacial escape del tiréon gravitacional de la Tierra si la
sonda estad a una altitud de 300 km sobre la superficie de la Tierra
( ).

Encuentra el tiempo en afnos que le toma al planeta enano
Plutén hacer una 6rbita alrededor del Sol dado que a = 39.5 A.U.

Supdén que la funcidon de posicion para un objeto en tres
dimensiones viene dada por la ecuacion r(t) = tcos(t)i + tsen(t)j +

3tk.

Demuestra que la particula se mueve en un cono circular.
Encuentra el angulo entre los vectores de velocidad y
aceleracién cuandot = 1.5.

Encuentra los componentes tangencial y normal de la
aceleracién cuandot = 1.5( ).
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Capitulo IV

Diferenciacion de funciones
de varias variables







4.1 Introduccion

Figura 4.1. Los estadounidenses usan (y pierden) millones de pelotas de
golf al afo, lo que mantiene a los fabricantes de pelotas de golf en el
negocio. En este capitulo, estudiaremos los elementos que nos acercan a
un modelo de ganancias y a los métodos para calcular los niveles 6ptimos
de produccion (ver parte 2 de este libro) para una empresa tipica de
fabricacion de pelotas de golf (crédito: modificacion del trabajo de oatsy40,
Flickr)

En las aplicaciones de las derivadas, estudiaste como determinar el
maximo y el minimo de una funcién de una variable durante un
intervalo cerrado. Esta funcion puede representar la temperatura
durante un intervalo de tiempo determinado, la posicion de un
automovil en funcién del tiempo o la altitud de un avién a reaccién
mientras viaja de Medellin a Madrid.
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En cada uno de estos ejemplos, la funcién tiene una variable
independiente.

Supongamos, sin embargo, que tenemos una cantidad que depende
de mas de una variable. Por ejemplo, la temperatura puede depender
de la ubicacién y la hora del dia, o el modelo de ganancias de una
empresa puede depender de la cantidad de unidades vendidas y la
cantidad de dinero gastado en publicidad.

Cuando se trata de una funcién de mas de una variable
independiente, surgen naturalmente varias preguntas. Por ejemplo,
;como calculamos los limites de las funciones de mas de una variable?
La definicidon de derivada que usamos antes implicaba un limite. ;La
nueva definicién de derivada también implica limites? ;Se aplican las
reglas de diferenciacion en este contexto? ;Podemos encontrar
extremos relativos de funciones usando derivadas? Todas estas
preguntas se responden en este capitulo.

4.2 Funciones de varias variables

Nuestro primer paso es explicar qué es una funcién de mas de una
variable, comenzando con las funciones de dos variables
independientes. Este paso incluye identificar el dominio y el rango de
tales funciones y aprender a graficarlas. También examinaremos
formas de relacionar las graficas de funciones en tres dimensiones
con graficas de funciones planas mas familiares.

4.2.1 Funciones de dos variables

La definiciéon de una funcién de dos variables es muy similar a la
definicién de una funciéon de una variable.
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La principal diferencia es que, en lugar de asignar valores de una
variable a valores de otra variable, asignamos pares de variables
ordenadas a otra variable.

DEFINICION

Una funcién de dos variables z = f(z,y) asigna cada par
ordenado (z,y) en un subconjunto D del plano real R? a un
namero real Unico z. El conjunto D se llama dominio de la
funcion. El rango de f es el conjunto de todos los nimeros
reales z que tienen al menos un par ordenado (z,y) € D tal
que f(x,y) = z como se muestra en la siguiente figura.

Dominio Rango

Figura 4.2. El dominio de una funcion de dos variables consiste en pares
ordenados (z,y).

Determinar el dominio de una funcién de dos variables implica tener
en cuenta las restricciones de dominio que puedan existir. Vamos a
Ver.
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B Ejercicio Dominios y rangos para funciones de dos
variables

Encuentra el dominio y el rango de cada una de las siguientes
funciones:

a. f(x,y)=3x+5y+2
b. g(z,y) = V9 —a? —y?

(%) Solucién
4.2.2 Graficade funciones de dos variables

Supongamos que deseamos graficar la funcién z = (z,y). Esta
funcion tiene dos variables independientes (z e y) y una variable
dependiente (z). Cuando graficamos una funcién y = f(x) de una

variable, usamos el plano cartesiano. Podemos graficar cualquier par
ordenado (z,y) en el plano, y cada punto en el plano tiene un par

ordenado (z, y) asociado. Con una funcién de dos variables, cada par
ordenado (z,y) en el dominio de la funcién se asigna a un nimero
real z. Por lo tanto, la grafica de la funciéon f consiste en triples
ordenados (z,y, z). La grafica de una funcién z = (z,y) de dos
variables se llama superficie.

Para comprender completamente el concepto de trazar un conjunto
de triples ordenados para obtener una superficie en un espacio
tridimensional, imagina el sistema de coordenadas (z, y) tendido en

plano.
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Entonces, cada punto en el dominio de la funcién f tiene un valor z
Unico asociado con él. Si z es positivo, entonces el punto graficado
esta ubicado sobre el plano zy, si z es negativo, entonces el punto
graficado esta ubicado debajo del plano zy. El conjunto de todos los

puntos graficados se convierte en la superficie bidimensional que es
el grafico de la funcién f.

B Ejercicio Graficas de funciones de dos variables

Creaun grafico de cada una de las siguientes funciones:

a. g(z,y)=+9—z*—y?
b. f(z,y) =2 + 3

(%) Solucién

En la siguiente pagina, presentamos dos escenas interactivas que
muestran las dos graficas del ejercicio anterior. En la primera escena,
puedes modificar el valor del radio del hemisferio. La escena del
paraboloide es tomada del libro Curvas y superficies paramétricas, de
Navarroy Rivera (2018), en la cual es posible evidenciar la revolucion
de la superficie, al reducir el valor del paramtero t.

Recuerda que con clic izquierdo sostenido puedes rotar la grafica 3D.
Se recomienda ampliar la escena (clic en la esquina superior derecha
de la escena).
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B Ejercicio Tuercas y tornillos

Una funcion de beneficio para un fabricante de hardware viene
dada por

flz,y) =16 — (z —3)° — (y — 2)?,

donde z es el nimero de tuercas vendidas por mes (medido en
miles) e y representa el nimero de tornillos vendidos por mes

(medido en miles). La ganancia se mide en miles de délares.
Dibuja un grafico de esta funcién.

(%) Solucién
4.2.3 Curvas de nivel

Si los excursionistas caminan por senderos escarpados, podrian usar
un mapa topografico que muestre cuan abruptamente cambian los
senderos. Un mapa topografico contiene lineas curvas llamadas
curvas de nivel. Cada linea de contorno corresponde a los puntos en
el mapa que tienen la misma elevacién (figura 4.7). Una curva de nivel
de una funcién de dos variables f(z, y) es completamente analoga a

una linea de contorno en un mapa topografico.
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(@) (b)

Figura 4.7. (a) Un mapa topografico de Devil's Tower, Wyoming. Las lineas
que estan juntas indican un terreno muy empinado. (b) Una foto en
perspectiva de la Torre del Diablo muestra cuan empinados son sus lados.
Observa que la parte superior de la torre tiene la misma forma que el centro
del mapa topografico.

DEFINICION

Dada una funcién f(z,y) y un nimero c en el rango de f, una
curva de nivel de una funcién de dos variables para el valor c se

define como el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién
f(x,y) =C.

A\ v

Volviendo a la funciéon g(z,y) = /9 — 2% — 42, podemos
determinar las curvas de nivel de esta funcién. El rango de g es el
intervalo cerrado [0, 3]. Primero, elegimos cualquier nimero en este
intervalo cerrado, por ejemplo, ¢=2. La curva de nivel
correspondiente ac = 2 se describe mediante la ecuacidn
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\/9 —z2—y2 =2
Para simplificar, eleva al cuadrado ambos lados de esta ecuacion:
99—z -y’ =4
2 +9y* =5

Esta ecuacién describe un circulo centrado en el origen con radio V5.
El uso de valores de c entre 0 y 3 produce otros circulos también
centrados en el origen. Si ¢ = 3, entonces el circulo tiene radio 0, por
lo que consiste Unicamente en el origen. La figura 4.8 es un gréafico de
las curvas de nivel de esta funcion correspondientes a c = 0, 1, 2y3.

Observa que en la derivacidon anterior puede ser posible que
hayamos introducido soluciones adicionales al cuadrar ambos lados.
Este no es el caso aqui porque el rango de la funcion de raiz cuadrada
no es negativo.

Figura 4.8. Curvas de nivel de la funcién g(z,y) = +/9 — 2 — y2, usando
c=0,1,2,y 3 (c = 3 corresponde al origen).
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Un grafico de las diversas curvas de nivel de una funcién se denomina
mapa de contorno.

B Eiarcido Hacer un mapa de contorno

Dada la funcion f(z,y) = /8 + 8z — 4y — 4a2 — o2,
encuentra la curva de nivel correspondiente ac = 0. Luego crea

un mapa de contorno para esta funcién. ;Cudles son el dominio
yelrangode f

%) Solucién

Otra herramienta util para comprender el grafico de una funcion de
dos variables se llama traza vertical. Las curvas de nivel siempre se
grafican en el plano zy, pero como su nombre lo indica, las trazas

verticales se grafican en los planos xz o yz.

DEFINICION

Considere una funcién z = f(z, y) con el dominio D C R?. Una
traza vertical de la funcién puede ser el conjunto de puntos que
resuelve la ecuacion f(a,y) = z para una constante dada z =
ao f(x,b) = zparaunaconstante daday = b.
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B Ejercicio Encontrar trazas verticales

Encuentra las trazas verticales para la funciéonf(z,y) =
senxcosy correspondienteax = — 7,0,y 7,ey = — 7,0,y 7.
() Solucién

Las funciones de dos variables pueden producir algunas superficies
de aspecto llamativo. La siguiente figura muestra dos ejemplos.

F(x, y)=x*seny F(x, v) = sen(e*)cos(In y)

(b)

Figura 4.12. Ejemplos de superficies que representan funciones de dos
variables: (a) una combinacién de una funciéon de potencia y una funcion
seno y (b) una combinacién de funciones trigonométricas, exponenciales y
logaritmicas.

Puedes interactuar con la siguiente escena interactiva, disenada por
Dr. Doug Davis en GeoGebra, en la que presentamos, inicialmente, la
funcién f(z,y) = senzcosy
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Puedes cambiar la funcién en el cuadro de texto. Observa que
aparece informacién adicional, que aun no hemos trabajado; no
obstante, puedes explorar las trazas para diferentes valoresde x = a

ey = b, ademas del mapa de contorno. Practica con las funciones de
lafigura4.12.

4.2.4 Funciones de mas de dos variables

Lo mas comun son las funciones de dos variables; no obstante, demos
una mirada a funciones como:

flz,y,2) =a2* —2xy+9y* +3yz— 22 +42 — 2y + 32— 6
(una funcién polinomial de tres variables)

g(z,y,t) = (z* — dzy + y*)sent — (3z + 5y)cost.

En la primera funcién, (z, y, z) representa un punto en el espacio, y la
funcién f asigna cada punto en el espacio a una cuarta cantidad,

como la temperatura o la velocidad del viento. En la segunda funcion,
(z,y) puede representar un punto en el plano, y t puede representar

el tiempo. La funcién podria asignar un punto en el plano a una
tercera cantidad (por ejemplo, presién) en un momento dado t. El

método para encontrar el dominio de una funcién de mas de dos
variables es analogo al método para funciones de una o dos variables.

e g Dominio para funciones de tres variables
Ejercicio

Encuentra el dominio de cada una de las siguientes funciones:
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3r—4y+-2
a. f(x7y7 Z) - \/g‘iwggyzizg

b. g(may7t) — mzzi;g

(%) Solucién

Las funciones de dos variables tienen curvas de nivel, que se
muestran como curvas en el plano zy. Sin embargo, cuando la funcién

tiene tres variables, las curvas se convierten en superficies, por lo que
podemos definir superficies de nivel para funciones de tres variables.

DEFINICION

Dada una funcién f(x,y, z) y un nimero cen el rango de f, una

superficie de nivel de una funciéon de tres variables se define
como el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién

f(z,y,2) = C.

B Ejercicio Encontrar una superficie de nivel

Encuentre la superficie de nivel para la funcion f(z,y,z) =
4z? + 9y® — 2? correspondienteac = 1.

%) Solucién
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La siguiente escena interactiva del hiperboloide es tomada del libro
Curvas vy superficies paramétricas, de Navarro y Rivera (2018), en la
cual puedes variar algunos parametros, entre ellos, el valor de c.

o7

z=g(x, Y)= o/ 2.3-2—

s

G

color solido v| ¢

3.00

<>

3.00 K

<>

1.0 b

<>
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¢ Ejercicios

Para los siguientes ejercicios, evallia cada funcién en los valores
indicados.

1. W(z,y) = 42> +y>.  Encuentra W (2,—1), W(-3,6).
( ).

2. W(z,y) = 42> + y>. EncuentraW (2 + h,3 + h).

3. El volumen de un cilindro circular derecho se calcula mediante
una funcién de dos variables, V (z, y) = mx2y, donde z es el radio del
cilindro circular derecho e y representa la altura del cilindro. Evalua
V(2,5) y explica lo que esto significa ( ).

4. Un tanque de oxigeno esta construido con un cilindro derecho de
altura y radio « con dos hemisferios de radio £ montados en la parte

superior e inferior del cilindro. Expresa el volumen del tanque en
funcion de dos variables, z e y, encuentra V' (10, 2) y explica lo que

esto significa.

[o/]
Para los siguientes ejercicios, encuentra el dominio de la
funcion.

5. V(z,y) = 4z* + 9 ( )
6 flmy)=va*+y*—4

7. f(z,y) = 4n(y? — ) ( )
8. g(z,y) = \/16 4x2—y

9. z(z,y) = )

10 f(z,y) = ;;2
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/]

Para los siguientes ejercicios, encuentra el rango.

11. g(z,y) = /16 — 4z — 32 ( )
12. V(z,y) = 422 + y*
13. z=9y% — 22 ( )

@7
Para los siguientes ejercicios, encuentra las curvas de nivel de
cada funcién en el valor indicado de ¢ para visualizar la funciéon dada.

14, z(z,y) =y* —x%,c=1

15. z(z,y) = y* — z%,c = 4( )

16. g(z,y) =2 +y*c=4,c=9

17. g(z,y) =4 —x —y;¢c = 0,4( )
18. f(z,y) =xy;c=1;c=—1

19. h(z,y) =2x —y;c=0,—2,2( )
20. f(z,y)=2®> —y;c=1,2

21. g(m,y)—ﬁy,c— 1,0, 2 ( )
22. g(z,y) = x* —y;c = —1,0,2

23. g(z,y) =e™¥;c=12,3( )

24, f(z,y) = x%c=4,9

25. f(z,y) =2y —x;c = —2,0,2( )
26. h(z,y) = In(z* + y*);c = —1,0,1

27. g(z,y) =In(&);c=—2,0,2( )
28. z= f(z,y) = V22 +32,c=3

29. f(z,y) = %z,c:cualquier constante ( )
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u . . . . . .
Para los siguientes ejercicios, encuentra las trazas verticales de
las funciones en los valores indicados de x e y, y dibuja las trazas.

30 z=4—-zx—y;x =2

31. flz,y) =3z +y3 z=1( )

32. z=cos\/x®>+9y*,z=1

©7]

Encuentra el dominio de las siguientes funciones.
33. z=4/100 — 4z — 25y ( )

34. z=In(z — y?)

35. f(z,y,2) = L ( )

\/36—42?—9y? 22
36. f(.'L' y,2) = /49 — 2% — y? — 22

37. f(z,y,2) = /16 —x? —y? — 22 ( )
38. f(z,y) = cosy/x% + 9?2
@7

L) . . . .« e , .
Para los siguientes ejercicios, traza una grafica de la funcion.

39. z=f(z,y) = /22 + 2 ( )
40. z = 2% +9?
41. Usalatecnologia para graficar z = z%y ( ).

@7

m . . . . . .
Dibuja lo siguiente encontrando las curvas de nivel. Verifica el
grafico usando tecnologia.

42. flz,y) = V-~
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43. f(z,y) =2 — vV ax? + y2 ( ).

44, z=1+e @Y

45. 2z = cosv x2 + y2 ( ).

46. z =y? — x?

47/. Describe las lineas de contorno para varios valores de c para z =
z? +y? — 2z — 2y ).

Encuentra la superficie de nivel para las funciones de tres
variables y describela.

48. w(z,y,2) =x—2y+z,c =14

49, w(z,y,z) = 2 +y* + 2%,¢ = 9( )
50. w(z,y,2) =z +y?> —2%c=—4

51 w(z,y,2z) =22 +y? — 2%, c = 4( ).
52. w(z,y,2) = 92% — 4y®> + 362%,c =0

[+
Para los siguientes ejercicios, encuentra una ecuacién de la curva
de nivel de f que contenga el punto P.

53. f(a:,y) =1- 45{72 - y27P(09 1) ( )
54. g(iB, y) = y2a'7'6tanx7 P(17 2)
55. g(x,y) = emy(x2 + y2)7P(17 0) ( )

56. Lafuerza E de un campo eléctrico en el punto (z, y, z) resultante
de un cable cargado infinitamente largo que se extiende a lo largo del
eje y estd dado por E(z,y,z) =k/v/x?>+ y?, donde k es una
constante positiva. Para simplificar, deja K =1 y encuentra las
ecuaciones de las superficies de nivel para & = 10y £ = 100.
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57. Una placa delgada de hierro se encuentra en el plano xy. La
temperatura T' en grados Celsius en un punto P(z,y) es

inversamente proporcional al cuadrado de su distancia desde el
origen. ExpresaT' en funciénde z e y ( ).

58. Consulta el problema anterior. Usando la funciéon de
temperatura que se encuentra alli, determina la constante de
proporcionalidad si la temperatura en el punto P(1,2) es de 50°C.

Usa esta constante para determinar la temperatura en el punto

Q(3,4).

59. Consulta el problema anterior. Encuentra las curvas de nivel
para T'=40°C' y T = 100°C, y describe lo que representan las

curvas de nivel ( ).

4.3 Limites y continuidad

Ahora hemos examinado funciones de mas de una variable y hemos
visto como representarlas graficamente. En esta seccién, veremos
como tomar el limite de una funcién de mas de una variable y lo que
significa que una funcién de mas de una variable sea continua en un
punto de su dominio. Resulta que estos conceptos tienen aspectos
qgue simplemente no ocurren con funciones de una variable.

4.3.1 Limite de una funcion de dos variables
Recuerda la definicion de un limite de una funcién de una variable:

Sea f (x) definida para todo za en un intervalo abierto que contenga
a.Sea L unnumeroreal. Luego

lim f(x) = L

T—a
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si para cada € > 0, existe un § > 0, de modo que si 0 < |z —a| < §
para todo x en el dominio de f, entonces

[f(z) — L] < e

Antes de que podamos adaptar esta definicion para definir un limite
de unafuncién de dos variables, primero debemos ver como extender
la idea de un intervalo abierto en una variable a un intervalo abierto
en dos variables.

DEFINICION

Considera un punto (a, b) € R% Undisco § centrado en el punto
(a, b) se define como un disco abierto de radio § centrado en el
punto (a, b), es decir,

{(z,y) € R*|(z — a)* + (y — b)* < &7}

como se muestra en el siguiente grafico.

s

5] @ 1)

~15-1-05 0 05 1 15 2 25 3 35X
—1d

Figura 4.14. Un disco ¢ centrado alrededor del punto (2,1).

La idea de un disco § aparece en la definiciéon del limite de una

funcion de dos variables.
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Si § es pequefio, entonces todos los puntos (z,y) en el disco d estan
cercade (a, b).

Esto es completamente anadlogo a que x esté cerca de a en la definicién
de un limite de una funciéon de una variable. En una dimension,
expresamos esta restriccion como

a—d6<zr<a-+d

En mas de una dimensidn, usamos un disco .

DEFINICION

Sea f una funcién de dos variables, x e y. El limite de f(z,y) a
medida que (z, y) se acercaa (a, b) es L, escrito

(o) oo jay) =L
si para cada € > 0 existe un suficientemente pequefio § > 0 tal
que para todos los puntos (z, y) en un disco § alrededor de (a, b),
excepto posiblemente para (a,b), el valor de f(z,y) no esta a
mas de € de L (Figura 4.15). Matematicamente lo podriamos
escribir diciendo que para cualquier € > 0, existe un nimero § >
0 tal que

|7(z,y) — L| < e siempre que 0 < v/(z —a)? + (y —b)2 <6

Probar que existe un limite usando la definiciéon de un limite de una
funcion de dos variables puede ser un desafio. En su lugar, usamos el
siguiente teorema, que nos da atajos para encontrar limites.
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Q. Imagen del
disco &

Figura 4.15. El limite de una funcion que involucra dos variables requiere
que f(z,y) esté dentro un e de L siempre que (z,y) esté dentro de un §
de (a,b). Cuanto menor es el valor de €, menor es el valor de 4.

TEOREMA 4.1
Leyes de los limites para funciones de dos variables

Sean f(x,y) vy g(z, y) definidas para todos los (z, y)>(a, b) en
una vecindad alrededor de (a,b). Supén que L y M son

nimeros reales tales que lim f(z,y)=L vy
(z,y)—(a,b)

( l)rr% b)g(w ,Y) = M, y sea ¢ una constante. Entonces cada
Z, a
una de las siguientes afirmaciones es valida:
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Ley de la constante:

lim c=c (4.2)
(z,y)—(a,b)
Leyes de identidad:
lim z=a (4.3)
(,y)—(a,b)
lim =b 4.4
(z,y)—(a,b) Y (44)
Ley de la suma:
lim (f(w,y)+g(x,y)) =L+ M (45)

(z,y)—(a,b)
Ley de la diferencia:

lim (f(z,y) —gle,y) =L-M  (4:6)
(z,y)—(ab)

Ley de la multiple constante:

Jm o (F@y) — @)l @) =L (47)

Ley del producto:

(w’yl)ig%a’b)(f (z,y)g(x,y)) = LM (4.8)

476



Ley del cociente:

lim f(@,9) _L para M =0

(@y)—(ab) 9(z,y) M

Ley de la potencia:

lim (f(xvy))n =L"

(z,y)—(a,b)

para todo n entero positivo
Ley de laraiz:

lim |  f(z,y) = VL

(z,y)—(a,b

(4.9)

(4.10)

(4.11)

| todo L sin esimpary positivo,y L > 0 sin es pary positivo.

Las pruebas de estas propiedades son similares a las de los limites de

las funciones de una variable.

B Ejercicio Encontrar el limite de una funciéon de dos

variables

Encuentra cada uno de los siguientes limites:

a. lim (z? — 2zy + 3y? — 4z + 3y — 6)

(z,y)—(2,-1)

b. lim 223
(:B,y)—)(z,—l) 4m—3y

(%) Solucién
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Dado que estamos tomando el limite de una funcion de dos variables,
el punto (a, b) esta en R2, y es posible acercarse a este punto desde

un numero infinito de direcciones. A veces, al calcular un limite, la
respuesta varia segun el camino que se tome hacia (a, b). Si este es el

caso, entonces el limite no existe. En otras palabras, el limite debe ser
Unico, independientemente de la ruta tomada.

B Ejercicio Limites que no existen

Demuestra que ninguno de los siguientes limites existe:

(z,y)—(0,0) 9T 1Y
b.  lim
(z,y)—(0,0) Y

() Solucién

La funcion de la primera parte del ejercicio la hemos representado en
la escena interactiva de la siguiente pagina. Rota la escena para que
verifiques lo enunciado en la solucién; por ejemplo, paray = 0 (eje x)

observa que la funciéon permanece fija en cero.

4.3.2 Puntos interiores y puntos de frontera

Para estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de una funcién de
dos o mas variables, primero necesitamos aprender alguna nueva
terminologia.
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W
A8 000
/ S
L 4
Escala < P f(x, y) =|2x*y/(3x2+y"2) k o p

DEFINICION
Sea S un subconjunto de R? (Figura 4.17).

1. Un punto P, se llama un punto interior de S si hay un
disco 0 centrado alrededor de F, contenido
completamenteen S.

2. Un punto P, se llama un punto de frontera de S si cada
disco 4 centrado alrededor de Py contiene puntos tanto
dentro como fuerade S.
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Figura 4.17. En el conjunto S que se muestra, (—1,1) es un punto interior
y (2, 3) es un punto de frontera.

DEFINICION
Sea S un subconjunto de R? (Figura 4.17).

1. S sellama un conjunto abierto si cada punto de S es un
punto interior.

2. S sellama conjunto cerrado si contiene todos sus puntos
de frontera.
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Un ejemplo de un conjunto abierto es un disco é. Si incluimos el limite

del disco, se convierte en un conjunto cerrado. Un conjunto que
contiene algunos, pero no todos, sus puntos de frontera no estd
abierto ni cerrado. Por ejemplo, si incluimos la mitad del limite de un
disco 4 pero no la otra mitad, entonces el conjunto no esta abierto ni

cerrado.

DEFINICION
Sea S un subconjunto de R? (Figura 4.17).

1. Un conjunto abierto S es un conjunto conectado si no
puede representarse como la uniéon de dos o mas
subconjuntos disjuntos, abiertos y no vacios.

2. Unconjunto S es una region si esta abierto, conectado y
no vacio.

La definicién de un limite de una funcion de dos variables requiere
que el disco § esté contenido dentro del dominio de la funcién. Sin

embargo, si deseamos encontrar el limite de una funcién en un punto
limite del dominio, el disco § no estd contenido dentro del dominio.

Por definicidn, algunos de los puntos del disco § estan dentro del

dominio y otros estan fuera. Por lo tanto, solo necesitamos
considerar los puntos que estan dentro del disco § y el dominio de la

funcion. Esto lleva a la definicidon del limite de una funcién en un
punto de frontera.
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DEFINICION

Sea f una funcién de dos variables, z e y, y supén que (a, b) esta
en la frontera del dominio de f. Entonces, el limite de f(z,y) a
medida que (z, y) se acerca (a, b) es L, escrito asi:

i flz,y) =1L
si para cualquier € > 0, existe un nimero § > 0 tal que para
cualquier punto (x,y) dentro del dominio de f y dentro de una
distancia adecuadamente pequeiia positiva § de (a, b), el valor
de f(z,y) no estd a mas de un € de L (Figura 4.15). Usando
simbolos, podemos escribir: Para cualquier € > 0, existe un
nimero d > 0 tal que

f(z,y) — L| < € siempre que 0 < v/(z —a)?+ (y— b)2 <6

B Ejercicio Limite de una funcién en un punto de
frontera

Demuestraque lim /25 — 22 —y2 =0
(z,y)—(4,3)

(%) Solucién

Observa la siguiente escena interactiva, que muestra la funcion del
ejercicioy el punto (4, 3) en la frontera.
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4.3.3 Continuidad de funciones de dos variables

Hemos definido la continuidad de una funcién de una variable basada
en el limite de una funcién de una variable. En particular, son
necesarias tres condiciones para que f(z) sea continua en el punto

T =a:
1. f(a)existe
2. lim f(z) existe

T—a

3. lim f(z) = f(a)

T—a
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Estas tres condiciones son también necesarias para la continuidad de
una funcion de dos variables.

DEFINICION

Una funcién f(z,y) es continua en un punto (a,b) en su
dominio si se cumplen las siguientes condiciones:

1. f(a,b)existe

2. lim x,y) existe
. H(ab)f( y)

3. Jim  f(@,9) = f(a,)

B Ejercicio Dem.(?strando la cgntlnwdad parauna
funcion de dos variables

Demuestra que la funcion f(z,y) =+/3z+2yx+y+1 es
continua en el punto (5, —3).

(%) Solucién

La continuidad de una funcién de cualquier nimero de variables
también se puede definir en términos de delta y épsilon. Una funcién
de dos variables es continua en un punto (zg,yo) en su dominio si

para cada € >0 existe un 6 >0 tal que, siempre que
V(z —0)2+ (y — y0)? < descierto, |f(z,y) — f(a,b)| < e
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Esta definicion se puede combinar con la definicién formal (es decir, la
definicion épsilon-delta) de continuidad de una funcién de una
variable para probar los siguientes teoremas:

TEOREMA 4.2

La suma de las funciones continuas es continua Si f(z,y) es
continua en (xg, Yo ),y g(, y) es continua en (xg, Yo ), entonces

f(z,y) + g(z,y) es continuaen (zg, yo ).

TEOREMA 4.3

El producto de las funciones continuas es continuo Si g(z) es
continua en g y h(y) es continua en yg, entonces f(z,y) =
g(z)h(y) es continua en (zg, Yo ).

TEOREMA 4.4

La composicion de las funciones continuas es continua Sea g
una funcién de dos variables desde un dominio D C R? a un
rango R C R. Supén que g es continuo en algin punto
(zo,y0) € Dydefine zg = g(xg, yo)- Supongamos que f es una
funcién que asigna R a R de modo que z; esta en el dominio de
f. Por ultimo, supén que f es continua en zy. Entonces f o g es
continuo en (zco, yo) como se muestra en la siguiente figura.

485



L]
g

=~ ¥ o
‘; -
rangode g
dominiode g dominio de f rango de f

Figura 4.20. La composicion de dos funciones continuas es continua.

Ahora usemos los teoremas anteriores para mostrar la continuidad
de las funciones en los siguientes ejercicios.

B Eiurdido Masgercmos de c.ontlnwdad deuna
funcién de dos variables

Demuestra que las funciones f(z,y) = 4z3y* vy g(z,y) =
cos(4x3y?) son continuas en todas partes.

(%) Solucién
4.3.4 Funciones de tres o mas variables

El limite de una funcién de tres o mas variables ocurre facilmente en
las aplicaciones. Por ejemplo, supongamos que tenemos una funcién

f(x,y, z) que da la temperatura en una ubicacién fisica (z, y, z) en
tres dimensiones. O tal vez una funcién g(z, y, z, t) puede indicar la
presion del aire en una ubicacion (z,y, z) en el tiempo t. ;Como
podemos tomar un limite en un punto en R3? ;Qué significa ser
continuo en un punto en cuatro dimensiones?
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Las respuestas a estas preguntas se basan en extender el concepto de
un disco é en mas de dos dimensiones. Entonces, las ideas del limite

de una funcién de tres o mas variables y la continuidad de una
funcion de tres o mas variables son muy similares a las definiciones
dadas anteriormente para una funciéon de dos variables.

DEFINICION

Sea (wo,yo,zo) un punto en R3. Entonces, una bola § en tres
dimensiones consiste en todos los puntos en R® que se
encuentran a una distancia de menos de ¢ desde (g, yo, 20 ), €S
decir,

{(w,y,z) € Rg\\/(m —20)2+ (Y —w)>+(z—2)2 < 5}

Para definir una bola § en dimensiones superiores, agrega

términos adicionales debajo del radical para corresponder a
cada dimensién adicional. Por ejemplo, dado un punto P =

(wo, o, Y0, 20) en R%, una bola § alrededor de P puede
describirse por

{(w,w,y,z> RV (w_w)l T @ —mP - wl T () < 5}

Para mostrar que existe un limite de una funcién de tres variables en
un punto (g, Yo, 20 ), €s suficiente mostrar que para cualquier punto
en una bola § centrada en (:1:0, Y0, zo), el valor de la funcién en ese

punto esta arbitrariamente cerca de un valor fijo (el valor limite).
Todas las leyes de limites para funciones de dos variables también se
aplican a funciones de mas de dos variables.
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B Ejercicio Encontrar el limite de una funcién de tres

variables
2 —
Encuentra lim %r%
(z,y,2)—(4,1,-3) Y

(%) Solucién

B Ejercicios

@y
[N
Para los siguientes ejercicios, encuentre el limite de la funcion.

60. lim 2.
(z,y)—(1,2) )
61. lim 2% (Solucion).

2 2
(z,y)—(1,2) THY

62. Demuestraqueel limite lim S22
() (1,2) 1Y

largo de lasrutas: ejeyyejex,yalolargodey = =.

5z2y . .
existey es el mismoalo

@7

[N
Para los siguientes ejercicios, evalua los limites en los valores
indicados de x y y. Si el limite no existe, indicalo y explica por qué el

l[imite no existe.

. 42° +10y° +-4 .z
63. . yl)lirzo ) 4224*103% (Solucién)
64. lim L

(z,y)—(11,13) V *¥
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65.  lim = senz )
(zy)—(01) °

8 7
66. i LAY
) =(00) sen(””‘“”)
67. 1 slons
() (r/a1) ¥ ( )
68. lim secrt2
(e.9)>(0m/4) 527t
69. lim L 59¢ )
(2y)—(25) \* Y
/0. lim xlny
@)= "
71. lim e * Y ( )
(2,9)—(4,4)
72. 1 9 — x2 —
(z ,y)lgzOO \/ v v
75 By 4 )l
74. lim zxsen ( w:y )
@) tmm)
o1 i
72 ) oy T )
. a:2—|— 2
76 (m’yl)liﬁo’o) /m2+y2+1—1
77.  lim  In(2? +y?) ( )
(2,9)—(0,0)

@7
Para los siguientes ejercicios, completa la declaracion.

78. Un punto (zg, yo ) en una regién plana R es un punto interior de
R, si
79. Un punto (xo, yo) en una region plana, R se denomina punto de
fronterade R, si ( ).
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/]

Para los siguientes ejercicios, usa técnicas algebraicas para
evaluar el limite.

80.  lim ==¥-d

() —(2,1) VE U1
81. lim &=¥4 )

(z,9)(0,0) & 2"
82.  lim %%
(z.9)+(0,0) *7Y

83, lim 2% )

(2.9)—(0,0) VSt

@y
Para los siguientes ejercicios, evalua los limites de las funciones
de tres variables.

2 2
84.  lim =
(z,y,2)—(1,2,3) Y
2 2 2
. Ty —2

(z,y,2)—(0,0,0)

Y4
Para los siguientes ejercicios, evalia el limite de la funcién

determinando el valor al que se acerca la funcién a lo largo de las rutas
indicadas. Si el limite no existe, explica por qué no.

86. i ay+y’
(m,y)lffom Ty

a.Alolargo del eje z(y = 0)
b.Alo largo del eje y(z = 0)
c.Alolargodel caminoy = 2z

3
87. Evalta  lim % usando los resultados del ejercicio
(z,y)—(0,0)
anterior ( ).
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88. lim -T¥
(z,9)—(0,0) T Y

a.Alolargo del eje (y = 0)
b.Alolargo del eje y(x = 0)

c.Alolargo del camino y = 22

89. Evalda lim
(z,9)—(0,0)

anterior ( ).

Discute la continuidad de las siguientes funciones. Encuentra la
region mas grande en el plano zy en el que las siguientes funciones

sz usando los resultados del ejercicio

son continuas.

90.

f(z,y) = sen(zy)
91 f(z,y) = l(w+w( )
92. f(z,y) =€
93. f(z,y) = )

Para los siguientes ejercicios, determina la regién en la que la
funcion es continua. Explica tu respuesta.

2

7 fley) = g
m'fﬁ, si (x,y)>2(0,0)

95. T =

@9 =10 si (z,y) = (0,0)
(Sugerencia: demuestra que la funcion se aproxima a diferentes
valores a lo largo de dos rutas diferentes) ( ).

96. f(z,y) = sen(z”+y”)

x2 492
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2
i—ﬂ% es continuaen (0, 0) ( ).

Crea un diagrama utilizando un software de graficos para
determinar dénde no existe el limite. Determina la regién del plano de
coordenadas en el que f(z,y) = —= i

Determinasig(z,y) =

Determina la regién del plano zy en la que la funcién compuesta
9(z,y) = arctan( oy ) es continua. Usa la tecnologia para respaldar tu
conclusion ( ).
Determina la regién del plano zy en la que f(z,y) = In(z? +
y? — 1) es continua. Usa la tecnologia para respaldar tu conclusién
(Sugerencia: jelige el rango de valores para x e y con cuidado!)
¢:En qué puntos del espacio es g(z,y,z) = z* + 3> — 222
continua? ( )
¢En qué puntos del espacioes g(z, y, z) = m continua?

Demuestra que  lim no existe en (0,0) al trazar el

(2,9)(0,0) &Y’
grafico de la funcion ( ).

T] Evalta lim
[T] Evald (z.9) (00 = HY'

Determina analiticamente el limite alo largo de laruta z = y2.

[TI( )
a. Usa un CAS para dibujar un mapa de contornode z = /9 — z2 — y2
b. ;Cual es el nombre de la forma geométrica de las curvas de nivel?
c. Da laecuacion general de las curvas de nivel.
d. ;Cual es el valor maximo de z?
e. ;Cual es el dominio de la funcién?
f. ;Cual es el rango de la funcién?

trazando la funcién usando un CAS.

Verdadero o Falso: Si evaluamos " 1)11r% f(x) a lo largo de
0,0)

varias rutas y cada vez que el limite es 1, podemos concluir que

lim r) = 1.
(w,y)H(O»O)f( )
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seny/ 2 +y?

10/. Usa coordenadas polares para encontrar  lim oy
224y

(z,9)—(0,0)
También puedes usar la regla de UHépital ( ).
108. Usa coordenadas polares para encontrar  lim cos(:z:2 +
) (z,y)—(0,0)
y)

109. Discute la continuidad de f(g(z,y)) donde f(t) =1/t y
9(z,y) = 2z — 5y ).
110. Dado f(z,y) = z* — 4y, encuentra lim f(“h’y%_f(a”y),

h—0
— 1 f(1+h7 )_f(la )
111. Dado f(z,y) = z? — 4y, encuentra lim S

h—0
( )

4.4 Derivadas parciales

Ahora que hemos examinado los limites y la continuidad de las
funciones de dos variables, podemos proceder a estudiar las
derivadas. Encontrar derivadas de funciones de dos variables es el
concepto clave en este capitulo, con tantas aplicaciones en
matematicas, ciencias e ingenieria como la diferenciacién de
funciones de una sola variable. Sin embargo, ya hemos visto que los
limites y la continuidad de las funciones multivariables tienen nuevos
problemas y requieren una nueva terminologia e ideas para
abordarlos. Esto lleva a la diferenciacién también.

4.4.1 Derivadas de una funciéon de dos variables

Al estudiar las derivadas de funciones de una variable, encontramos
gue una interpretacion de la derivada es una tasa de cambio
instantanea de y como una funcion de z. La notacion de Leibniz para

la derivada es dy/dz, lo que implica que y es la variable dependiente
y x es la variable independiente.
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Para una funcién z = f(z,y) de dos variables, z e y son las variables
independientes y z es la variable dependiente. Esto plantea dos

preguntas de inmediato: ;Cémo adaptamos la notacién de Leibniz
para las funciones de dos variables? Ademas, ;qué es una
interpretacion de la derivada? La respuesta se encuentra en
derivadas parciales.

DEFINICION

Sea f(z,y) una funcién de dos variables. Entonces, la derivada
parcial de f con respecto a z, escrita como 9f/0x, o f,, se
define como

ﬂ — f(w+h,y)—f(w,y) (4.12)

ozx h—0 h

La derivada parcial de f con respecto a y, escritacomo 0 f /0y, o
fy, se define como

of
8y_k11>%

f(w,y+k;—f(w,y) (4.13)

Esta definicion ya muestra dos diferencias. Primero, la notacion
cambia, en el sentido de que todavia usamos una versiéon de la
notacion de Leibniz, pero la d en la notacién original se reemplaza con

el simbolo 9. (Esta "d" redondeada generalmente se llama "parcial",
por lo que 9 f /Ox se dice que es "parcial de f con respecto a z") Esta
es la primera pista de que estamos tratando con derivadas parciales.
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En segundo lugar, ahora tenemos dos derivadas diferentes que
podemos tomar, ya que hay dos variables independientes diferentes.
Dependiendo de la variable que elijamos, podemos obtener
diferentes derivadas parciales por completo, y a menudo lo hacemos.

B Ejercicio CaICL!Iglde derivadas parciales a partir de la
definicién

Usa la definiciéon de la derivada parcial como limite para calcular
0f /0xy 0f /0y paralafuncion

f(z,y) = 2 — 3zy + 2y* — 42 + by — 12

%) Solucién

La idea a tener en cuenta al calcular derivadas parciales es tratar
todas las variables independientes, distintas de la variable con
respecto a la cual nos estamos diferenciando, como constantes.
Luego procede a diferenciar como con una funcion de una sola
variable. Para ver por qué esto es cierto, primero arregla y y define

g9(z) = f(x,y) enfuncién de x. Luego

vy oy gle+h)—g(x) . fle4+hy) - flz,y) Of
g (z) = lim = lim = 5

h—0 h h—0 h

Lo mismo es cierto para calcular la derivada parcial de f con respecto
a y. Esta vez, arregla = y define h(y) = f(x,y) en funcién de y.
Luego
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W (z) = lim h(z + k) — h(x) — im flz,y +k)— f(z,y) _ of

k—0 k k—0 k Oy

Se aplican todas las reglas de diferenciacidon que ya conocemos.

:Como podemos interpretar estas derivadas parciales? Recuerda que
la gréfica de una funcién de dos variables es una superficie en R3. Si

eliminamos el limite de la definicion de la derivada parcial con
respecto a z, el cociente de diferencia permanece:

flx+hy) — f(z,y)h
h

Esto se parece al cociente de la diferencia para la derivada de una
funcion de una variable, excepto por la presencia de la variable y. La

figura 4.21 ilustra una superficie descrita por una funcién arbitraria

z = f(way)'

Z
x, y, fix, y))

Linea secante

(x + hy fix +h,y)

Figura 4.21. Recta secante que pasa por los puntos (z,y, f(z,y)) y (z +

h7 y7 f(m + h’ y))'
496


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap4/421.png

En la figura 4.21, el valor de h es positivo. Si graficamos f(z,y) y
f(x + h,y) para un punto arbitrario (z, y), entonces la pendiente de
la recta secante que pasa por estos dos puntos viene dada por

flz+hy) — flz,y)
h

Esta recta es paralela al eje x. Por lo tanto, la pendiente de la recta
secante representa una tasa de cambio promedio de la funcién f a
medida que viajamos paralelos al eje 2. Cuando h se aproxima a cero,

la pendiente de la recta secante se aproxima a la pendiente de la
recta tangente.

Si elegimos cambiar y en lugar de « por el mismo valor incremental A,
entonces la recta secante es paralela al eje y, al igual que la recta
tangente. Por lo tanto, 0f/0x representa la pendiente de la recta
tangente que pasa por el punto (z,y, f(z,y)) paralela al eje = y
0f /0y representa la pendiente de la recta tangente que pasa a
través del punto (z,y, f(x,y)) paralelo al eje y. Si deseamos

encontrar |la pendiente de una recta tangente que pasa por el mismo
punto en cualquier otra direccién, entonces necesitamos lo que se
llama derivadas direccionales, que discutiremos en un préximo
apartado.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Tim Brzezinski en
GeoGebra, puedes observar e interactuar con una ilustracion grafica
de las derivadas parciales.

Amplia la escena para una mejor interaccion. En ella puedes cambiar
la funcién; por ejemplo, f(z,y) = sen(x)cos(y) y observar tanto el

plano tangente como las rectas tangentes en un punto dado, el cual
también puedes modificar.
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0
of _, ! Fy) —renlz) =
dy

I

=5 AT y=-08
e e

P = (5.17,—0.8, —0.9)

af _ar
Dllustra -~ Q]Ilustra By

r' Plano tangente

-____________/___ 2 f(x,y) =sen(x)

Relleno de superficie

Ahora volvemos a la idea de los mapas de contorno, que presentamos
en Funciones de varias variables. Podemos usar un mapa de contorno
para estimar derivadas parciales de una funcion g(z, y).

B Ejercicio Derivadas parciales en un mapa de
contorno

Usa un mapa de contorno para estimar Bg/é)w en el punto
(v/5,0)para lafuncion g(z, y) = V9 — 22 — y2.

(%) Solucién
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4.4.2 Funciones de mas de dos variables

Supongamos que tenemos una funcién de tres variables, como w =
f(z,y, z). Podemos calcular derivadas parciales de w con respecto a

cualquiera de las variables independientes, susando las definiciones
para funciones de dos variables.

DEFINICION

Sea f(x,y,z) una funcién de tres variables. Entonces, la
derivada parcial de f con respecto a z, escrita como af/azc, o
fz, se define como

ﬁ:hm f(w+h7yaz)_f(x7y’z) (414)

oz h—0 h

La derivada parcial de f con respecto a y, escritacomo 0 f /0y, o
fy,se define como
8f f(:z:,y—l—k,z)—f(x,y,z)

oy i h

(4.15)

La derivada parcial de f con respecto a z, escrita como Bf/az, o)
f., se define como
8f f(a:,y,z—l—m)—f(:z:,y,z)

— = lim
0z  m—0 m

(4.16)

Podemos calcular una derivada parcial de una funcién de tres
variables usando la misma idea que usamos para una funcién de dos
variables.
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Por ejemplo, si tenemos una funcién f de z,y, y z, y deseamos
calcular 0f/0z, tratamos las otras dos variables independientes
como si fueran constantes, luego las diferenciamos con respecto a x.

B Ejercicio Calculo de derivadas parciales parauna
funcion de tres variables

Usa la definicién de limite de derivadas parciales para calcular

% para la funcién
f(z,y,2) = z* — 3zy + 2y* — dxz + byz? — 122 + 4y — 32
Luego, encuentra g—i y % estableciendo las otras dos variables

constantes y diferenciando en consecuencia.
(%) Solucién

B Ejercicio Calcyllo de derlvadgs parciales parauna
funcion de tres variables

Calcula las tres derivadas parciales de las siguientes funciones.

2, 4 2
a. f(z,y,2) = L5

b.g(x,y,z) = sen(z?y — 2) + cos(z? — yz)

Luego, encuentra %5 y %ﬁ estableciendo las otras dos variables
constantes y diferenciando en consecuencia.

() Solucién
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4.4.3 Derivadas parciales de orden superior

Considera la funcion
f(z,y) = 22° — 4xy® + 5y° — 6y + 5 — 4y + 12

Sus derivadas parciales son

gi — 62> — 4y’ —6y+5y gf — —8zy + 15y° — 6z — 4
Cada una de estas derivadas parciales es una funcién de dos
variables, por lo que podemos calcular derivadas parciales de estas
funciones. Al igual que con las derivadas de funciones de una sola
variable, podemos llamar a estas derivadas de segundo orden,
derivadas de tercer orden, etc. En general, se denominan derivadas
parciales de orden superior. Hay cuatro derivadas parciales de
segundo orden para cualquier funcion (siempre que existan):

>’ f of | 8*f _ 0 |9f| &f af | &f _ or
022 83: oz ' 0x0y dz 8y ayam 8y oz 8y 3y 8y

Una notacién alternativa para cada una es fou, fyes foy Y fuur

respectivamente. Las derivadas parciales de orden superior
calculadas con respecto a diferentes variables, como fzy Y fyz, se

denominan comunmente derivadas parciales mixtas.
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B Earcida Calculo de segundas derivadas parciales

Calcular las las cuatro segundas derivadas parciales de de la
funcion f(z,y) = ze % + sen(2z — 5y).

Ew) Solucién

En este punto, deberiamos notar que bajo ciertas condiciones

*f _ 8f -1 -
90y — dyoz- D€ hecho, es una consecuencia directa del siguiente

teorema.

TEOREMA 4.5

Igualdad de derivadas parciales mixtas (teorema de Clairaut)
Supongamos que f(z,y) se define en un disco abierto D que

contiene el punto (a, b). Si las funciones fzy Y fye SON continuas
en D, entonces f;, = fy.

El teorema de Clairaut garantiza que, siempre que las derivadas
mixtas de segundo orden sean continuas, el orden en el que elegimos
diferenciar las funciones (es decir, qué variable va primero, luego la
segunda, etc.) no importa. También puede extenderse a derivadas de
orden superior. La prueba del teorema de Clairaut se puede
encontrar en los libros de calculo mas avanzados.

Se pueden calcular otras dos derivadas parciales de segundo orden
para cualquier funcion f(z, y).
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La derivada parcial f,, es igual a la derivada parcial de f, con
respectoax,y f,, igual aladerivada parcial de f, conrespectoay.

4.4.4 Ecuaciones diferenciales parciales

En el curso de ecuaciones diferenciales, estudiaste ecuaciones
diferenciales en las que la funciéon desconocida tenia una variable
independiente. Una ecuacién diferencial parcial es una ecuacion que
involucra una funciéon desconocida de mas de una variable
independiente y una o mas de sus derivadas parciales. Ejemplos de
ecuaciones diferenciales parciales son

up = ¢ (Ugy + Uyy) (4.17)
(ecuacion de calor en dos dimensiones)
Upp— € (U + Uy ) (4.18)
(ecuacién de onda en dos dimensiones)
Upz— + Uy =0 (4.19)
(La ecuacion de Laplace en dos dimensiones)

En las dos primeras ecuaciones, la funcién desconocida u tiene tres
variables independientes: ¢, x e y, y c es una constante arbitraria. Las
variables independientes x e y se consideran variables espaciales, y
la variable t representa el tiempo. En la ecuaciéon de Laplace, la
funcién desconocida u tiene dos variables independientes x e y.

503



B Ejercicio Una solucion a la ecuacion de onda

Comprueba esto
u(x,y,t) = bsen(3rx)sen(4my)cos(107t)
es una solucion a la ecuacion de onda

(%) Solucién

Dado que la solucién a la ecuacién del calor bidimensional es una
funcién de tres variables, no es facil crear una representacién visual
de la solucion. Podemos graficar la solucion para valores fijos de t, lo
gue equivale a instantaneas de las distribuciones de calor en tiempos
fijos. Estas instantaneas muestran cémo se distribuye el calor sobre
una superficie bidimensional a medida que pasa el tiempo. El grafico
de la solucién anterior en el tiempo ¢ = 0 aparece en la siguiente
figura. A medida que pasa el tiempo, los extremos se nivelan,
acercandose a cero a medida que t se acerca al infinito.

Si consideramos la ecuacion de calor en una dimensioén, entonces es
posible graficar la solucion con el tiempo. La ecuacién de calor en una
dimensioén se convierte en

donde c? representa la difusividad térmica del material en cuestion.
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Figura 4.21.

Una solucion de esta ecuaciéon diferencial se puede escribir en la
forma

—m?m2clt

U (z,t) =€ sen(mmx)

donde m es cualquier niumero entero positivo. Un grafico de esta
solucién que usa m =1 aparece en la Figura 4.24, donde Ia
distribucién de temperatura inicial sobre un cable de longitud 1 esta
dada por u(x,0) = senmwz. Observa que a medida que pasa el

tiempo, el cable se enfria. Esto se ve porque, de izquierda a derecha,
la temperatura mas alta (que ocurre en el medio del cable) disminuye
y cambia de color de rojo a azul.
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Figura 4.24. Grafico de una solucién de la ecuacién de calor en una
dimension a lo largo del tiempo.

Proyecto estudiantil

Lord Kelviny laeradelatierra

A finales de 1800, los cientificos del nuevo campo de la geologia
llegaron a la conclusion de que la Tierra debe tener "millones y
millones" de anos. Casi al mismo tiempo, Charles Darwin habia

publicado su tratado sobre la evolucion.

506



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III/imagenes/cap4/424.png

(a) (b)

Figura 4.25. (a) William Thomson (Lord Kelvin), 1824-1907, fue un fisico e
ingeniero eléctrico britanico; (b) Kelvin utilizé la ecuacién de difusion de
calor para estimar la edad de la Tierra (crédito: modificacion del trabajo de
la NASA).

El punto de vista de Darwin era que la evolucion necesitaba muchos
millones de afnos para tener lugar, e hizo una audaz afirmacion de que
los campos "Weald chalk", donde se encontraron fésiles importantes,
fueron el resultado de 300 millones de anos de erosion.

En ese momento, el fisico eminente William Thomson (Lord Kelvin)
usé una ecuacion diferencial parcial importante, conocida como la
ecuacion de difusion de calor, para estimar la edad de la Tierra al
determinar cuanto tiempo le tomaria a la Tierra enfriarse de la roca
fundida a lo que teniamos en ese momento. Su conclusién fue un
rango de 20 a 400 millones de anos, pero muy probablemente unos
50 millones de anos. Durante muchas décadas, las proclamaciones de
este icono irrefutable de la ciencia no le sentaron bien a los geélogos
ni a Darwin.
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Kelvin hizo suposiciones razonables basadas en lo que se sabia en su
tiempo, pero también hizo varias suposiciones que resultaron estar
equivocadas. Una suposicion incorrecta era que la Tierra es sélida y
que, por lo tanto, el enfriamiento fue solo por conduccion, lo que
justifica el uso de la ecuacién de difusion. Pero el error mas grave fue
perdonable: la omision del hecho de que |la Tierra contiene elementos
radiactivos que continuamente suministran calor debajo del manto
de la Tierra. El descubrimiento de la radiactividad llegé cerca del final
de la vida de Kelvin y reconocié que su calculo tendria que
modificarse.

Kelvin usé el modelo unidimensional simple aplicado solo a la capa
externa de la Tierra, y dedujo la edad de los graficos y el gradiente de
temperatura mas o menos conocido cerca de la superficie de la
Tierra. Echemos un vistazo a una versiéon mas apropiada de la
ecuacioén de difusién en coordenadas radiales, que tiene la forma

oT [82T 2 8T]

E:K

- 4.2
or? + r Or (4.23)

Aqui, T'(r,t) es la temperatura en funcién de r (medido desde el
centrode la Tierra) y el tiempo t. K es la conductividad térmica, para

roca fundida, en este caso. El método estandar para resolver una
ecuacion diferencial parcial de este tipo es mediante la separacién de
variables, donde expresamos la solucion como el producto de
funciones que contienen cada variable por separado. En este caso,
escribiriamos la temperatura como

T(r,t) = R(r)f(t)

1. Sustituye esta expresion en la ecuacion 4.13 vy, observando
que f(t) es constante con respecto a ladistancia (r) y R(r) es

constante con respecto al tiempo (t), demuestra que
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Esta ecuacidn representa la separacion de las variables que
qgueremos. El lado izquierdo es solo una funcion de t y el lado
derecho es solo una funcién de r, y deben ser iguales para
todos los valores de r y t. Por lo tanto, ambos deben ser
iguales a una constante. Llamemos a esa constante —\2 (la

conveniencia de esta eleccion se ve en la sustitucion).
Entonces, tenemos

105 _ K[@zR 28R]:_)\2

fot R

ar2 ' r or

Ahora, podemos verificar mediante sustitucion directa para
cada ecuacion que las soluciones son f(t) = Ae Xty
R(r) = B(#£r) + C(«22), donde a = A/VK. Ten en

T
cuenta que f(t) = Ae™ ' también es una solucién valida,
por lo que podriamos haber elegido +A?> para nuestra

constante. ;Puedes ver por qué no seria valido para este caso
a medida que aumenta el tiempo?

Ahora apliquemos condiciones de frontera.
a. Latemperaturadebe ser finitaen el centrodelaTierra,
r = 0. ;Cual de las dos constantes, B o C, debe ser
cero para mantener R finito en » = 0? (Recuerda que
sen(ar)/r — a = como r — 0, pero cos(ar)/r se
comporta de manera muy diferente).

b. Kelvin argumenté que cuando el magma alcanza la
superficie de la Tierra, se enfria muy rapidamente. Una
persona a menudo puede tocar la superficie a las pocas
semanas del flujo.
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Por lo tanto, la superficie alcanzé una temperatura moderada
muy temprano y permanecié casi constante a una
temperatura de superficie Ts. Para simplificar, configuremos

T = 0enr = Rg y busquemos o de manera que esta sea la
temperatura alli para todo el tiempo ¢ (Kelvin tomé el valor
como 300K = 80°F'. Podemos agregar esta constante de
300K a nuestra soluciéon mas adelante). Para que esto sea
cierto, el argumento seno debe ser cero en r = Rg. Ten en
cuenta que « tiene una serie infinita de valores que satisface
esta condicion. Cada valor de o representa una solucion
valida (cada uno con su propio valor para A). La solucién total
o general es la suma de todas estas soluciones.

En t = O, suponemos que toda la Tierra estaba a una
temperatura caliente inicial Ty (Kelvin tomdé esto como
aproximadamente 7000K). La aplicacion de esta condicion
limite implica la aplicacién mas avanzada de coeficientes de
Fourier. Como se senaldé en la parte b. cada valor de an
representa una solucién valida, y la solucién general es una

suma de todas estas soluciones. Esto da como resultado una
solucion en serie:

THR —1)n1 2 n
T(r,t) = ( 0 E) Z %6)‘” tM, donde a, = nm/R.

T r

n

Observa cémo los valores de an provienen de la condicién de

frontera aplicada en la parte b. El término

177,71

es la constante A4,,

para cada término de la serie, determinada a partir de la aplicacién
del método de Fourier.
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Dejando 8 = mRg, examina los primeros términos de esta solucion
que se muestran aqui y observa como A? en el exponencial hace que

los términos mas altos disminuyan rapidamente a medida que pasa el
tiempo:

THR 1 1
T(r,t) = (;rE (eKﬁz"(senBr) + §e*4Kﬂ2”(sen26r) + gengﬁ2r(sen3ﬁr)
1 1
—16_16K52’"(sen457°) + 56_25K52T(sen5ﬂ7’))

Cerca del tiempo t = 0, se necesitan muchos términos de la solucion
para la precision. Insertando valores para la conductividad Ky 8 =

7/ Rg para un tiempo cercano a solo miles de afos, solo los primeros
términos hacen una contribucion significativa. Kelvin solo necesitaba
mirar la solucion cerca de la superficie de la Tierra (Figura 4.26) v,
después de un largo tiempo, determinar qué tiempo produjo el

gradiente de temperatura estimado conocido durante su era
(aumento 1°F' por cada 50pies). Simplemente eligié un rango de

veces con un gradiente cercano a este valor. En la figura 4.26, las
soluciones se trazan y escalan, con la temperatura de |a superficie de
300K anadida. Ten en cuenta que el centro de la Tierra seria

relativamente frio. En ese momento, se pensaba que la Tierra debia
ser solida.

Epilogo

El 20 de mayo de 1990, el fisico Ernest Rutherford hablé en la Royal
Institution para anunciar un calculo revisado que incluia la
contribucién de la radiactividad como fuente de calor de |la Tierra. En
las propias palabras de Rutherford:

Entré en la habitacion, que estaba medio oscura, y actualmente
vi a Lord Kelvin en la audiencia, y me di cuenta de que estaba en
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0 - : - - | 280 | | : - -
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Fraccion del radio de la tierra 4.0 millas debajo del radio de la Tierra
(a) (b)

Figura 4.26. Temperatura versus distancia radial desde el centro de la
Tierra. (a) Los resultados de Kelvin, trazados a escala. (b) Un primer plano

de los resultados a una profundidad de 4.0m: debajo de la superficie de la
Tierra.

problemas en la ultima parte de mi discurso sobre la edad de la
Tierra, donde mis puntos de vista estaban en conflicto con el
suyo. Para mi alivio, Kelvin se queddé profundamente dormido,
pero cuando llegué al punto importante, vi al viejo pdjaro
sentarse, abrir un ojo y lanzarme una mirada hurana.

Entonces llegd una inspiracién repentina, y dije que Lord Kelvin
habia limitado la edad de la Tierra, siempre que no se
descubriera una nueva fuente [de calor]. Esa expresion profética
se referia a lo que ahora estamos considerando esta noche,
iradio! jMirad! El viejo muchacho sonrié sobre mi.

Rutherford calculé una edad para la Tierra de unos 500 millones de
anos. El valor aceptado hoy de la edad de la Tierra es de unos 4.600

millones de anos.
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B Ejercicios

@7
[ . . . .« . . .
Para los siguientes ejercicios, calcula la derivada parcial
utilizando solo las definiciones de limite.

112. % paraz = 2% — 3zy + °
113. g—; paraz = 22 — 3zy + y? (Solucion).

@y

EE) . . . .« o . .
Para los siguientes ejercicios, calcula el signo de la derivada
parcial usando la grafica de la superficie.

114 f.(1,1)
115, fz(=1,1) (Solucion)
116. f,(1,1)
117. f2(0,0) (Solucion)
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Para los siguientes ejercicios, calcula las derivadas parciales.

118.
119.
120.
121.

122.
123.

124,
125.
126.
127.

(

128.

g_; paraz = sen(3w)cos(3y)

gz para z = srn(3x)cos(3y) ( )

&,L, y ay paraz = z%e%

&Eyay paraz = In(z% + y*) ( )

Encuentra f, (x, y) para f(:z: y) = e™cos(x)sen(y)
Sea z = e%. Encuentra & 6 y <9y Z ( )

Seaz = In(7). Encuentra 22 y ay
Sea z = tan(2zx — y). Encuentra % y ay ( ).
Sea z = senh(2z + 3y). Encuentra 2 =Y ay

Sea f(z,y) = arctan(¥). Evalla f;(2,-2) y fy(

)
Sea f(z,y) = m—””_% Encuentra f(2,—2)y £, (2, —2)

Evaluar las derivadas parciales en el punto P (0,1).

129. Encuentra %2 en (0,1) paraz = e “cos(y) ( )
130. Dado f(z,y, z) = x3yz?, encuentra 33—211 y f.(1,1,1)

131.

Dado f(=, y, z) = 2sen(z +y), encuentra f,(0, %,

fy(()a%a )Yfz( 727 )( )

El area de un paralelogramo con longitudes de lados
adyacentes que son a y b, y en el que el angulo entre estos dos lados

es 0, viene dada por la funcién A(a, b, 0) = basen(6). Encuentra la

tasa de cambio del area del paralelogramo con respecto a lo
siguiente:

132.
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a. Ladoa
b. LadoB
c. Angulof

Expresa el volumen de un cilindro circular derecho en funcién
de dos variables:

a. Suradiorysualturah( ).

b. Demuestra que la tasa de cambio del volumen del cilindro con
respecto a su radio es el producto de su circunferencia
multiplicada por su altura.

c. Demuestra que la tasa de cambio del volumen del cilindro con
respecto a su altura es igual al area de la base circular.

CaIcuIa 2 paraw = zsen(zy* + 22).

2
Encuentra las derivadas parciales de orden superior indicadas.

fzy Paraz =In(z — y) ( )
fye Paraz = in(z — y)
Seaz = z? + 3zy + 2y°. Encuentra gi% y giyé ( ).

. 8%z 8z
Dado z = e*tany, encuentra 920y Y Doz

Dado f(z,y, 2) = xyz, encuentra fy,, fyzy Y fyyz ( ).
Dado f(z,y, z) = e **sen(z%y), demuestra que fr,y = fyzy-
Demuestra que z = 12(e¥ — e ¥)senx es una solucion de la

ecuacion diferencial % + giyﬁ =0 ).
2
Encuentra f,.(x,y) para f(z,y) = % + 32’—920
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Sea f(z,y,2) = 2*y32 — 3xzy%2% + 52?2 — y32. Encuentra a
Faye ( ).

Sea F(x,y,z) = z3y2? — 22%yz + 32z — 2y°2. Encuentra la
derivada parcial F,,

Dado f(z,y) = =2 + = — 3zy + y> — 5, encuentra todos los
puntos en los que f, = f, = 0 simultdneamente ( ).

Dado f(z,y) = 22® + 2zy + y*> + 22 — 3, encuentra todos

los puntos en los que % =0y g—zjj = 0 simultaneamente.

Dado f(z,y) = 9° — 3yz® — 3y®> — 32> + 1, encuentra
todos los puntos en fen los que f, = f, = 0 simultdneamente

( ).
Dado f(z,y) = 152 — 3zy + 15y3, encuentra todos los

puntos en los que f,(z,y) = f,(z,y) = 0simultdneamente.
Demuestra que z = e*seny satisface la ecuacion % + giy% =
O ).
Demuestra que f(z,y) = In(z® + y*) resuelve la ecuacion
de Laplace % + 227”3 =

t

Demuestra que z = e cos(%) satisface la ecuacién de calor

% = —e*tcos(%)( ).

Encuentra AI;IBILIO f(xJFAZ)m_f(m’y) para f(z,y) = —Tx — 2zy +
Ty.

Encuentra Al?igl0 f(HAZ)y_f(m’y) para f(z,y) = —Tz — 2zy +
Ty ).

Encuentra Aljcrilo f(HAZ)w_f(w’y) para f(z,y) = 2®y®> + zy + ¥

Encuentra lim f&r29—f(zy)
Ay—0 Ay
( ).

para f(z,y) = sen(zy)
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La funcion P(T,V) = % da la presién en un punto de un
gas en funcion de la temperatura T y el volumen V. Las letrasny R
son constantes. Encuentra 2 av y 6T’ y explica qué representan estas
cantidades.

La ecuacion para el flujo de calor en el plano xy es
2t

S

2
ggf; + ay Demuestra que f(z,y,t) =e”

senxseny e€s una
solucion.

La ecuacién de onda basica es fi = f... Verifica que
f(z,t) = sen(z +t)y f(z,t) = sen(z — t) son soluciones.

La ley de los cosenos puede considerarse como una funcién de
tres variables. Sea x, y, y 6 dos lados de cualquier tridngulo donde el
angulo 6 es el angulo incluido entre los dos lados. Entonces,
F(z,y,0) = x? + y* — 2zycosh da el cuadrado del tercer lado del

OF OF

triangulo. Encuentra %5 y o~ cuando z=2,y=3 vy 0= ¢
( ).

Supongamos que los lados de un rectangulo cambian con
respecto al tiempo. El primer lado esta cambiando a una velocidad de

2 pulgadas/seg mientras que el segundo lado esta cambiando a una
velocidad de 4 pulgadas/seg. ;Qué tan rapido cambia la diagonal
del rectangulo cuando el primer lado mide 16 pulgadas y el segundo
lado mide 20 pulgadas? (Redondea a tres decimales).

Una funcién de produccion de Cobb-Douglas es f(z,y) =
2002%7y%3, donde z y y representa la cantidad de trabajo y capital

disponible. Sea x = 500 e y = 1000. Encuentre a—i y 85 en estos
valores, que representan la productividad marginal del trabajo y el

capital, respectivamente ( ).

El indice de temperatura aparente es una medida de cémo se
siente la temperatura, y se basa en dos variables: h, que es la

humedad relativa, y t, que es la temperatura del aire.
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A = 0.885t — 22.4h + 1.20th — 0.544. Encuentra %—‘f y ‘g—‘,‘: cuando
t=20°Fyh = 0.90.

4.5 Planos tangentes y aproximaciones lineales

Consideramos el problema de encontrar el plano tangente a una
superficie, que es analogo a encontrar la ecuacién de una recta
tangente aunacurvay = f(z). La pendiente de la recta tangente en

el punto ¢ = a es dada por m = f'(a); ;:Cudl es la pendiente de un
plano tangente?

4.5.1 Planos tangente

Intuitivamente, parece claro que, en un plano, solo una recta puede
ser tangente a una curva en un punto. Sin embargo, en el espacio
tridimensional, muchas rectas pueden ser tangentes a un punto dado.
Si estas rectas se encuentran en el mismo plano, determinan el plano
tangente en ese punto. Un plano tangente en un punto regular
contiene todas las rectas tangentes a ese punto. Una forma mas
intuitiva de pensar en un plano tangente es asumir que la superficie
es lisa en ese punto (sin esquinas). Luego, una recta tangente a la
superficie en ese punto en cualquier direccién no tiene cambios
abruptos en la pendiente porque la direccién cambia suavemente.

DEFINICION

Sean Py = (x0, Yo, 20) un punto en una superficie S, y sea C
cualquier curva que pase por P, y acostada enteramente en S.
Si las rectas tangentes a todas esas curvas C' en P, yacen en el
mismo plano, entonces este plano se llama el plano tangente a S

en P, (figura 4.27).
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Plano tangente en La curva C pasa
Palxg, Yor Zo) por Pylxg, Yo, Zp)

La curva C

pasa por
Pol%a. Vo. Za)

Figura 4.27. El plano tangente a una superficie S en un punto P, contiene
todas las rectas tangentes a curvas en S que pasan por Pj.

Para que exista un plano tangente a una superficie en un punto de esa
superficie, es suficiente que la funciéon que define la superficie sea
diferenciable en ese punto, definida mas adelante en este apartado.
Definimos el término plano tangente aqui y luego exploramos la idea
intuitivamente.
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DEFINICION

Sean S una superficie definida por una funcion diferenciable
z= f(z,y), Yy Po = (x0,y0) un punto en el dominio de f.
Luego, la ecuacion del plano tangente a S en P, esta dado por

z = f(20,y0) + fa(z0,y0)(z — T0) + fy(zo,y0)(y — y0)(4.24)

Para ver por qué esta férmula es correcta, primero encontremos dos
rectas tangentes a la superficie S. La ecuacién de la recta tangente a

la curva que esta representada por la interseccién de S con la traza
vertical dada por z = X es z = f(z0,%00) + fy (Xo0,%0)(y — vo) -

Del mismo modo, la ecuacion de la recta tangente a la curva que esta
representada por la interseccién de S con la traza vertical dada por

y=1yoesz= f(Xxo,yo) + fe(xo,y0)(x — o) . Un vector paralelo
a la primera recta tangente es a=j+ fy(azg, yg)k; un vector
paralelo a la segunda recta tangente es b =1+ f,(zo,y0)k .
Podemos tomar el producto cruz de estos dos vectores:

ax b=+ fy(zo,y0)k) x (i+ fa(zo,y0)k
i j k

0 1 f,(zo,90)
1 0 fo(xo,90),

= fo(®0,Y0)i+ fy(zo,%0)j — k

Este vector es perpendicular a ambas rectas y, por lo tanto,
perpendicular al plano tangente. Podemos usar este vector como un
vector normal para el plano tangente, junto con el punto P, =

(0, Yo, f (0, Yo)) en la ecuacién para un plano:
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n-((z—=z0)i+ (y—wv)ji+ (z— f(zo,y))k) =0
(fo(o,y0)i+ fy(zo,y0)i —k) - ((z — )i+ (y — w0)j

+(z— mo,yo ) ) 0

fa (o, o) (2 — o) + fy (0, %0) (¥ — %0) — (2 — f(20,%0)) =0

Resolviendo esta ecuacién para z da la ecuacién 4.24.

B Ejercicio Encontrar un plano tangente

Encuentra la ecuaciéon del plano tangente a la superficie
definida por la funcién f(z,y) = 222 — 3zy + 8y? + 2z —
4y 4+ 4enel punto (2,—1)

(%) Solucién
B Ejercicio Encontrar otro plano tangente

Encuentra la ecuacién del plano tangente a la superficie
definida por la funcién f(x,y) = sen(2z)cos(3y) en el punto

(m/3,m/4).

(%) Solucién
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Un plano tangente a una superficie no siempre existe en cada punto
de la superficie. Considera la funcién:

—2 (z, 0,0
f(:I:,y)Z{\/W (z,y)7(0,0)

El grafico de esta funcién es:

2 (xy)*(0,0)

(% y) = (0,0

X

Figura 4.29. Grafico de una funciéon que no tiene un plano tangente en el
origen.

Si algin z = 0 o y = 0, entonces f(x,y) = 0, luego el valor de la
funcién no cambia ni en el eje = ni en el eje y . Por lo tanto,
fz(z,0) = f,(0,y) =0, asi como z o y cercanos a cero, estas

derivadas parciales permanecen iguales a cero. Sustituyéndolos en la
ecuacion 4.24 da z = 0 como la ecuacién de la recta tangente.
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Puedes interactuar con la grafica, disenada en DescarteslS, a
continuacion:

o7

Escala < P k 4 p

Sin embargo, si nos acercamos al origen desde una direccion
diferente, obtenemos wuna historia diferente. Por ejemplo,
supongamos que nos acercamos al origen alo largo de larectay = .

Si ponemos y = x en la funcién original, se convierte en

_z(@) 2z
V2T (@)? V22 V2

Cuando z > 0, la pendiente de esta curva es igual a v/2/2; cuando
z < 0, la pendiente de esta curva esigual a —+/2/2.

f(z,z)
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Esto presenta un problema. En la definicién de plano tangente,
suponemos que todas las rectas tangentes a través del punto P (en

este caso, el origen) se encontraba en el mismo plano. Claramente,
este no es el caso aqui. Cuando estudiamos funciones diferenciables,
veremos que esta funciéon no es diferenciable en el origen.

4.5.2 Aproximaciones lineales

Recordemos a partir de aproximaciones lineales y diferenciales que
la férmula para la aproximacion lineal de una funcién f(x) en el

punto x = a esta dada por:

y ~ f(a) + f'(a)(z — a)

El diagrama para la aproximaciéon lineal de una funciéon de una
variable aparece en el siguiente grafico.

|

Yi

Aproximacion de la
linea tangente

T T T T T T T

Figura 4.30. Aproximacion lineal de una funcién en una variable.
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La recta tangente se puede utilizar como una aproximacién a la
funcion f(z) para valores de x razonablemente cerca de = = a.

Cuando se trabaja con una funciéon de dos variables, la recta tangente
se reemplaza por un plano tangente, pero la idea de aproximacién es
muy parecida.

DEFINICION
Dada una funcién z = f(z,y) con derivadas parciales

continuas que existen en el punto (x,yo), la aproximacion
lineal de f en el punto (xo, yo ) esta dada por la ecuacion

L(z,y) = f(z0,y0) + fo (20, o) (z — z0) + fy (20, Y0) (¥ — y0f4-25)

Observa que esta ecuaciéon también representa el plano tangente a la
superficie definida por z = f(z,y) en el punto (xg,yo). La idea

detras del uso de una aproximacion lineal es que, si hay un punto
(o, Yyo) en el cual el valor preciso de f(z,y) es conocido, entonces
por valores de (x,y) razonablemente cerca de (xo,y0), la

aproximacion lineal (es decir, el plano tangente) produce un valor que
también es razonablemente cercano al valor exacto de f(z,y)

(Figura 4.31). Ademas, el plano que se usa para encontrar la
aproximacion lineal es también el plano tangente a la superficie en el

punto (g, Yo ).
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Superficie z)
Z=(xY) ! [ Plano tangente

| =
o
/./ A
e

Ve 5\

s
f |
/ F

|
1

Aproximacion lineal

/ L(x, y) a f(xy, yo)

x

Figura 4.31. Uso de un plano tangente para la aproximacion lineal en un
punto.

B Ejercicio Usando una aproximacion de plano
tangente

Dada la funcién f(z,y) = v/41l — 422 — y2, aproxima
f(2.1,2.9) utilizando el punto (2, 3) para (xg,yo). ¢Cudl es el
valor aproximado de f(2.1,2.9) a cuatro decimales?

(%) Solucién
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4.5.3 Diferenciabilidad

Cuando trabajas con una funcién y = f(z) de una variable, se dice
que la funcién es diferenciable en un punto z = a si f/(a) existe.
Ademas, si una funcién de una variable es diferenciable en un punto,

el grafico es "suave" en ese punto (es decir, no existen esquinas) y una
recta tangente esta bien definida en ese punto.

La idea detras de la diferenciabilidad de una funcién de dos variables
esta relacionada con la idea de suavidad en ese punto. En este caso,
se considera que una superficie es lisa en el punto P si existe un plano

tangente a la superficie en ese punto. Si una funcion es diferenciable
en un punto, entonces existe un plano tangente a la superficie en ese
punto. Recordemos la formula para un plano tangente en un punto

(20, yo ) esta dado por

z = f(zo,90) + fz(x0,y0)(x — z0) + fy(z0,0)(y — vo)

Para que exista un plano tangente en el punto (z, yo ), las derivadas

parciales deben por lo tanto existir en ese punto. Sin embargo, esta
no es una condicién suficiente para la suavidad, como se ilustra en la
Figura4.29. En ese caso, las derivadas parciales existian en el origen,
pero la funciéon también tenia una esquina en el grafico en el origen.

DEFINICION
Una funcién f(x,y) es diferenciable en un punto P(zo, o) si,
V(z,y) € 0 alrededor de P,

f(z,y) = f(z0,%0) + fz(Z0,%0)(z — Z0)

T £y (@0 w0) W —w) + B(z,y) 20
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donde el término E satisface

(may)_)(a:O»yO) \/(:E — a','o)2 + (y — y0)2

El dltimo término en la ecuacién 4.26 se conoce como el término de
error y representa la proximidad del plano tangente a la superficie en
un pequeio vecindario (disco 9) del punto P. Para que la funciéon f

sea diferenciable en P, la funciéon debe ser suave, es decir, la grafica
de f debe estar cerca del plano tangente para los puntos cercanos a
P.

B Eiurdido Demostrando la diferenciabilidad

Demuestra que la funcién f(z,y) = 2x? — 4y es diferenciable
en el punto (2, —3).

(%) Solucién

——— (:U, y)?(()? O)
La funcion f(z,y) = { VY no es diferenciable en
0 (z,y) = (0,0)

el origen. Podemos ver esto calculando las derivadas parciales. Esta
funcién aparecié anteriormente en la seccién, donde mostramos que

fz(0,0) = f,(0,0) = 0. Sustituyendo esta informacion en la
Ecuacién4.26 y usando g = 0 e yy = 0, obtenemos
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f(z,y) = £(0,0) + f2(0,0)(z — 0) + £4(0,0)(y — 0) + E(=z,y)
Ty

Calculando el limite:

Ty

E(z,y) Y e

lim —

im
(@y) (@) \/(x —20)2 + (¥ —Y0)?  (@y)—=(00) 4 /a:2 Ny

= llm 2—
(2)—(0,0) 2 + y?

Dependiendo de la ruta tomada hacia el origen, este limite toma
diferentes valores. Por lo tanto, el limite no existe y la funcién f no es

diferenciable en el origen como se muestra en la siguiente figura.

[L (%) #(0,0)
0 =00

Camino 2
\a\\\

Tl
1
Figura 4.32. Esta funcion f(z,y) no es diferenciable en el origen.
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La diferenciabilidad y la continuidad para funciones de dos o mas
variables estan conectadas, lo mismo que para funciones de una
variable. De hecho, con algunos ajustes de notacion, el teorema
basico es el mismo.

TEOREMA 4.6

La diferenciabilidad implica continuidad
Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables con (xg,yo) en el

dominio de f.Si f(z,y) es diferenciable en (xo, yo0), entonces
f(z,y) es continuaen (zg, yo).

La diferenciabilidad implica que la continuidad muestra que si una
funcién es diferenciable en un punto, entonces es continua alli. Sin
embargo, si una funcién es continua en un punto, entonces no es
necesariamente diferenciable en ese punto. Por ejemplo,

= z, 0,0
Fz,y) = /) (z,v)#(0,0)
0 (z,y) = (0,0)

es continua en el origen, pero no es diferenciable en el origen. Esta
observacion también es similar a la situacion en el calculo de una sola
variable.

La continuidad de las primeras derivadas parciales implica
diferenciabilidad, explora ain mas la conexién entre continuidad y
diferenciabilidad en un punto. Este teorema dice que si la funcién y
sus derivadas parciales son continuas en un punto, la funcién es
diferenciable.
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TEOREMA 4.7

La continuidad de las primeras parciales implica
diferenciabilidad

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables con (xg,yo) en el
dominio de f. Si f(z,y), fz(z,y) v f,(x,y) existen en un
vecindario de (zo,yo) Yy son continuas en (zo,yo), entonces
f(z,y) es diferenciable alli.

Recordemos que anteriormente mostramos que la funcion

—L_ (z, 0,0
fz,y) = {m (z,9)#(0,0)
0 (m7y) — (070)

no era diferenciable en el origen. Calculemos las derivadas parciales

fzY fy:
of y3 of z3

oz (2214232 Y By T (@ 1 2)P

La contraposiciéon del teorema anterior establece que si una funcién
no es diferenciable, entonces al menos una de las hipétesis debe ser
falsa. Exploremos la condicién que f,(0,0) debe ser continua. Para

que esto sea cierto, debe ser ciertoque  lim  f,(0,0) = f,(0,0)
(z,y)—(0,0)

3
. . y
lim +(0,0) = lim

(2,9)—(0,0) 12(0,0) (z,y)—(0,0) (22 + y2)3/2
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Sea x = ky. Luego

lim Y _ T Y
(2,9)—(0,0) (22 + y2)3/2  y—0 3/2
((/’fy)2 + yz)

"R PR T 1P

S S

Siy > 0, entonces esta expresion es igual a 1/(k% +1)%/2;siy < 0,
entonces es igual a — (1/(k2 + 1)3/2>. En cualquier caso, el valor

depende de k, por lo que el limite no existe.

4.5.4 Diferenciales

En el apartado "Aproximaciones lineales y diferenciales", primero
estudiamos el concepto de diferenciales. El diferencial de y, escrito

dy, se define como f'(x)dz. El diferencial se usa para aproximar
Ay = f(xz + Az) — f(x),donde Az = dx. Extendiendo esta idea a
la aproximacion lineal de una funcidon de dos variables en el punto
(zg,yo) se obtiene la formula para el diferencial total para una
funcion de dos variables.
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DEFINICION
Sea z = f(x,y) una funcion de dos variables con (xg,yo) en el

dominio de f,y se elija Az y Ay para que (zg + Az, yo + Ay)
también esté en el dominio de f. Si f es diferenciable en el
punto (xg,yo), entonces los diferenciales dz y dy se definen
como

de = Az y dy = Ay

El diferencial dz, también llamado diferencial total de z =
f(x,y) en (zg, yo), se define como

dz = fo(zo,y0)dz + fy(Z0,yo)dy (4.27)

Observa que el simbolo 0 no se usa para denotar el diferencial total;
mas bien, d aparece delante de z. Ahora, definamos Az = f(ac +

Az,y + Ay) — f(z,y). Usamos dz para aproximar Az, entonces

Az~ dz = fo(xo,y0)dx + fy(z0,y0)dy

Por lo tanto, el diferencial se usa para aproximar el cambio en la
funcion z = f(xg, yo) en el punto (zg, yo ) para valores dados de Ax

y Ay. Como Az = f(z + Az, Ay + Ay) — f(=,y), esto se puede
usar para aproximar f(z + Az,y + Ay):
f(z+ Az, Ay + Ay) = f(z,y) + Az
~ f(z,y) + fa(wo, y0) Az + fy (20, y0) Ay
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Observa la siguiente figura:

2i Plano tangente en (x, v, f(x, y))
i

! i Grafica de f
\5\7\5

I A A 4 (X,
(x+AX.y+ﬁ)’)( s '

Figura 4.33. La aproximacion lineal se calcula mediante la formula f(z +
Az,y + Ay) = f(z,y) + fo(z0,Y0) Az + f, (20, Y0)Ay.

Una aplicacién de esta idea es determinar la propagacion de errores.
Por ejemplo, si estamos fabricando un dispositivo y estamos fuera de
cierta cantidad al medirla, el diferencial se puede usar para estimar el
error en el volumen total del dispositivo.

B Ejercicio Aproximacion por diferenciales

Encuentra el diferencial dz de la funcién f(z,y) = 32° —
2zy + y? y Usalo para aproximar Az en el punto (2, —3). Usa
Az = 0.1y Ay = —0.05. ;Cudl es el valor exacto de Az?

(%) Solucién
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455 Diferenciabilidad de una funcion de tres
variables

Todos los resultados anteriores para la diferenciabilidad de las
funciones de dos variables se pueden generalizar a funciones de tres
variables. Primero, la definicién:

DEFINICION
Una funcién f(z,y,z) es diferenciable en un punto

P(xy,y0,20) si para todos los puntos (x,y, z) en un disco §
alrededor de P podemos escribir

f(w7y) = f($07y07Z0) + fx(w(hyOVZO)(x - CL'())

+fy($0,y0, ZO)(y - y0) + fz(woay(h ZO)(’Z - ZO)
+E(z,y, 2) (4.28)

donde el término de error, E, satisface:

E
I (z,y,2)

=0
(23:2)=(@0.90,%) v/ (@ — 0)2 + (y — y0)% + (2 — 20)?

Si una funciéon de tres variables es diferenciable en un punto
(o, Yo, 20), entonces es continua alli. Ademas, la continuidad de las

primeras derivadas parciales en ese punto garantiza Ia
diferenciabilidad.
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¥ Ejercicios

7|

[RY
Para los siguientes ejercicios, encuentra un vector normal
unitario de la superficie en el punto indicado.

163. f(z,y) = 2°,(2,—1,8)( )
164. ln(y%z) =0Ocuandoz =y = 1.

©7]
[RY
[E=Para los siguientes ejercicios, como una revision util de las

técnicas utilizadas en esta seccién, encuentra un vector normal y un
vector tangente en el punto P.

165. 2 +azy+y* =3, P(—1,-1)( )
166. (22 +y?)? = 9(=? — ), P(v/2,1)

167. zy* — 22* + y + bz = 6, P(4,2) ( )
168. 223 —2?y* =3z —y —7,P(1,-2)

169. ze* ¥ —3=0,P(2,2,3) )

%

Para los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacion para el
plano tangente a la superficie en el punto indicado (Insinuacién:
Resuelve z entérminos de z e y)

170. -8z — 3y — 7z = —-19,P(1,-1,2)

171, z=—922 — 3%, P(2,1,-39) ( )

172. 2?4+ 10zyz + 9> + 82> = 0, P(—1,—1, 1)
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173. z =In(10z* + 2y* + 1), P(0,0,0) ( )
174, z =€ P(0,0,1)

175, xzy+yz+ ze = 11, P(1,2,3) ( )

176, x* + 4y* = 22, P(3,2,5)

177. 3 +y® = 3zyz, P(1,2, %) ( )

178. z =azy, P(1,1,1)

179. z = senx + seny + sen(x + y), P(0,0,0) ( )
180. h(z,y) = Iny/z% + y2, P(3,4)

181. z=2%—2zy+y?, P(1,2,1)( )

@7

Para los siguientes ejercicios, encuentra las ecuaciones
paramétricas para la recta normal a la superficie en el punto indicado.
(Recuerda que para encontrar la ecuacion de una recta en el espacio,
necesitas un punto en la recta, Po(azo,yo,zo) y un vector n =

(a,b, c) que es paralelo a la recta. Luego la ecuacion de la recta es
xr—x9=at,y —yg = bt,z — zy = ct).

182. =3z + 9y + 4z = —4,P(1,-1,2)

183. z =5x% —2y%, P(2,1,18) ( )

184. z® — 8zyz +y* +62° = 0,P(1,1,1)

185. z=1In(3z% + 7y?> + 1), P(0,0,0) ( )
186. z = €'+ P(0,0,1)

187. z=2x%—-2zy+y*, P(1,2,1)( )

@7

Para los siguientes ejercicios, observa la siguiente imagen:
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zZy, z = 1f(x, y)

df(xo. Ya)

(Xor Yo)

D
(o + Ax, yp + Ay)

188. ¢La longitud del segmento de recta AC es igual a qué
expresion matematica?

189. ¢La longitud del segmento de recta BC es igual a qué
expresion matematica? (Solucion)

190. Usando la figura, explica qué representa la longitud del
segmento de recta AB.

@y
m . 3 . . .
[==Para los siguientes ejercicios, completa cada tarea.

191. Demuestra que f(x,y) = e*Yx es diferenciable en el punto
(1,0) (Solucion).
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Encuentra el diferencial total de la funcion w = e¥cos(x) +

Demuestra que f(z,y) = 2° + 3y es diferenciable en cada
punto. En otras palabras, demuestra que Az = f(x + Az,y +
Ay) — f(z,y) = foAz + fyAy + e1Az + e2Ay, donde €; y € se
aproximan a cero cuando (Az, Ay) se acerca (0, 0) ( ).

Encuentra el diferencial total de la funcién z = ;% donde x
cambiade 10a10.5 ey cambiade 15 a 13.

Seaz = f(z,y) = xze?. Calcula Az de P(1,2) aQ(1.05,2.1)
y luego encuentra el cambio aproximado en z del punto P al punto Q.
Recuerda que Az = f(z + Az,y + Ay) — f(z,y), y dz y Az son
aproximadamente iguales ( ).

El volumen de un cilindro circular derecho viene dado por
V (r,h) = nr?h. Encuentra el diferencial dV. Interpreta la férmula
geométricamente.

Ver el problema anterior. Utiliza diferenciales para estimar el
volumen de aluminio en una lata de aluminio cerrada con un didametro
de 8.0cm y una altura de 12c¢m si el aluminio tiene un espesor de

0.04cm ( ).

Usa el diferencial dz para aproximar el cambio en z =
/4 — 22 — y? amedida que (z,y) se mueve de (1,1) a (1.01,0.97).
Compara esta aproximacién con el cambio real en la funcion.

Sea z = f(z,y) = x> + 3zy — y>. Encuentra el cambio
exacto en la funcién y el cambio aproximado en la funciéon a medida
que x cambiade 2.00 a 2.05 e y cambia de 3.00 2 2.96 ( ).

La aceleracién centripeta de una particula que se mueve en un
circulo viene dada por a (r,v) = %, donde v es la velocidad y r es el

radio del circulo. Aproxima el porcentaje de error maximo al medir la
aceleracionresultante de erroresdel 3envydel2enr
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(Recuerda que el error porcentual es la relacién de la cantidad de
error sobre la cantidad original. Entonces, en este caso, el error
porcentual en a viene dado por ‘fl—“).

El radio r y la altura h de un cilindro circular derecho se miden

con posibles errores del 4 y 5, respectivamente. Aproxima el error
porcentual maximo posible al medir el volumen (recuerda que el
error porcentual es la relacion de la cantidad de error sobre la

cantidad original. Entonces, en este caso, el error porcentual en V

viene dado por %) ( ).

El radio base y la altura de un cono circular derecho se miden
como 10 pulg y 25 pulg, respectivamente, con un posible error en la

medicion de hasta 0.1 pulg cada una. Usa diferenciales para estimar

el error maximo en el volumen calculado del cono.

La resistencia eléctrica R producida por el cableado de las
resistencias R; y R2 en paralelo se puede calcular a partir de la
formula % = R% + R%' Si Ri y Ry se miden en 7Q y 6(),
respectivamente, y si estas mediciones son precisas dentro de 0.05¢2,

calcula el error maximo posible en el calculo de R (El simbolo €2
representa un ohm, la unidad de resistencia eléctrica) ( ).

El drea de una elipse con ejes de longitud 2a y 2b viene dada
por laférmula A = mab. Aproxima el porcentaje de cambio en el drea
cuando a aumentaenun 2y baumentaenunl, 5.

El periodo T" de un péndulo simple con pequenas oscilaciones
se calcula a partir de la formula T = 27r\/§, donde L es la longitud
del péndulo y g es la aceleracion resultante de la gravedad. Supdn

que L y g tienen errores de, como maximo, 0.5 y 0.1,

respectivamente. Utiliza diferenciales para aproximar el error
porcentual maximo en el valor calculado de T’ ( ).
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La potencia eléctrica P viene dada por P = fo, donde V es el
voltajey R es la resistencia. Aproxima el error porcentual maximo al
calcular la potencia si se aplican 120 V' a una resistencia de 200012 y
los posibles errores porcentuales en la medicionde V' y Rson 3y 4,
respectivamente.

4]
Para los siguientes ejercicios, encuentra la aproximacion lineal
de cada funcién en el punto indicado.

f(z,y) = z/y, P(1,4) ( )

F(,) = e*cosy; P(0,0)

f(z,y) = arctan(z + 2y), P(1,0) ( )
fz,y) = /20 — a2 — Ty2, P(2,1)
f(x,y,z):\/x2+y2+z2,P(3,2,6)( )

[T] Encuentra la ecuacién del plano tangente a la superficie
f(z,y) = 2% + y? en el punto (1,2,5), y grafica la superficie y el
plano tangente en el punto.

[T] Encuentra la ecuacion para el plano tangente a la superficie
en el punto indicado, y grafica la superficie y el plano tangente: z =

In(10z® + 2y* + 1), P(0,0,0) ( ).

[T] Encuentra la ecuaciéon del plano tangente a la superficie
z = f(z,y) = sen(xz + y*) en el punto (%,0, 2v/2), y grafica la
superficiey el plano tangente.
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