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Capitulo IV

Diferenciacion de funciones
de varias variables






1.1 Introduccion

Figura 4.1. Los estadounidenses usan (y pierden) millones de pelotas de
golf al afio, lo que mantiene a los fabricantes de pelotas de golf en el
negocio. En este capitulo, estudiaremos un modelo de ganancias y
aprenderemos métodos para calcular los niveles de produccién Optimos
para una empresa tipica de fabricacion de pelotas de golf. (crédito:
modificacion del trabajo de oatsy40, Flickr)

En las aplicaciones de las derivadas, estudiaste como determinar el
maximo y el minimo de una funcién de una variable durante un
intervalo cerrado. Esta funcién puede representar la temperatura
durante un intervalo de tiempo determinado, la posicion de un
automoévil en funcion del tiempo o la altitud de un avién a reaccién
mientras viaja de Medellin a Madrid.
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En cada uno de estos ejemplos, la funcién tiene una variable
independiente.

Supongamos, sin embargo, que tenemos una cantidad que depende
de mas de una variable. Por ejemplo, la temperatura puede depender
de la ubicacién y la hora del dia, o el modelo de ganancias de una
empresa puede depender de la cantidad de unidades vendidas y la
cantidad de dinero gastado en publicidad. En este capitulo, nos
fijamos en una empresa que produce pelotas de golf. Desarrollamos
un modelo de ganancias y, bajo varias restricciones, encontramos que
el nivel éptimo de produccién y publicidad gastada determina el
beneficio maximo posible. Dependiendo de la naturaleza de las
restricciones, tanto el método de solucion como la solucién misma
cambian.

Cuando se trata de una funciébn de mas de una variable
independiente, surgen naturalmente varias preguntas. Por ejemplo,
¢como calculamos los limites de las funciones de mas de una variable?
La definicion de derivada que usamos antes implicaba un limite. ;La
nueva definicién de derivada también implica limites? ;Se aplican las
reglas de diferenciacién en este contexto? ;Podemos encontrar
extremos relativos de funciones usando derivadas? Todas estas
preguntas se responden en este capitulo.

En la parte | de este libro estudiamos los apartados:

1.2 Funciones de varias variables
1.3 Limites y continuidad
1.4 Derivadas parciales

1.5 Planos tangentes y aproximaciones lineales
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1.6 LaReglade la Cadena

En el calculo de variable Unica, encontramos que una de las reglas de
diferenciaciéon mas Uutiles es la regla de la cadena, que nos permite
encontrar la derivada de la composicion de dos funciones. Lo mismo
es cierto para el calculo multivariable, pero esta vez tenemos que
lidiar con mas de una forma de la regla de la cadena. En esta seccién,
estudiamos extensiones de la regla de la cadena y aprendemos cémo
tomar derivadas de composiciones de funciones de mas de una
variable.

4.6.1 Regla de la Cadena para una o dos variables
independientes

Recuerda que la regla de la cadena para la derivada de una
composiciéon de dos funciones se puede escribir en la forma

de
En esta ecuacién, ambas f(z) y g(z)son funciones de una variable.

Ahora supongamos que f es una funcion de dos variables y g es una

funcién de una variable, o quizds ambas son funciones de dos
variables, o incluso mas. ;Cémo calculariamos la derivada en estos
casos? El siguiente teorema nos da la respuesta para el caso de una
variable independiente.
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TEOREMA 4.8
Regla de la Cadena para una variable independiente

Supon que z = g(t) yy = h(t) son funciones diferenciables de
ty z = f(z,y) es unafuncion diferenciable de z y y. Luego z =
f(z(t),y(t)) es una funcién diferenciable de t y

dz _ 0z dz Oz dy (4.29)
dt dex dt dy dt
donde las derivadas ordinarias se evalian en t y las derivadas

parciales se evaltan en (z, y).

Prueba

La prueba de este teorema utiliza la definicién de diferenciabilidad de
una funcién de dos variables. Supongamos que f es diferenciable en

el punto P(zg,yo), donde zo = g(to) Y yo = h(to) por un valor fijo
de ty. Queremos demostrar que z = f(z(t),y(t)) es diferenciable
ent = tyylaecuacién 4.29 se mantiene en ese punto también.

Ya que f esdiferenciable en P, sabemos

z(t) = f(z,y)
= f(z0,y0) + fz(x0, o) (z—0) (4.30)
+ fy(0,%0) (y—%0) + E(2,y)

1 E(z,y)
donde (w,y)l—l}(r;o,yo) v/ (@=20)*+(y—w0)?

f (o, yo) de ambos lados de esta ecuacion:

= 0. Luego restamos zj =
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2(t)—z(to) = f(2(2),y(¢))—f(x(t0), y(to)
= fa(20, y0) (z(t) =2 (to)) + fy (20, 40) (y(t)—y (ko))
+ E(2(t), y(t))

A continuacioén, dividimos ambos lados por t — ¢
z(t) — z(to) z(t) — z(to)
t—to fa (20, 90) t— ¢

y(t) — y(to)> N E(z(t) — y(t))

t—to t—to

+fy($0,y0)(

Luego tomamos el limite cuando ¢ se acerca at

. 2(t) — 2(t) /) — alt)
7}52 t_itoo = fz(:co,yo)}gg (#)
ot i (M1 )
B(x(t) —y(t)
i

Ellado izquierdo de esta ecuacién es igual a 4z |o quellevaa

dt’
d . Elx(t) —y(t
+fy($0,y0)d—1t/ +thjg ( (t)—to())

dz @

a = fl‘(xﬂ)yO) dt

El dltimo término puede reescribirse como

1imw — lim ( E(z,y) \/($*$0)2+(y*y0)2>
t—ty t—1ty t—t, \/(w7m0)2+(y7y0)2 t—to
E(Cb,y) im \/(13 — w0)2 + (y — y0)2
i (St ) i (V)
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Como ¢ se aproxima a ty, (z(t), y(t)) se aproxima a (z(t),y(t0)),
podemos reescribir el tltimo producto como

en ( E(z,y) ) i (\/(9[3 —20)% + (y — )? )

(@y)~@ow) \ /(z — z0) + (¥ — w0)? —(0,0) t—to

Como el primer limite es igual a cero, solo necesitamos mostrar que el segundo limite es
finito:

i <¢(m—x0)2 +(y—yo)2> _ (\/(w—wo)"’ +(y—yo)2>

(,y)—(z0,50) t—1g o (won) (t—t9)2

2 2
| (wtim, (2) + (i, (55)
()= (zom0) \ T — To (z,y)—>(zo,0) \ T — To

Ya que z(t) y y(t) son ambas funciones diferenciables de ¢, existen
ambos limites dentro del ultimo radical. Por lo tanto, este valor es
finito. Esto prueba la regla de la cadena en t = ty; El resto del
teorema se deriva de la suposicién de que todas las funciones son
diferenciables en todos sus dominios.

Un examen mas detallado de la ecuacion 4.29 revela un patrén
interesante. El primer término en la ecuacién es % . ‘é—f y el segundo

término es %5 . % . Recuerda que al multiplicar fracciones, se puede

usar la cancelaciéon. Si tratamos estas derivadas como fracciones,

entonces cada producto se "simplifica" a algo parecido %f. Las
variables x e y que desaparecen en esta simplificacién a menudo se

denominan variables intermedias: son variables independientes para
la funcidon f, pero son variables dependientes para la variable .

Aparecen dos términos en el lado derecho de la férmula, y f es una

funcién de dos variables. Este patron también funciona con funciones
de mas de dos variables, como veremos mas adelante en esta seccién.
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B Ejercicio Usando laregla de la cadena

Calcula dz/dt para cada una de las siguientes funciones:

a. z=f(z,y) =42+ 3y*>, =z =uzx(t)=sent, y=

y(t) = cost
b. z=f(z,y) = Va1 z=a(t) =€, y=y(t) =
ot

(%) Solucién

En la siguiente escena interactiva, disefiada en GeoGebra, adaptada
de la propuesta por Kristen Beck, se ilustra la regla de la cadena para
una funciéon de dos variables, correspondiente al ejercicio anterior.

A
Y o £
/ il il
% \ ™,
¥ s L o
Fflzy) =4 + 3
o(t) = senlth cos(t)
Hit) = flalt))
@
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A menudo es (til crear una representacion visual de la ecuacion 4.29
para la regla de la cadena. Esto se llama diagrama de arbol para la
regla de la cadena para funciones de una variable y proporciona una
forma de recordar la férmula (Figura 4.34).

dx
x=x() dt . 72 d¥
ax dt
z=1(x,y)
9z dy
y=yl) dy dy "t

dt

Figura 4.34. Diagrama de arbol para % = g—; . ‘fl—f + g—z . %
En este diagrama, la esquina mas a la izquierda corresponde a z =
f(z,y). Ya que f tiene dos variables independientes, hay dos lineas

qgue provienen de esta esquina. La rama superior corresponde a la
variable x y la inferior a la variable y. Dado que cada una de estas

variables depende de una variable ¢, una rama entonces viene de ¢ y
otra de y. Por ultimo, cada una de las ramas en el extremo derecho

tiene una etiqueta que representa el camino recorrido para llegar a
esa rama. Se llega a la rama superior siguiendo la rama «; por lo tanto,

esta etiquetado (0z//0x) x (dz/dt). La rama inferior es similar
(0z//0y) x (dy/dt). Para obtener la férmula para dz/dt, agrega

todos los términos que aparecen en el lado derecho del diagrama.
Esto nos da la ecuacién 4.29. En la regla de la cadena para dos
variables independientes, z = f(z,y) es una funcién de z e y, y

ambas = = g(u,v) y y = h(u,v) son funciones de las variables
independientes uy v.
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TEOREMA 4.9

Regla de la cadena para dos variables independientes

Sup6én que z=g(u,v) y y=h(u,v) son funciones
diferenciables de u y v, y z= f(x,y) es una funcién
diferenciable de = e y. Luego, z = f(g(u,v), h(u,v)) es una
funcion diferenciabledeuy v,y

0: _0:00  0:0y
Ou Oz du Oydu

0: 0200 020y
Ov Oz ov Oy ov

(4.31)

(4.32)

Podemos dibujar un diagrama de arbol para cada una de estas
férmulas, asi:

X A4z ax

T u -
Ju dx ou

X =g, v)

av dy v

Figura 4.35. Diagrama de arbol para % g—; : g—i + g—; =Y 5 =5

Oy 0z 9z

" Bu ov ~ Oz

3v+3y v
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Para deducir la férmula para %, comienza desde el lado izquierdo del
diagrama, luego sigue solo las ramas que terminan con u y agrega los
términos que aparecen al final de esas ramas. Para la férmula para %,
sigue solo las ramas que terminan con v y agrega los términos que

aparecen al final de esas ramas.

Hay una diferencia importante entre estos dos teoremas de la regla
de la cadena. En la regla de la cadena para una variable
independiente, el lado izquierdo de la férmula para la derivada no es
una derivada parcial, pero en la Regla de cadena para dos variable
independientes silo es.

La razén es que, en la regla de cadena para una variable
independiente, z es en Uultima instancia solo una funcién de ¢,

mientras que en la regla de cadena para dos variables
independientes, z es una funciénde uy v

B Bercidio Usqndo la regla de la cadena para dos
variables

Calcule % y % usando las siguientes funciones:
z = f(z,y) = 32" 2y + ¢,
z = z(u,v) =3u+2v, y=y(u,v)=4u—v
(%) Solucién
4.6.2 Laregla generalizada de la cadena

Ahora que hemos visto coémo extender la regla de la cadena original a
las funciones de dos variables, es natural preguntar:
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¢podemos extender La regla para mas de dos variables? La respuesta
es si, como dice la regla generalizada de la cadena.

TEOREMA 4.10

Regla generalizada de la cadena
Sea w = f(x1,x3,...,x,) una funcion diferenciable de m
variables independientes, y para cada i € {1, ...,m}, sea x; =
z;(t1,t2,...,t,) una funcién diferenciable de n variables
independientes. Luego

Ow  Ow0z; Ow Oz, ow Oz,

dw _ Oz | 0w O%m (433
TR TR P T Faar T )

paratodoj € {1,2,...,n}

En el siguiente ejercicio calcularemos la derivada de una funcién de
tres variables independientes en las que cada una de las tres
variables dependen de otras dos variables.

B Ejercicio Usando la regla generalizada de la cadena

Calcula g—lu“ y ‘g—f usando las siguientes funciones:

w = f(z,y,2) = 3x>—2zy + 42°
z = z(u,v) = e"senv
y = y(u,v) = e“cosv
z = z(u,v) = e*

(%) Solucién
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B Ejercicio Dibujando un diagrama de arbol

Crea un diagrama de arbol para el caso cuando
w = f(xaya Z)7 T = x(t7ua U)7 y= y(t,u,’u), z = z(t,u, U)

y escribe las formulas para las tres derivadas parciales de w.

(% Solucién
4.6.3 Diferenciacion implicita

Recuerda que la diferenciacion implicita proporciona un método para
encontrar dy/dz cuando y se define implicitamente como una

funcion de z. El método consiste en diferenciar ambos lados de la
ecuacion definiendo la funcién con respecto a z, luego resolviendo
dy/dz. Las derivadas parciales proporcionan una alternativa a este
método.

Considera la elipse definida por la ecuacién 22 + 3y + 4y — 4 = 0.

Esta ecuacion define implicitamente y como una funcién de . Como
tal, podemos encontrar la derivada dy/da: usando el método de
diferenciaciéon implicita:

%(az +3y° +4y—4) = @(0)

d d
2:1:+6y—y+4—y:

0
dx dz
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dz _3y+2

[X+32+4y—-4=0

Figura 4.37. Grafica de la elipse definida por 22 + 3y?> +4y —4 =10

También podemos definir una funcién z = f(z,y) usando el lado
izquierdo de la ecuacién que define la elipse. Entonces f(z,y) =
2+ 3y® +4y — 4. La elipse z2+3y>+4y—4=0 se puede
describir con la ecuacién f(z,y) = 0. Usando esta funcion y el

siguiente teorema nos da un enfoque alternativo para el calculo de
dy/dz
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TEOREMA4.11

Diferenciacion implicita de una funcion de dos o mas variables
Supon que la funcion z = f(z,y) define y implicitamente como

unafunciény = g(z) de z a través de la ecuacion f(z,y) = 0.

Luego

dy  0f/0x
dz  0f/dy

(4.34)

siendo f,(z,y)70. Si la ecuacion f(z,y,z) =0 define z
implicitamente como una funcién diferenciable de = e y,
entonces

0z 0f/0x 0z  0f/0y

oz 0fjoz Y by~ 9f/0z

(4.35)

siempre que f(z, y, z)7=0.

La ecuacién 4.34 es una consecuencia directa de la ecuacién 4.31. En
particular, si suponemos que y se define implicitamente como una

funcion de z a través de la ecuacion f(z,y) = 0, podemos aplicar la

regla de la cadena para encontrar dy /dz:

d d
= f(z,9) = = (0)
=0

of dv 0f dy

Or dr Oy dx
of of dy
L 2 2
8m+8y dx
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Resolver esta ecuacién para dy/dz da la ecuacion 4.34. La ecuacion
4.35 puede derivarse de manera similar.

Volvamos ahora al problema que comenzamos antes del teorema
anterior. Usando la diferenciacién implicita de una funciéon de dos o
mas variables y la funcién f(z,y) = 2% + 3y? + 4y — 4, obtenemos

af
o 2
af

— =6 4
Oy y+

Entonces por la ecuacién 4.34 obtenemos

dy  0f/0z 22 = =
de  O0f/0y  6y+4  3y-+2

que es el mismo resultado obtenido por el uso anterior de la
diferenciacién implicita.

B Ejercicio D|ferenC|aC|on implicita por derivadas
parciales

a. Calcula dy/dz si y se define implicitamente como una
funcion de z a través de la ecuacién 3z2 — 2zy + y2 +
4z — 6y — 11 = 0. ;Cudl es la ecuaciéon de la linea
tangente al grafico de esta curvaen el punto (2, 1)

b. Calculadz/0zy 0z/dy,dado z?e¥ — yze® = 0

(%) Solucién

559



La primera parte del ejercicio anterior, la hemos respresentado en la
siguiente escena interactiva disefiada en GeoGebra:

u

Ejercicio parte a

Funcion

2

Szt — 2oy + ¥+ 4x — By =11

I_V’ | Musstra derivada y recta tangens

Derivada

T.01lz — 3.99y = 10.04

o n H

D Ejercicios

= . . . . . . . s .
(== Para los siguientes ejercicios, usa la informacion provista para
resolver el problema.

215. Seaw(z,y,2) = xycosz,donde x = t,y = t* y z = arcsent.
Encuentra ‘il—lt” (Solucién).

216. Seaw(t,v) = €™ donde t = r + sy v = rs. Encuentra ‘?9—1: y
w

ds °
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217 Siw=>5z%+2y%,z=—-3s+tyy=s— 4t encuentra 2=
y Bt ( )-

218. Siw = zy? z = 5cos(2t) ey = 5sen(2t), encuentra 92
219. Si f(z,y) = zy,x = rcosh, y y = rsend, encuentra %£ y
expresa la respuesta en términosde ry 0 ( ).

220. Supén que f(z,y) =z +y,u = e*seny,x = t> e y = mt,
donde x = rcosf e y = rsenf. Encuentra %g.

== Para los siguientes ejercicios, encuentra %{ usando lareglade la
cadenay la sustitucién directa

221, f(zyy) =2>+ 2,z =ty =t2( ).
222, f(zyy) =2+ y2,y=thz=t

223. f(=, y)—xy,m—l Viy =1+ Vt( ).
224, f(z,y) =2,z =€,y = 2¢'

225, f(z,y) = ( +y),z =€, y=c¢e ).
226. f(z,y)=z*,z=ty=t

227. Seaw(z,y,z) = x* +y* + 2%,x = cost,y = sent,y z = €.
Expresa w como una funciéon de t y encuentra d’f directamente.
Luego, encuentra usando laregladelacadena ( ).

228. Seaz = z’y,dondexz = t* ey = t3. Encuentra &
229. Sea u = e"seny, donde x =1t> e y = mwt. Encuentra
cuandoz =lIn2ey = 7.( ).

du
dt
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3] N . .. .
==Para los siguientes ejercicios, encuentre % usando derivadas
parciales

230. sen(6z) + tan(8y) + 5 = 0.
231, 23 4+ y?x—3 =0( ).
232. sen(x +y) + cos(z—y) = 4.
233. z?—2zy +y* = 4( ).
234. ze¥ + ye®—2z%y = 0.
235. 2?3 4?3 = a3 ).
236. zcos(zy) + ycosx = 2.
237. e 4+ ye¥ =1( ).
238. z*y® + cosy =0
239. Encuentra % usando la regla de la cadena donde z =
322y, x = ttey = t2( ).

_ _ 1 _ dz
240. Seaz = 3cosx — sen(zy),x = 3,yy = 3t.Encuentra
241. Seaz =e"®%, ¢ =tSey = > Encuentra £ ).
242. Encuentra % por la regla de la cadena donde z =
cosh?(zy),z = jtey =€,
243. Sea z = %,m = 2cosu, y y = 3senv. Encuentra % y %
( ).
244. Seaz = ¥, donde z = uv ey = % Encuentra g—z y %.
245, Si z = zye®/Y, x = rcosh, e y = rsenb, encuentra % y g—;
cuandor:2y0:%( ).
246. Encuentra %—1;’ siw=4z +y>+ 2%,z = e”SQ,y = ln(rT”) y
z = rst?,
247. Siw = sen(zyz),z =1 — 3t,y = el !, y 2 = 4¢, encuentra
dw
¢ )-
ot
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==\Para los siguientes ejercicios, usa esta informacién: Se dice que
una funcion f(x,y) es homogénea de grado n si f(tz,ty) =
t" f(x,y). Para todas las funciones homogéneas de grado n, la
siguiente ecuacién es verdadera:

x% +y%§ =nf(z,y). Demuestra que la funcion dada es

p . 0 0
homogéneay verifica que a:5£ + y55 =nf(z,y).

248. f(z,y) = 3z% + >

249 f(z,y) = Va? + y2 ( ).

250. f(z,y) = 22y—29>.

251. El volumen de un cilindro circular recto viene dado por
V(z,y) = mx?y, donde z es el radio del cilindro e y es la altura del
cilindro. Supén que z e y son funciones de t dadas por z = %t ey =
%t, de modo que x e y aumentan con el tiempo. ;Qué tan rapido
aumenta el volumencuandoxz = 2ey = 57 ( ).

252. La presion P de un gas esta relacionada con el volumen vy la
temperatura mediante la formula PV = kT, donde la temperatura

se expresa en grados Kelvin. Expresa la presion del gas en funcion de
V y T. Encuentra Cil—}; cuando k =1, ‘il—‘t/ = 2cm3 /min, Cg—f =
12K /min,V = 20cm3y T = 20°F.

253. El radio de un cono circular recto aumenta a 3cm/min
mientras que la altura del cono disminuye a 2cm/min. Encuentra la
tasa de cambio del volumen del cono cuando el radio es de 13cm vy la
alturaesde 18cm ( ).

254, Elvolumen de un tronco de un cono viene dado por la férmula
V = imz(z? + y® + zy), donde z es el radio del circulo mas
pequeno, y es el radio del circulo mas grande y z es la altura del

tronco (ver figura).
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Encuentra la tasa de cambio del volumen de este tronco cuando ¢z =
10pulg.,y = 12pulg.y z = 18pulg.

255. Una caja cerrada tiene la forma de un sélido rectangular con
dimensiones z,y y 2z (las dimensiones estdn en pulgadas).
Supongamos que cada dimensidon estd cambiando a razén de
0.5 pulg./min. Encuentra la tasa de cambio del drea de superficie
total de la caja cuando z = 2pulg., y = 3pulg. y z = lpulg.
( ).

256. La resistencia total en un circuito que tiene tres resistencias
individuales representadas por z,y y z viene dada por la férmula

o TYZ .
R(m,y,z)——Lyzﬂzﬂy. Sup6én que en un momento dado la

resistencia x es 100¢2, la resistencia y es 200€2 y la resistencia z es
300€2. Ademas, supon que la resistencia x esta cambiando a una
velocidad de 2Q/min, la resistencia y estd cambiando a una
velocidad de 1Q2/min, y la resistencia z no cambia. Encuentra la tasa
de cambio de laresistencia total en este circuito en este momento
257. La temperatura T en un punto (z,y) es T'(z,y) y se mide
usando la escala Celsius. Una mosca se arrastra para que su posicion
después de t segundos esté dada por x =+1+4+tey=2+ %t,
donde z e y se miden en centimetros. La funcién de temperatura
satisface T, (2,3) = 4yT,(2,3) = 3.
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¢(Qué tan rapido aumenta la temperatura en la trayectoria de la
mosca después de 3 segundos? ( ).

258. Las componentes x e y de un fluido que se mueve en dos
dimensiones estan dadas por las siguientes funciones: u(z,y) = 2yy
v(z,y) = —2x; ¢ > 0; y > 0. La velocidad del fluido en el punto
(z,y) es s(z,y) = v/u(z,y)? + v(z,y)* Encuentra £ y g—; usando
la regla de la cadena.

259. Sea u =u(x,y,z2), donde z = z(w,t), y =y(w,t), z =
z(w,t),w = w(r,s)yt = t(r, s). Usaun diagrama de arbol y la regla

de la cadena para encontrar una expresion para du ( ).
or

1.7 Derivadas Direccionales y el Gradiente

En Derivadas parciales introdujimos la derivada parcial. Una funcién

z = f(z,y) tiene dos derivadas parciales: g—; y g—;. Estas derivadas

corresponden a cada una de las variables independientes y pueden

interpretarse como tasas de cambio instantaneas (es decir, como

pendientes de una linea tangente). Por ejemplo, g—; representa la

pendiente de una linea tangente que pasa a través de un punto dado

en la superficie definida por z = f(z,y), suponiendo que la linea
tangente sea paralela al eje . Del mismo modo, g—; representa la

pendiente de la linea tangente paralela al eje y. Ahora consideramos
la posibilidad de una linea tangente paralela a ninguno de los ejes.

4.7.1 Derivadas direccionales

Comenzamos con la grafica de una superficie definida por la ecuacién
z = f(z,y). Dado un punto (a, b) en el dominio de f, elegimos una

direccion para viajar desde ese punto.
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Medimos la direcciéon usando un angulo 6, que se mide en sentido
antihorario en el plano z,y, comenzando en cero desde el eje =
positivo (Figura 4.39). La distancia que recorremos es h y la direccién
en la que viajamos viene dada por el vector unitario u = (cosf)i +
(senB)j. Por lo tanto, la coordenada z del segundo punto en la grafica
viene dada por z = f(a + hcosf,b + hsenf).

X

Figura 4.39. Encontrar la derivada direccional en un punto de la grafica de
z = f(z,y). La pendiente de la flecha negra en el grafico indica el valor de
la derivada direccional en ese punto.
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Podemos calcular la pendiente de la linea secante dividiendo la
diferencia en los valores z por la longitud del segmento de linea que

conecta los dos puntos en el dominio. La longitud del segmento de
linea es h. Por lo tanto, la pendiente de la linea secante es

f(a+ hcosb, b+ hsend)— f(a,b)
h

Mgec =

Para encontrar la pendiente de la linea tangente en la misma
direccion, tomamos el limite cuando h se acerca a cero.

DEFINICION
Supdn que z = f(x,y) es una funcion de dos variables con un

dominio de D. Sea (a,b) € D y definamos u = cosbi + senbj.
Entonces la derivada direccional de f en la direccién de u viene
dada por

f(a + hcosB,b + hsenf)—f(a,b)

= (4.36)

D, f(a,b) = lim

siempre que exista el limite.

B Ejercidio Encor\t‘r’ar una derivada direccional desde la
definicidn

Sea 6 = arccos(3/5). Encuentra la derivada direccional

D, f(z,y) de f(z,y) = 2? — xy + 3y? enladireccion de u =
(cosf)i+ (senb)j.;Cudles D, f(—1,2)?

(%) Solucién
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La siguiente escena interactiva, diseAada por Elena Alvarez, muestra
una interpretacion geométrica de la derivada direccional, la cual
tiene las siguientes caracteristicas:

e Permite estudiar las rectas tangentes a una superficie en un
punto.

e Dada una superficie y un punto se calcula la recta pendiente
direccional a través de las derivadas parciales.

e Seincluyen instrucciones paso a paso del procedimiento.

e En la derecha encontramos una visualizacién lateral de la
imagen central tridimensional.

Punto P = { A|: aly )
LA ¥y

Derivada; DErvana Darcal Tespecio gex
v Superficie 2= [7.03w20 272
a= :.|n | grados

u ={cos{0%),sen{0"))={1,0}

Pendiente de [a recta | m

—_

>
=

Flano 1 F

Otro enfoque para calcular una derivada direccional, como lo hace la
escena anterior, implica derivadas parciales, como se describe en el
siguiente teorema.
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TEOREMA 4.12
Derivada direccional de una funcion de dos variables

Seaz = f(x,y) unafuncién de dos variables e y, y sup6n que
existen f, y f,. Entonces la derivada direccional de f en la
direccién de u = cosbi + senfj viene dada por

Dy f(z,y) = fo(z,y)cosO + fy(z,y)send  (4.37)

Prueba

La ecuacién 4.36 establece que la derivada direccional de f en la
direccion de u = cosfi + sen#j viene dada por

D, f(a,b) = 11_{% f(a+ tcosf,b ttsen@)—f(a, b)

Sea © = a + tcosf e y =b+ tsend, y definamos g(t) = f(z,y).
Dado que f, y f, existen, podemos usar la regla de la cadena para
funciones de dos variables para calcular ¢g'(t):

,(t) — a_fd_m ﬁ@
I = 5z at Oy dt
= fa(x,y)cosd + f,(x,y)send

Sit = 0,entonces x = xg ey = yo, luego
g (0) = fz(mo,y0)cosd + f,(z0,yo)send.
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Por la definicion de ¢’(t), también es cierto que

) o 9 —9(0) 9(0)
g (0) t—>0
— lim f(zo + tcost, yo + tsenb)— f(xo, yo)
T E50 t

Por lo tanto, Dy, f (0, y0) = fz(x,y)cosd + fy(z,y)send.

B Ejercicio Encontr.ar una derivada direccional: método
alternativo

Sea 6 = arccos(3/5). Encuentra la derivada direccional
D, f(z,y) de f(z,y) = 2? — zy + 3y? enladireccion de u =
(cosh)i+ (senb)j.;Cudles D, f(—1,2)?

(% Solucién

Si el vector que se da para la direccién de la derivada no es un vector

unitario, entonces solo es necesario dividirlo por la norma del vector.

Por ejemplo, si quisiéramos encontrar la derivada direccional de la

funcion en el ejemplo anterior en la direccién del vector (—5,12),

primero dividiriamos por su magnitud para obtener u. Esto nos da
= (—(5/13),12/13). Luego

Duf(may) = Vf(l',y) ‘u

5 12
=132z —y) + 5 (- +6y)
o2 1
- 137 1sY
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4.7.2 Gradiente

El lado derecho de la ecuacion 4.37 es igual a f.(z,y)cosf +
fy(a:, y)senb, que puede escribirse como el producto escalar de dos
vectores. Definamos el primer vector como V f(z,y) = f.(z,y)i +
fy(z,y)jy el segundo vector como u = (cosf)i + (send)j. Luego, el

lado derecho de la ecuacion se puede escribir como el producto
escalar de estos dos vectores:

Duf(way) = Vf(m,y) -u (438)
El primer vector en la ecuacion 4.38 tiene un nombre especial: el

gradiente de la funcién f. El simbolo V se llama nabla.

DEFINICION
Sea z = f(=z,y) una funcién de z e y tal que existan f, y f,. El
vector V f(z, y) se llama gradiente de fy se define como

Vf(:c,y) - fw(w’y)i + fy(may)j (4'39)

El vector V f(z, y) también se escribe como "grad f".

B Ejercicio Encuentra el gradiente V f(z, y) de cada
una de las siguientes funciones:

f(x,y) =x"*2 - xy + 3y"2
f(x, y) = sen 3x cos 3y

(%) Solucién
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El gradiente tiene algunas propiedades importantes. Ya hemos visto
una férmula que usa el gradiente: la férmula para la derivada
direccional. Recuerda de "El producto punto" que si el angulo entre
dos vectores a y b es ¢, entonces a-b = ||a|| ||b||cos¢. Por lo

tanto, si el angulo entre V f(zo,yo) y u = (cosf)i + (senf)j es ¢,
tenemos

D, f(zo,y0) = Vf(z0,%0) - u = ||V f(zo,50)|| |[u]|cos¢
= ||V f(z0,y0)||cosd

La ||u|| desaparece porque u es un vector unitario. Por lo tanto, la
derivada direccional es igual a la magnitud del gradiente evaluado en
(x0, Yo ) multiplicado por cos¢. Recuerda que cos¢ variade —1a 1. Si
¢ = 0, entonces cos¢p =1y Vf(zo,yo) y u apuntan en la misma
direccion. Si ¢ = 7, entonces cos¢p = —1y V f(zo,yo) Yy u apuntan
en direcciones opuestas. En el primer caso, el valor de Dy, f(xo, ¥o)
se maximiza; en el segundo caso, el valor de D,, f (z, yo) se minimiza.
Si Vf(zo,yo) =0, entonces Dy f(zo,y0) = Vf(zo,y0) - u=0
para cualquier vector u. Estos tres casos se resumen en el siguiente
teorema

TEOREMA 4.13
Propiedades del gradiente

Supon que la funcién z = f(z,y) es diferenciable en (zg,yo)
(Figura 4.41).

i. Si Vf(zo,y) =0, entonces D, f(zo,y) =0 para
cualquier vector unitario u.
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Si Vf(zo,v0)50, entonces D, f(zo,yo) se maximiza
cuando u apunta en la misma direccion que V f(zg, yo)-
El valor maximo de Dy, f (2o, o) es ||V f (o0, yo)||-

Si V f(zo,y0)70, entonces Dy, f(zo,yo) Se minimiza
cuando u apunta en la direccién opuestaa V f (o, yo). El
valor minimo de Dy f (o, yo) es —[|V f(zo, yo)|l-

Decremento
mas rapido en f Cambio cero

enf

Incremento mas

rapido en f

Figura 4.41. El gradiente indica los valores maximos y minimos de la
derivada direccional en un punto.
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B Ejercicio En’cgntrar una derivada direccional
maxima:

Encuentra la direccién para la cual la derivada direccional de

f(z,y) = 3z — 4zy + 2y? en (—2, 3) es un maximo. ;Cuél es

el valor maximo?

(%) Solucién

La figura 4.43 muestra una parte de la grafica de la funcién f(z,y) =
3 + senzseny. Dado un punto (a,b) en el dominio de f, el valor
maximo del gradiente en ese punto viene dado por ||V f(a, b)||. Esto

seria igual a la velocidad de mayor ascenso si la superficie
representara un mapa topografico. Si fuéramos en la direccion
opuesta, seria la tasa de mayor descenso.

?

x

Figura 4.43. Una superficie tipica en R3. Dado un punto en la superficie, la
derivada direccional se puede calcular utilizando el gradiente.
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En la siguiente escena interactiva, disefiada por Walerij_Koschkin,
hemos representado la funcién f(z,y) = 3z2—4zy + 2y? del
ejercicio anterior. El punto P es diferente, pues el valor de z = 54,
del ejercicio, se nos aleja demasiado en la grafica. Puedes mover el
punto y obervar el gradiente (flecha azul) y los valores de las derivada
direccionales en ese punto.

Derivadas parciales
ofiox = -2.14

éflgy = -1.04

El gradiente es mostrado
como una flecha azul

iMugvemel

Puedes hacer clic en el cuadrado de la esquina inferior derecha, para
ver la escena en pantalla ampliada.

Cuando se usa un mapa topografico, la pendiente mas pronunciada
siempre esta en la direccién donde las lineas de contorno estan mas
cercanas entre si (ver figura 4.44). Esto es analogo al mapa de
contorno de una funcién, suponiendo que las curvas de nivel se
obtienen para valores igualmente espaciados en todo el rango de esa
funcion.
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Figura 4.44. Mapa de contorno para la funcion f(z,y) = 2% — y? usando
valores de nivel entre —5y 5.

4.7.3 Gradientes y curvas de nivel

Recuerda que si una curva se define paramétricamente por el par de
funciones (z(t), y(t)), entonces el vector @' (t)i + y/(t)j es tangente

ala curva para cada valor de t en el dominio. Ahora, supongamos que
z = f(z,y) es una funcion diferenciable de z e y, y (xo, yo) estd en
su dominio. Supongamos, ademas, que xy = z(t9) e yo = y(t : 0)
para algun valor de t, y consideremos la curva de nivel f(z,y) = k.
Definamos g(t) = f(z(t), y(t)) y calculemos g'(t) en la curva de
nivel. Por laregla de la cadena,

g'(t) = fo(z(t), y(t))'(t) + fy (x(t), y(t))y!(2)

Pero ¢/(t) = 0 porque g(t) = k para todo ¢. Por lo tanto, por un lado,

fo (2 (1), y(t) @' (t) + fy (x(t),y(t))y'(t) = 0

por otra parte,
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fo (2(t), (1)) 2 () + f, (2(8), y()) ' (t) = V(z,y) - («'(2), ¥ (2))
Por lo tanto
Vi(z,y) - (2'(t),y'(t) =0

Por lo tanto, el producto escalar de estos vectores es igual a cero, lo
que implica que son ortogonales. Sin embargo, el segundo vector es
tangente a la curva de nivel, lo que implica que el gradiente debe ser
normal a la curva de nivel, lo que da lugar al siguiente teorema.

TEOREMA 4.14
El gradiente es normal a la curva de nivel

Supén que la funcién z = f(z,y) tiene derivadas parciales
continuas de primer orden en un disco abierto centrado en un
punto (xo,yo). Si Vf(zo,v0)#0, entonces V f(zo,yo) es
normal a la curva de nivel de f en (zg, yo)-

Podemos usar este teorema para encontrar vectores tangentes y
normales para las curvas de nivel de una funcion.

B Ejercicio Encontrar tangentes para curvas de nivel

Para la funcién f(z,y) = 222 — 3zy + 8y + 2z — 4y + 4,
encuentra un vector tangente a la curva de nivel en el punto
(—2,1). Grafica la curva de nivel correspondiente a f(z,y) =
18 y dibuja V f(—2, 1) y un vector tangente.

(% Solucién
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La siguiente escena interactiva, disefiada por Elena Alvarez, permite
comprobar la propiedad que dice que el gradiente de una funcién f en
un punto P es ortogonal a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

En la escena, una vez introducida la funcién z = f(z, y), se puede, o
bien introducir las coordenadas de un punto P(a,b), o bien el valor
de k que permite obtener la curva de nivel f(z,y) = k. En el primer
caso, el valor de k se obtiene como k = f(a,b); en el segundo, el
punto P se puede mover Gnicamente por lacurva f(z,y) = k.

Superficie z= |30 242032

A
L J

El vector gradiente a una superficie
z=1(x.y) en un punto P es ortoganal
ala curva de nivel gue pasa por P.

Introduce: | Punto ~
Punto o =
P2 |-v'|2 | )

Introduce las coordenadas del vector
v para que coincida con el vector
gradiente en el punto P

=( & af; Solicion
velgh 3P |

578



https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Gradiente-JS/index.html

4.7.4 Gradientes tridimensionales y derivadas
direccionales

La definicién de un gradiente puede extenderse a funciones de mas
de dos variables.

DEFINICION
Sea w = f(z,y,2) una funcién de tres variables tales que

existan f;, f, y f.. El vector V f(z, y, z) se llama gradiente de f
y se define como

Vi(x,y,2) = folz,y, 2)i + fy(z,y,2)]
+ fz(xaya Z)k (440)

V f(z,y, z) también se puede escribir como gradf(z, y, z).

Calcular el gradiente de una funcion en tres variables es muy similar a
calcular el gradiente de una funcién en dos variables. Primero,
calculamos las derivadas parciales f;, f, y f., y luego usamos la
ecuacién 4.40.

B Ejercicio Encontrar gradientes en tres dimensiones

Encuentra el gradiente Vf(z,y,z) de cada una de las
siguientes funciones:

a. f(z,y) =522 —2xy + y*—4dyz + 2> + 3z2
b. f(z,y,2) = e ?*sen2xcosy

(%) Solucién
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La derivada direccional también se puede generalizar a funciones de
tres variables. Para determinar una direccion en tres dimensiones, se
necesita un vector con tres componentes. Este vector es un vector
unitario, y los componentes del vector unitario se denominan
cosenos direccionales. Dado un vector unitario tridimensional u en
forma estandar (es decir, el punto inicial estd en el origen), este
vector forma tres angulos diferentes con los ejes positivo x,y vy z.

Llamemos a estos angulos o, By 7.

Luego, los cosenos direccionales estan dados por cosa;, cosB y cos~y.
Estos son los componentes del vector unitario u; como u es un vector
unitario, es cierto que cos?a + cos?f + cos?y = 1.

DEFINICION

Supongamos que w = f(z,y,z) es una funcién de tres
variables con un dominio de D. Sea (x¢, Yo, 20) € Dyseau =
cosai + cosfj + cosyk un vector unitario. Entonces, la
derivada direccional de f en la direccién de u viene dada por

Dy f(®0,y0, 20)

e f(xo + teosa, yo + tcosf, zo + tcosy)—f (0, Yo, 20)
T 150 t

(4.41)

siempre que exista el limite.

Podemos calcular la derivada direccional de una funciéon de tres
variables usando el gradiente, lo que lleva a una férmula anéloga a la
ecuacion 4.38.
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TEOREMA 4.15
Derivada direccional de una funcion de tres variables

Sea f(z,y, z) una funcién diferenciable de tres variables y sea
u = cosai + cosf3j + cosyk un vector unitario.

Entonces, la derivada direccional de f en la direccién de u viene
dada por

Duf(x,y, z) = Vf(a:,y, z) ‘u
= f.(z,y, z)cosa
+ fy(z,y, 2)cosp
+ fa(z,y, 2)cosy

(4.42)

Los tres angulos a, 8 y -y determinan el vector unitario u. En la

practica, podemos usar un vector arbitrario (no unitario), luego
dividirlo por su magnitud para obtener un vector unitario en la
direcciéon deseada.

B Ejercicio Epcontrar una derivada direccional en tres
dimensiones

Calcula D, f(1,—2,3) en la direccién de v = —i+ 2j + 2k
parala funcién

f(m’y, Z) = 5332_2"1:3/ + y2—4yz + 22 + 3xz

(%) Solucién
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d Ejercicios

E . . . . . . . .
[==Para los siguientes ejercicios, encuentra la derivada direccional
utilizando solo la definicién de limite.

260. f(z,y) =5 — 22? — 1y? en el punto P(3,4) en la direccién
deu = (cos )1+ (sen4)3

261, f(z,y) = y*cos(2z) en el punto P(%,2) en la direccion de
u= (cos )1+(sen )_]( ).

262. Encuentra la derivada direccional de f(z,y) = y?*sen(2z) en
el punto P (%) enladireccién de u = 5i + 12j

E . . . . . . . .
[==Para los siguientes ejercicios, encuentra la derivada direccional
de lafuncion en el punto P en ladireccionde v.

263. f(z,y) = zy, P(0,~2),v = i+ Lj( ).
264. h(z,y) = e"seny, P = (,%),v=—i

265. h(z,y,z) = zyz, P(2,1,1),v = 2i + j—k( ).
266. f(,y) = 2y, P(1,1),u = (2, 42)

267. f(z,y) = 22—y%u= (2, 1), P(1,0) ).
268. f(z,y) =3z +4y+T,u=(2,32),P(0,3)

)

)

269. f(2,y) = e*cosy,u = (0, >,P(0a%)( )
270. flz,y) = = (0,-1),P = (1,-1)

271 f(z,y) = ( +y) = (5,5, P(1,2)( )
272. f(z,y) = a?y, P(-5,5),v =
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273, f(z,y) =y* +x2,P(1,2,2),v = (2,-1,2) ( ).

EX
==\Para los siguientes ejercicios, encuentra la derivada direccional
de la funcién en la direccién del vector unitariou = cos#i + senfj.

274, f(, y)—:r +2y 0=7%
275, f(z,y) = sz, =—
) =

NE ||

( ).
276. f(z,y) =cos(3z+y),0 =1

277. w(z,y) = ye*,0 = % ( ).

278, f(z,y) = marctan(y) 0=73

279. f(z,y) = In(z + 2y),0 = % ( ).

/]

== Para los siguientes ejercicios, encuentra el gradiente.

280. Encuentra el gradiente de f(z,y) = %LZ. Luego, halla el
gradiente en el punto P(1, 2)

281. Encuentra el gradiente de f(z,y,2z) = xy + yz + xz en el
punto P(1,2,3) ( ).

282. Encuentra el gradiente de f(z,y,z) en el punto P en la
direccion  w f(z,y,2) = In(z? + 2y% + 32%), P(2,1,4),u =

3 .
-l gk
283. f(wvya Z) = 4x5y223aP(2a -1, 1)711 = %i + %j - %k

/]
==\Para los siguientes ejercicios, encuentra la derivada direccional
de la funcion en el punto P en ladireccion de Q
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284. f(z,y) = 2 + 3y*, P(1,1),Q(4,5)
285. f(z,y,2) = 2=, P(2,1,—1),Q(~1,2,0) ( )

z+2?

==\Para los siguientes ejercicios, encuentra la derivada de la funcién
en P enladireccion de u.

286. f(z,y) = -7z + 2y, P(2,—4),u = 4i—3j

287. f(z,y) = In(5z + 4y), P(3,9),u = 6i + 8j( ).

288. [T] Utiliza la tecnologia para dibujar la curva de nivel de
f(z,y) = 4x — 2y + 3 que pasa por P(1,2) y dibuja el vector
gradienteen P.

289. [T] Utiliza la tecnologia para dibujar la curva de nivel de
f(z,y) = 22 + 4y? que pasa a través de P(—2,0) y dibuja el vector
de gradienteen P ( ).

==\Para los siguientes ejercicios, encuentre el vector del gradiente
en el punto indicado.

290. f($7y) = $y2—y$2,P(—1, 1)

291, f(z,y) = ze¥—In(z), P(—3,0) ( ).

292. f(z,y,2) = zy—In(z), P(2,-2,2).

293, f(z,y,2) = zv/y? + 22, P(—2,—1,—-1) ( ).

==\Para los siguientes ejercicios, encuentra la derivada de la
funcién.
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294. f(z,y) = x? + zy + y* en el punto (-5, -4)$ en la direccién
en que la funcién aumenta mas rapidamente.

295. f(z,y) = €™ en el punto (6,7) en la direccion en que la
funcidén aumenta mas rapidamente ( ).

296. f(x,y) = arctan(?) en el punto (—9,9) en la direccién en
qgue la funcién aumenta mas rapidamente.

297. f(x,y,z) = In(zy + yz + zz) en el punto (—9, —18, —27)
en la direccién en que la funcién aumenta mdas rapidamente

( ).
298. f(z,y,2) = i £ + 2 enel punto (5, —5,5) en la direccion

en que la funcién aumenta mas rapidamente.

==Para los siguientes ejercicios, encuentra la tasa maxima de
cambio de f en el punto dado y la direccién en que ocurre.

299, f(z,y) =ze¥,(1,0)( ).

300. f(z,y) = v/x? + 2y enelpunto (4,10).

301, f(z,y) = cos(3x + 2y), (5, %) ( ).

[==\Para los siguientes ejercicios, encuentra las ecuaciones de

a. elplanotangentey
b. lalineanormal alasuperficie dada en el punto dado.

302. La curva de nivel f(z,y,2) =12 para f(z,y,2) = 4% —
2y? + 2% enelpunto (2,2, 2).
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f(z,y,2) =2y +yz+2z2=3 en el punto (1,1,1)

( ).
f(z,y,2) = zyz = 6enelpunt (1,2,3)
f(z,y,2) = xze¥cosz — z = lenel punto (1,0, 0) ( ).

==\Resuelve los siguientes problemas.

La temperatura T en una esfera metalica es inversamente
proporcional a la distancia desde el centro de la esfera (el origen:
(0,0,0)). Latemperaturaen el punto (1, 2, 2) es de 120°C.

a. Encuentra la tasa de cambio de la temperatura en el punto
(1,2, 2) enladireccion hacia el punto (2, 1, 3).

b. Demuestra que, en cualquier punto de la esfera, la direccion
de mayor aumento de temperatura estd dada por un vector
que apunta hacia el origen.

El potencial eléctrico (voltaje) en una determinada region del
espacio viene dado por la funcién V (z,y, 2) = 5z? — 3zy + zyz.

a. Encuentra la tasa de cambio del voltaje en el punto (3, 4, 5) en
la direccion del vector (1,1, —1).

b. ¢En qué direccion cambia el voltaje mas rapidamente en el
punto (3,4, 5)?

c. ¢Cudl es la tasa maxima de cambio de voltaje en el punto
(3,4,5)?

( ).

586


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap4/r303.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap4/r305.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap4/r307.html

308. Si el potencial eléctrico en un punto (z,y) en el plano zy es
V(z,y) = e *®cos(2y), entonces el vector de intensidad eléctrica
en(z,y)esE = —VV(z,y).

a. Encuentra el vector de intensidad eléctrica en (%, 0).

b. Demuestra que, en cada punto del plano, el potencial eléctrico
disminuye mas rapidamente en la direccién del vector E.

309. En dos dimensiones, el movimiento de un fluido ideal se rige
por un potencial de velocidad ¢. Las componentes de velocidad del

fluido u en la direccion = y v en la direccion y, estan dadas por
(u,v) = V¢.Encuentra los componentes de velocidad asociados con
el potencial de velocidad ¢(z, y) = senmxsen2my ( ).

1.8 Problemas maximos y minimos

Una de las aplicaciones mas utiles para derivadas de una funcién de
una variable es la determinacién de valores maximos y/o minimos.
Esta aplicacion también es importante para las funciones de dos o
mas variables, pero como hemos visto en secciones anteriores de
este capitulo, la introducciéon de mas variables independientes
conduce a mas resultados posibles para los calculos. Las ideas
principales de encontrar puntos criticos y usar pruebas derivadas
siguen siendo validas, pero aparecen nuevas aristas al evaluar los
resultados.

4.8.1 Puntos criticos

Para las funciones de una sola variable, definimos los puntos criticos
como los valores de la funcién cuando la derivada es igual a cero o no
existe.
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Para funciones de dos o mas variables, el concepto es esencialmente
el mismo, excepto por el hecho de que ahora estamos trabajando con
derivadas parciales.

DEFINICION
Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables que se define en

un conjunto abierto que contiene el punto (zg,yo). El punto
(zo,yo) se denomina punto critico de una funcion de dos
variables f si se cumple una de las dos condiciones siguientes:

1 fz‘(wO’yO) - fy(xﬂay(l) =0
2. Cualquier f(zo,y0) o fy(zo,yo) no existe

B Ejercicio Encontrar puntos criticos

Encuentra los puntos criticos de cada una de las siguientes
funciones:

a. f(z,y) = /4y2—922 + 24y + 36z + 36
b. g(z,y) = z* + 2zy—4y® + 4x—6y + 4

(%) Solucién

El objetivo principal para determinar los puntos criticos es localizar
maximos y minimos relativos, como en el calculo de variable tnica.
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Cuando se trabaja con una funcién de una variable, la definicién de un
extremo local implica encontrar un intervalo alrededor del punto
critico de modo que el valor de la funciéon sea mayor o menor que
todos los demdas valores de la funciéon en ese intervalo. Cuando
trabajamos con una funcién de dos o mas variables, trabajamos con
un disco abierto alrededor del punto.

DEFINICION

Sea z = f(z,y) una funcién de dos variables definidas y
continuas en un conjunto abierto que contiene el punto (zg, yo).
Entonces f tiene un maximo local en (g, yo)i

f(@o,90) = f(z,y)

para todos los puntos (z,y) dentro de algun disco centrado en
(20, yo)- El nimero f(zo,yo) se denomina valor maximo local.
Sila desigualdad anterior se cumple para cada punto (z, y) en el
dominio de f, entonces f tiene un maximo global (también
llamado maximo absoluto) en (zg, o).

La funcién f tiene un minimo local en (¢, yo ) si

f(zo, ) < f(z,9)

para todos los puntos (z, y) dentro de algun disco centrado en
(20,Y0)- Elnimero f(xo, yo) se denomina valor minimo local. Si
la desigualdad anterior se cumple para cada punto (z,y) en el
dominio de f, entonces f tiene un minimo global (también
llamado minimo absoluto) en (zg, yo ).

Si f(xo0,y0) es un valor local maximo o minimo local, entonces
se denomina extremo local (consulta la siguiente figura).
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X Xz‘iyz*lﬁ

Figura 4.47. La grafica de z = /16 — 22 — y? tiene un valor maximo
cuando (z,y) = (0, 0). Alcanza su valor minimo en el limite de su dominio,
que es el circulo 22 + y? = 16.

En el curso de célculo diferencial, mostramos que los extremos de las
funciones de una variable ocurren en puntos criticos. Lo mismo es
cierto para funciones de mas de una variable, como se indica en el
siguiente teorema.

TEOREMA 4.16
El teorema de Fermat para funciones de dos variables

Sea z = f(z,y) una funcién de dos variables definidas y
continuas en un conjunto abierto que contiene el punto (g, Yo )-
Supongamos que f, y f, cada uno existe en (zg, yo). Si f tiene
un extremo local en (zg, o), entonces (zg,yo) €s un punto
criticode f.
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4.8.2 Prueba de la segunda derivada

Considera la funcién f(z) = z®. Esta funcion tiene un punto critico
enz = 0,yaque f7"™(0) = 3(0)2 = 0. Sin embargo, f no tiene un
valor extremo en z = 0. Por lo tanto, la existencia de un valor critico
en x = xy no garantiza un extremo local en x = x3. Lo mismo es

cierto para una funcién de dos o mas variables. Una forma en que
esto puede suceder es en un punto de silla. Un ejemplo de un punto
dessilla aparece en la siguiente figura interactiva.

i =y

222y

- : S 1
L iMugéveme con clic izquierdo sostenido! %

Figura 4.48. Gréfico de la funcion z = 22 — y2. Este gréafico tiene un punto
de silla en el origen.
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En este grafico, el origen es un punto de silla. Esto se debe a que las
primeras derivadas parciales de f(z,y) = x> — y? son iguales a cero

en este punto, pero no es un maximo ni un minimo para la funcion.
Ademas, la traza vertical correspondiente a y =0 es z = z? (una

pardbola que se abre hacia arriba), pero la traza vertical
correspondienteaxz = 0 es z = —y? (una parabola que se abre hacia

abajo). Por lo tanto, es tanto un maximo global para una traza como
un minimo global para otra.

DEFINICION

Dada la funcién z = f(z,y), el punto (2o, yo, f(xo,¥0)) €s un
punto de silla si tanto fy(zo,y0) = 0 como f,(zo,yo) = 0, pero
f notiene un extremo local en (zg, Yo )-

La prueba de la segunda derivada para una funcion de una variable
proporciona un método para determinar si un extremo se produce en
un punto critico de una funcién. Al extender este resultado a una
funcion de dos variables, surge un problema relacionado con el hecho
de que hay, de hecho, cuatro derivadas parciales de segundo orden
diferentes, aunque la igualdad de los parciales mixtos reduce esto a
tres.

La prueba de la segunda derivada para una funcién de dos variables,
establecida en el siguiente teorema, usa un discriminante D que

reemplaza f”(zo) en la prueba de la segunda derivada para una
funcién de una variable.
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TEOREMA 4.17
Prueba de la segunda derivada

Seaz = f(x,y) una funcién de dos variables para las cuales las
derivadas parciales de primer y segundo orden son continuas en
algin disco que contiene el punto (zg,yp). Sup6n que
fz(zo,90) = 0y fy(zo,yo) = 0. Defina la cantidad

D = fm(ﬂ?o,yo)fyy(l‘o,yo)—(fwy($o,yo))2 (4.43)

i. SiD >0y frz(zo,y0) > 0, entonces f tiene un minimo
local en (zg, Yo)-

i. SiD>0Y fz:(x0,y0) < 0,entonces f tiene un maximo
local en (zg, yo)-

iii. SiD < 0,entonces f tiene un punto desillaen (zg, o).

iv. SiD = 0, entonces la prueba no es concluyente.

Ver figura 4.49

Para aplicar la prueba de la segunda derivada, es necesario que
primero encontremos los puntos criticos de la funciéon. Hay varios
pasos involucrados en todo el procedimiento, que se describen en
una la estrategia de resolucién de problemas, que presentamos en la
pagina siguiente.
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Figura 4.49. La prueba de la segunda derivada a menudo puede
determinar si una funciéon de dos variables tiene un minimo local (a), un
maximo local (b) o un punto de silla (c).

Estrategia de resolucion de problemas: uso de la prueba de la
segunda derivada para funciones de dos variables

Seaz = f(z,y) una funcién de dos variables para las cuales las
derivadas parciales de primer y segundo orden son continuas en
algiin disco que contiene el punto (zg,yo). Para aplicar la
prueba de la segunda derivada para encontrar extremos locales,
utiliza los siguientes pasos:

1. Determina los puntos criticos (zg,yo) de la funcién f
donde f;(x0,y0) = fy(z0,y0) = 0. Descarta cualquier
punto donde al menos una de las derivadas parciales no
exista.

2. Calcula el discriminante D = fy. (20, Y0) fyy (Zo,Y0) —
(fay (o, yo))2 para cada punto critico de f.

3. Aplicalaprueba de la segunda derivada para determinar
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si cada punto critico es un maximo local, un minimo local o
un punto de referencia, o si el teorema no es concluyente.

B Ejercicio Usando la prueba de la segunda derivada

Encuentra los puntos criticos para cada una de las siguientes
funciones, y usa la prueba de la segunda derivada para
encontrar los extremos locales:

a. f(z,y) = 4x? + 9y + 8z—36y + 24
b. g(z,y) = %w?’ +y? + 2zy—62—3y + 4

(%) Solucién
4.8.3 Maximos y minimos absolutos

Al encontrar extremos globales de funciones de una variable en un
intervalo cerrado, comenzamos verificando los valores criticos
durante ese intervalo y luego evaluamos la funcién en los puntos
finales del intervalo. Cuando se trabaja con una funcion de dos
variables, el intervalo cerrado se reemplaza por un conjunto cerrado
y acotado. Un conjunto estd limitado si todos los puntos de ese
conjunto pueden estar contenidos dentro de una bola (o disco) de
radio finito. Primero, necesitamos encontrar los puntos criticos
dentro del conjunto y calcular los valores criticos correspondientes.
Entonces, es necesario encontrar el valor maximo y minimo de la
funcion en el limite del conjunto. Cuando tenemos todos estos
valores, el valor de funcion mas grande corresponde al maximo global
y el valor de funcién mas pequefo corresponde al minimo absoluto.
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Primero, sin embargo, debemos estar seguros de que tales valores
existen. El siguiente teorema hace esto.

TEOREMA 4.18
Teorema del valor extremo

Una funcién continua f(, y) en un conjunto cerrado y acotado
D en el plano alcanza un valor maximo absoluto en algin punto
de Dy un valor minimo absoluto en algin punto de D.

Ahora que sabemos que cualquier funcion continua f definida en un

conjunto cerrado y acotado alcanza sus valores extremos,
necesitamos saber cémo encontrarlos.

TEOREMA 4.19

Encontrar los valores extremos de una funcion de dos
variables

Supén que z = f(z,y) es una funcién diferenciable de dos
variables definidas en un conjunto cerrado y acotado D.
Entonces f alcanzard el valor maximo absoluto y el valor

minimo absoluto, que son, respectivamente, los valores mas
grandes y mas pequefos encontrados entre los siguientes:

i. Losvaloresde f enlos puntos criticos de f en D.

ii. Losvaloresde f enellimitede D.
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La prueba de este teorema es una consecuencia directa del teorema
del valor extremo y del teorema de Fermat. En particular, si
cualqguiera de los extremos no estd ubicado en el limite de D,

entonces estd ubicado en un punto interior de D. Pero un punto
interior (zg,yo) de D que es un extremo absoluto también es un
extremo local; por lo tanto, (zg, yo) es un punto critico de f segun el

teorema de Fermat. Por lo tanto, los Gnicos valores posibles para los
extremos globales de f en D son los valores extremos de f en el

interior o limite de D.

Estrategia de resolucion de problemas: Encontrar valores
maximos y minimos absolutos

Seaz = f(z,y) unafuncion continua de dos variables definidas
en un conjunto cerrado y acotado D, y supén que f es
diferenciable en D. Para encontrar los valores maximos vy
minimos absolutos de f en D, haz lo siguiente:

1. Determina los puntos criticos de f en D.
Calcula f en cada uno de estos puntos criticos.

3. Determina los valores maximos y minimos de f en el
limite de su dominio.

4. Los valores maximos y minimos de f ocurriran en uno de
los valores obtenidos en los pasos 2y 3.
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Encontrar los valores maximos y minimos de f en el limite de D

puede ser un desafio. Si el limite es un rectangulo o un conjunto de
lineas rectas, entonces es posible parametrizar los segmentos de
linea y determinar los maximos en cada uno de estos segmentos,
como se ver'a en el siguiente ejercicio. El mismo enfoque se puede
utilizar para otras formas, como circulos y elipses.

Si el limite del conjunto D es una curva mas complicada definida por

una funcién g(x,y) = c¢ para alguna constante ¢, y existen las
derivadas parciales de primer orden de g, entonces el método de

multiplicadores de Lagrange puede resultar Gtil para determinar los
extremos de f en el limite. El método de multiplicadores de Lagrange

lo veremos en el proximo apartado.

B Ejercicio Encontrar el extremo absoluto

Usa la estrategia de resolucién de problemas para encontrar los
extremos absolutos de una funcién, para determinar los
extremos absolutos de cada una de las siguientes funciones:

a. f(z,y) = x>—2xy + 4y?>—4z—2y + 24 en el dominio
definidopor0 <z <4y0 <y <2

b. g(z,y) = x + y? + 4z—6y en el dominio definido por
2 +y? < 16

(%) Solucién
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B Elercidio Introduccion del capitulo: pelotas de golf
rentables

Figura 4.56. (crédito: modificacion del trabajo de oatsy40, Flickr)

La compaiiia Pro-T ha desarrollado un modelo de ganancias que
depende del nimero x de pelotas de golf vendidas por mes

(medido en miles) y el nimero de horas por mes de publicidad y,
segun la funcién

z = f(z,y) = 48z + 96y—z*—2zy—9y°

, donde z se mide en miles de ddlares. El nimero maximo de

pelotas de golf que se pueden producir y vender es de 50, 000, y
el nimero maximo de horas de publicidad que se puede
comprar es 25. Encuentra los valores de = e yque maximizan la

ganancia, y encuentra la ganancia maxima.

@ Solucién
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B Ejercicios

E . . . . . sy .
[==\Para los siguientes ejercicios, encuentra los puntos criticos.

310. f(z,y) =1+ 2% +9°

311 fz,y) = (30—-2)? + (y—4)2 )
312, f(z,y) = z* + y*—162y

313, f(z,y) = 1523 —3zy + 153 ( ).

E’ . . . . . sy .
==Para los siguientes ejercicios, encuentra los puntos criticos de la
funcidn utilizando técnicas algebraicas (completando el cuadrado) o
examinando la forma de la ecuacién. Verifica sus resultados
utilizando la prueba de derivadas parciales.

314, f(z,y) = Vx> +y2+1
315. f(z,y) = —x®>—5y* + 8x—10y—13 ( ).

) =
) =

316. f(z,y) =2*+y*+2z—6y+6
) =

317, f(z,y) = Vo2 +y? + 1( ).

E . . . . .

[==Para los siguientes ejercicios, usa la prueba de la segunda
derivada para identificar los puntos criticos y determinar si cada
punto critico es un punto maximo, minimo, de silla o ninguno de
estos.

318, f(z,y) = —2® +4zy—2y° + 1
319. f(z,y) = x> ( ).
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320. f(z,y) = 22—6z + y* + 4y—8

321, f(z,y) = 2zy + 3z + 4y ( ).
322, f(z,y) =8zy(z +y) + 7

323, f(z,y) = 2% + dzy + 92 ( ).
324. f(z,y) = =3 + y*—300x—75y—3
325, f(z,y) = 9—=zty*( ).

326. f(z,y) = T2y + 9zy?

327. f(z,y) = 3z —2zy + y*—8y|( ).
328, f(z,y —3$2—|—2my+y

329. f(z,y) =y* + 2y + 3y + 2z + 3 ( ).
331 f(z,y _w2+2y y( ).

332. f(z,y) = z? +y ev

333, f(z,y) = e (@2 ( ).

334, f(z,y) =z +zy+y’—z—y+1

335, f(z,y) = z* + 10zy + v* ( ).

336. f(z,y) = —x*>—5y* + 10z— 30y 62

337. f(z,y) = 120z + 120y—zy—=x>—y> ( ).
338. f(z,y) = 22® + 22y + y> + 223

339. f(z,y) = 2* +x—3zy + y>—5( ).
340. f(z,y) = 2:1:ye‘w2_y2

E . . . . . .
[==Para los siguientes ejercicios, determina los valores extremos y
los puntos de silla. Usa un CAS para graficar la funcién.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
330. f(=, y)—:c2—|—:z:y—|—y -3z
)
)
) =
)
)
) =
) =
)
)
) =

341, [T f(z,y) = ye®—e¥ ( ).
342. [Tl f(z,y) = zsen(y)
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343. [Tl f(z,y) = sen(x)sin(y),z € (0,27),y € (0,27)
( )-

/]

Z==Encuentra los extremos absolutos de la funcién dada en el
conjunto cerrado y acotado R.

344, f(z,y) = vy — = — 3y; R es la region triangular con vértices
(0,0),(0,4) y (5,0).

345. Encuentra los valores maximos y minimos absolutos de
f(z,y) = 2>+ y* — 2y + lenlaregion R = {(z,y)|z* + y* < 4}
( ).

346. f(z,y) = 2*-3zy—y*en R = {(z,y) : 2 <2 <2,-2<
y <2}

347. f(m,y) = gragenR = {(z,y) : 2* + y* < 4} ( ).

348. Encuentra tres nimeros positivos cuya suma sea 27, de modo
gue la suma de sus cuadrados sea lo mas pequena posible.

349. Encuentra los puntos en la superficie 22—yz = 5 que estan
mas cerca del origen ( ).

350. Encuentra el volumen maximo de una caja rectangular con tres
caras en los planos de coordenadas y un vértice en la primera octante
enelplanox +y + z = 1.

351. Lasuma de la longitud y la circunferencia (perimetro de una
seccion transversal) de un paquete transportado por un servicio de
entrega no puede exceder 108 pulgadas. Encuentra las dimensiones
del paquete rectangular de mayor volumen que se puede enviar

( ).
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Una caja de cartén sin tapa se fabricara con un volumen de
4 pies®. Encuentra las dimensiones de la caja que requiere la menor
cantidad de cartén.

Encuentra el punto en la superficie f(z,y) = 2 + y* + 10
mas cercano al plano x + 2y — z = 0. Identifica el punto en el plano

( ).

Encuentra el punto en el plano 2x—y + 2z = 16 que estd mas
cercadel origen.

Una empresa fabrica dos tipos de calzado deportivo: calzado
deportivo y cross-trainers. El ingreso total de x unidades de calzado

deportivo y unidades y de cross-trainers viene dado por R(z,y) =
—52% — 8y? — 2zy + 42z + 102y, donde x e y estan en miles de
unidades. Encuentra los valores de x e y para maximizar el ingreso
total ( ).

Una compaiiia de envio maneja cajas rectangulares siempre
gue la sumade la longitud, el ancho y la altura de la caja no exceda las
96 pulgadas. Encuentra las dimensiones de la caja que cumple con
esta condicién y tiene el mayor volumen.

Halla el volumen maximo de una lata de refresco cilindrico de
modo que la suma de su altura y circunferencia sea de 120cm

( ).
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La solucién del ejercicio 343 nos muestra que hay un punto de silla en
(m, ), un maximo local en (£, %) y en (2%, 3%), y un minimo local

T 3 3t w 22
(2,2)y(2,2)

En la siguiente escena interactiva, puedes observar esos puntos de
maxima y minima, desplazando el deslizador. Igulamente, se
muestran las curvas de nivel en la ventana derecha, las cuales se
reducen a medida que nos aproximamos a los puntos locales de
maximay de minima.

Si desplazas el deslizador al centro, observaras el punto de silla. Sélo
se muestra la grafica de la funcién en el dominio definido para x €

(0,27),y € (0, 2m). Haz clic en el cuadro inferior derecho para ver la
escena en pantalla completa, luego presiona la tecla "esc", para
regresar al libro.

Para este mismo ejercicio, presentamos otra escena interactiva,
disenada por Elena Alvarez en DescartesJS, que permite realizar un
analisis de los puntos criticos de una funcién real de dos variables,

z = f(x,y)-
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Se permite practicar en su busqueda con la funciéon dada o la que el
usuario desee. Para ello, se ofrece un camino en tres pasos y una
justificacion tedrica de los mismos basada en el metodo del Hessiano.
La escena tiene por objetivos: estudiar el concepto de punto critico
de una funcién de dos variables, practicar en la busqueda de puntos
criticos de funciones de dos variables y autoevaluarse en esta
practica.

= % Paso de la explicacion: 4lq

Caleular Ios exrremas de la funcion diferenciable P ¥ |
1. Introduce la expresidn de la
senfx]*senly) | funcién y el dominic donde

representar la funcion.

fwy)=

| Rectangular v |

o :0 e : o Postleriormente introduce la
- - exprasion de |as derivadas

'y A - . F
X i u max 45 28 parciales de f
= ym 7 e

f(xyl=  |cos{x)sen(y)

flcy)= |sen(x)cos(y)

iHaz clic en la esquina superior derecha, para ampliar la escena!
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1.9 Multiplicadores de Lagrange

Resolver problemas de optimizaciéon para funciones de dos o mas
variables puede ser similar a resolver dichos problemas en el calculo
de una sola variable. Sin embargo, las técnicas para lidiar con
multiples variables nos permiten resolver problemas de optimizacion
mas variados para los cuales necesitamos lidiar con condiciones o
restricciones adicionales. En esta seccidén, examinamos uno de los
métodos mas comunes y Utiles para resolver problemas de
optimizacioén con restricciones.

4.9.1 Multiplicadores de Lagrange

El ultimo ejercicio del apartado anterior era una situacion aplicada
que implicaba maximizar una funcién de ganancias, sujeta a ciertas
restricciones. En ese ejercicio, las restricciones involucraban un
nimero maximo de pelotas de golf que podian ser producidas y
vendidas en 1 mes (z), y un nimero maximo de horas publicitarias
que se pueden comprar por mes (y). Supongamos que estos se
combinan en una restriccidon presupuestaria, como 20z + 4y < 216
,que tuvo en cuenta el costo de producir las pelotas de golf y la
cantidad de horas publicitarias compradas por mes. El objetivo es,
aun, maximizar las ganancias, pero ahora hay un tipo diferente de

restriccion en los valores de x y y. Esta restriccion, cuando se
combina con la funcién de beneficio f(z,y) = 48z + 96y — z2 —
2zy — 9y%.e s un ejemplo de un problema de optimizacién, y la
funcion f(z,y) se llama la funcién objetivo. Un grafico de varias

curvas de nivel de la funcién f(z, y) es el siguiente:
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fix, y) = 150

10 ///\

Figura 4.59. Grafico de las curvas de nivel de la funcion f(z,y) = 48z +
96y—x> —2zy—9y> correspondientes a ¢ = 150, 250, 350 y 400.

En la figura 4.59, el valor c representa diferentes niveles de beneficio
(es decir, valores de la funcion f). Como el valor de ¢ aumenta, la
curva se desplaza hacia la derecha. Dado que nuestro objetivo es
maximizar las ganancias, queremos elegir una curva lo mas a la
derecha posible. Si no hubiera restricciones en la cantidad de pelotas
de golf que la compaiiia podria producir, o la cantidad de unidades de
publicidad disponibles, entonces podriamos producir tantas pelotas
de golf como queramos y publicitar tanto como queramos, y no
podria no ser un beneficio maximo para la empresa.
Desafortunadamente, tenemos una restriccion presupuestaria
modelada por la desigualdad 20z + 4y < 216. Para ver cémo esta
restriccion interactia con la funcion de beneficio, la figura 4.60
muestra el grafico de la linea 20x 4 4y = 216 superpuesto en el

grafico anterior.
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Figura 4.60. Grafico de curvas de nivel de la funciéon f(z,y) = 48z +
96y — 2°> — 2xy — 9y> correspondiente a ¢ = 150,250,350 y 395. El
grafico rojo es la funcion de restriccion.

Como se menciond anteriormente, la ganancia maxima ocurre
cuando la curva de nivel estd lo mas hacia la derecha posible. Sin
embargo, el nivel de produccién correspondiente a este beneficio
maximo también debe satisfacer la restricciéon presupuestaria, por lo
gue el punto en el que se produce este beneficio también debe estar
en (o a laizquierda de) la linea roja en la figura 4.60. La inspeccién de
este grafico revela que este punto existe donde la linea es tangente a
la curva de nivel de f. Una prueba y error revela que este nivel de

beneficio parece ser alrededor de 395, cuando = e y son ambos

menos de 5. Volveremos a la solucién de este problema mas adelante
en esta seccion.

Desde un punto de vista tedrico, en el punto donde la curva de
beneficio es tangente a la linea de restriccion, el gradiente de ambas
funciones evaluadas en ese punto debe apuntar en la misma
direccién (u opuesta).
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Recuerda que el gradiente de una funcién de mas de una variable es
un vector. Si dos vectores apuntan en la misma direccién (u opuesta),
entonces uno debe ser un multiplo constante del otro. Esta idea es la
base del método de multiplicadores de Lagrange.

Método de multiplicadores de Lagrange: una restriccion

Supongamos que f y g son funciones de dos variables con

derivadas parciales continuas en cada punto de un conjunto
abierto que contiene la curva suave g(z,y) = 0. Supdn que f,

cuando se restringe a puntos en la curva g(z,y) = 0, tiene un
extremo local en el punto (zg,yo) y que Vg(zo, yo)>0. Luego
hay un niimero A llamado multiplicador de Lagrange, para el
cual

V f(20,%0) = AVg(zo,%0)

Prueba

Supon que se produce un extremo limitado en el punto (z,yo).
Ademas, suponemos que la ecuacion g(z,y) =0 se puede
parametrizar sin problemas como

z=1x(s)yy=uy(s)

donde s es un parametro de longitud de arco con punto de referencia
(zo,y0) en s = 0. Por lo tanto, la cantidad z = f(z(s),y(s)) tiene
un maximo relativo o un minimo relativo en s = 0, y esto implica que

% = O en ese punto. De laregla de la cadena,
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donde todas las derivadas se evaldan en s = 0. Sin embargo, el
primer factor en el producto escalar es el gradiente de f,y el segundo
factor es el vector unitario tangente T'(0) a la curva de restriccién.
Como el punto (a:o,yo) corresponde a s = 0, de esta ecuacion se
deduce que

Vf(zo,y0) - T(0) =0

lo que implica que el gradiente es 0 o es normal a la curva de
restriccion en un extremo relativo restringido. Sin embargo, la curva
de restriccion g(x,y) = 0 es una curva de nivel para la funcion

g(z,y) de modo que si Vg(zo,y0)#0, entonces Vg(zo,yo) es
normal para esta curva en (xo, o). Se deduce, entonces, que hay
algtin escalar A tal que

V f(zo,y0) = AVg(zo, yo)

Para aplicar el Método de multiplicadores de Lagrange: una
restriccion a un problema de optimizacién similar al del fabricante de
pelotas de golf, necesitamos una estrategia de resoluciéon de
problemas

Estrategia de resolucion de problemas: Pasos para usar
Multiplicadores de Lagrange

1. Determina los puntos criticos de f en D.
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2. Determinar la funcion objetivo f(z,y) y la funcién de
restriccion g(z, y) ¢El problema de optimizacion implica
maximizar o minimizar la funcién objetivo?

3. Configura un sistema de ecuaciones usando la siguiente
plantilla:

V (20, %0) = AVg(z0,%0)

g(m07y0) =0

4. Hallar zg, yo

El mayor de los valores de f en las soluciones
encontradas en el paso 3 maximiza f; el mas pequefio de
esos valores minimiza f.

B Ejercicio Usando multiplicadores de Lagrange

Usa el método de multiplicadores de Lagrange para encontrar el
valor minimo de f(z,y) = z* + 4y — 2z + 8y sujeto a la
restriccionz + 2y = 7.

(%) Solucién

Para este mismo ejercicio, presentamos otra escena interactiva de
Elena Alvarez, que permite la practica del calculo de los extremos de
una funcién real de dos variables condicionados a una restriccion
sobre el dominio, g(z,y) = 0.
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Después de repasar la definicion de extremo condicionado se pasa a
la escena en la que se pueden introducir tanto la funcién objeto de
estudio, como la curva restriccion.

Los objetivos de la escenas son: repasar la definiciones de extremos
condicionados y multiplicadores de Lagrange; repasar el teorema de
Lagrange vy, practicar el calculo, asi como su representacion, de los
extremos condicionados de una funcién.

A
Calcular Ios exremos de PUND Q [ 33 |, =2 )
fxy)= [ezrdy2-2c8y | i
suponisndo gue (x,y)} cumple la restriccion Elg gs
GxY)= Wt 2y-T =0
El gradiente de Gi{xy)en Qes:
L S e H X
3 ERED (1.2)
e . 7
I e
1 “"7-—-q_\_‘___
T
Plano z=0
Feorema de Lagrange |«

iHaz clic en la esquina superior derecha de la escena, para ampliarl!
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Volvamos ahora al problema planteado al comienzo de la seccién.

B Ejercicio Pelotas de golf y multiplicadores de
Lagrange

El fabricante de pelotas de golf, Pro-T, ha desarrollado un

modelo de ganancias que depende del nimero = de pelotas de

golf vendidas por mes (medido en miles), y la cantidad de horas
por mes de publicidad y, segun la funcién

z = f(z,y) = 48z + 96y—z>—2zy—9y*

doénde z se mide en miles de dolares. La funcién de restriccién

presupuestaria que relaciona el costo de produccion de miles de
pelotas de golf y unidades publicitarias viene dada por 20z +

4y = 216 . Encuentra los valores de = e y que maximizan el
beneficio y encuentra el beneficio maximo.

(%) Solucién

En el caso de una funcidn de optimizacién con tres variables y una
funcién de restriccidon Unica, también es posible utilizar el método de
multiplicadores de Lagrange para resolver un problema de
optimizacién. Un ejemplo de una funcién de optimizacién con tres
variables podria ser la funcion Cobb-Douglas en el ejemplo anterior:
f(z,y, z) = 2%2y*42%4, donde z representa el costo de la mano de
obra, y representa entrada de capital, y z representa el costo de la
publicidad. El método es el mismo que para el método con una
funcién de dos variables; las ecuaciones a resolver son

Vf(:c,y,z) = )\Vg(:z:,y, Z)
g(m,y,z) =0
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B Elercidio Multiplicadores de Lagrange con una
funcién de optimizacion de tres variables

Encuentra el minimo de la funcién f(z,y,z) = 2% + y* + 22
sujetoalarestriccionz +y + z = 1.

(%) Solucién
4.9.2 Problemas con dos restricciones

El método de los multiplicadores de Lagrange se puede aplicar a
problemas con mas de una restriccién. En este caso la funcién de
optimizaciéon w es una funcién de tres variables:

w = f(ma Y, m)
y estd sujeto a dos restricciones:
9(z,y,2) =0y h(z,y,2) =0

Hay dos multiplicadores de Lagrange, A1 y Ag, y el sistema de
ecuaciones se convierte en:

V f(x0, Y0, 20) = A1V g(zo, Yo, 20) + A2V (20,0, 20)
9(x0,Y0,20) =0
h(zo,y0,20) =0
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B Ejercicio Multiplicadores de Lagrange con una
funcién de optimizacién de tres variables

Encuentra el minimo de la funcién
fl@,y,2) =a> + >+ 2°

sujeto a las restricciones 22 = 2% + y’yxz +y — 2+ 1= 0.

D Ejercicios

(% Solucién

==Para los siguientes ejercicios, usa el método de multiplicadores
de Lagrange para encontrar los valores maximos y minimos de la

funcién sujeta a las restricciones dadas.

358. f(z,y) = z%y; 22 +2y> =6

359. f(z,y,2) = zyz, =% + 2y* + 322 (Solucion).

360. f(z,y) = zy; 42 + 8y = 16

361, f(z,y) = 42® + % 22 + y* = 1 (Solucion).

362. f(z,y,2)=a*+y?+ 24, et +yt+ 24 =1

363. f(z,y,2) =yz +zy,zy = 1, y> + 2% = 1 (Solucion).
364, f(z,y) —m2+y (m 12 +4y* =4

365. f(z,y) = 4zy, + = 1 (Solucion).

366. f(z,y,2) —w+y+z, = —i—i-i—% =1

367. f(z,y,2) =z + 3y—=z, 2 + y> + 2% = 4(Solucion).
368. f(z,y,2) =22 +9y* + 2% zyz =4
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369.  Minimiza f(z,y) =2>+9*> en la hipérbola zy=1
( ).

370. Minimiza f(z,y) = zyenlaelipse b*z? + a?y? = a?b
371. Maximiza f(z,y,2) = 2z + 3y + 5z en la esfera 2% + y* +
22 =19( ).

372. Maximiza f(z,y) =2*—9* = >0,y > 0; g(z,y) =y —
2 =0

373. Lacurvaz® — y® = 1 es asintética a la linea y = x. Encuentra
los puntos en la curva 23 — ¥ = 1 mas alejado de la linea y = =

( ).
374. MaximizaU(z,y) = 8z*/5y'/%; 4z + 2y = 12

2

375. Minimiza f(z,y) = 22+ %, =+ 2y — 5= 0( ).
376. Maximiza f(z,y) = /6 —22—y*; 2 +y—2=0
377. Minimiza f(z,y) =2 +y* + 2%, z+y+ 2 = 1( ).

378. Minimiza f(z,y) = 2 — y? sujeto a la restriccion z — 2y +
6=0

379. Minimiza f(z,y) =2 +y*+ 22 cuando z +y+2=9y
x4+ 2y+ 3z =20( ).

==\Para el siguiente grupo de ejercicios, usa el método de
multiplicadores de Lagrange para resolver los siguientes problemas
aplicados.

380. Un pentagono se forma colocando un triangulo isdsceles en un
rectangulo, como se muestra en el diagrama. Si el perimetro del
pentagono es de 10 pulgadas, encuentra las longitudes de los lados

del pentagono que maximizaran el area del pentagono.
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3871. Se debe hacer una caja rectangular sin una tapa (una caja sin
topless) de 12 pi682 de cartén. Encuentra el volumen maximo de tal

caja( ).

382. Encuentra las distancias minimay maxima entre la elipse 22 +
zy + 2y? = lyelorigen.

383. Encuentrael puntoenlasuperficiez? — 2zy +y? —z +y =
0 mas cercano al punto (1,2, —3) ( ).

384. Demuestra que, de todos los tridngulos inscritos en un circulo
de radio R (ver diagrama), el tridangulo equilatero tiene el perimetro

mas grande
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Encuentra la distancia minima desde el punto (0,1) a la
parabola 2% = 4y ( ).
Encuentra la distancia minima desde la parabola y = z2 al

punto (0, 3).
Encuentra la distancia minima desde el planox 4+ y 4+ z = 1 al
punto (2,1, 1) ( ).

Un contenedor grande en forma de sélido rectangular debe
tener un volumen de 480 m3. El fondo del contenedor cuesta $5/m?
para construir mientras que la parte superior y los costados cuestan
$3/m2 para construir. Usa los multiplicadores de Lagrange para

encontrar las dimensiones del contenedor de este tamaino que tiene
el costo minimo.

Encuentra el punto en la linea y = 2x + 3 que esta mas cerca
del punto (4, 2) ( ).

Encuentra el punto en el plano 4z + 3y + z = 2 que esté mas
cercadel punto (1, —1,1).

Encuentra el valor maximo de f(z,y) = senzseny,donde z e
y denotan los angulos agudos de un tridngulo rectangulo. Dibuja los
contornos de la funcién usando un CAS ( ).

Un sélido rectangular esta contenido dentro de un tetraedro
con vértices en (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) y el origen. La base de la
caja tiene dimensiones z, y, y la altura de la caja es z. Si la suma de
z,y Yy zes 1.0, encuentra las dimensiones que maximicen el volumen
del sélido rectangular.

[T] Al invertir z unidades de trabajo y y unidades de capital, un
fabricante de relojes puede producir P(z,y) = 50z%4y% relojes.

Encuentra la cantidad maxima de relojes que se pueden producir con
un presupuesto de $20, 000 si la mano de obra cuesta $100/unidad

y el capital cuesta $200/unidad. Usa un CAS para dibujar un
diagrama de contorno de la funcién ( ).
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En la siguiente escena interactiva, disefiada en GeoGebra por
Vladimiro Gonzélez Zelaya, se muestra la funcién z2 + 2y% = 2 con

larestriccion z? + 3% = 1

L2
@ Fungian Caistivo o l;.=w's <
Restnccion = xz + 2y2 = 0-6
. X +y =1

[
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2.1 Introduccion

Figura 5.1. La Ciudad de las Artes y las Ciencias en Valencia, Espafia,
tiene una estructura Unica a lo largo de un eje de solo dos kildmetros que
anteriormente era el lecho del rio Turia. L'Hemisféric tiene un cine IMAX
con tres sistemas de proyecciones digitales modernas en una pantalla
concava de 900 metros cuadrados. Se ha hecho un techo ovalado de mas

de 100 metros de largo para que parezca un enorme o0jo humano que cobra
vida y se abre al mundo como el "Ojo de la Sabiduria" (crédito: modificacion
del trabajo de Javier Yaya Tur, Wikimedia Commons)

En este capitulo ampliamos el concepto de una integral definida de
una sola variable a integrales dobles y triples de funciones de dos y
tres variables, respectivamente. Examinamos aplicaciones que
involucran integracion para calcular volimenes, masas y centroides
de regiones mas generales.
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También veremos cémo el uso de otros sistemas de coordenadas
(como coordenadas polares, cilindricas y esféricas) simplifica el
calculo de integrales multiples sobre algunos tipos de regiones y
funciones. Como ejemplo, utilizaremos coordenadas polares para
encontrar el volumen de estructuras como I'Hemisfeéric.

En el capitulo anterior, discutimos el calculo diferencial con multiples
variables independientes. Ahora examinamos el calculo integral en
multiples dimensiones. Asi como una derivada parcial nos permite
diferenciar una funciéon con respecto a una variable mientras se
mantienen constantes las otras variables, veremos que una integral
iterada nos permite integrar una funcién con respecto a una variable
mientras se mantienen constantes las otras variables.

2.2 Integrales dobles sobre regiones
rectangulares

En este apartado investigamos las integrales dobles y mostramos

cémo podemos usarlas para encontrar el volumen de un sélido sobre
una region rectangular en el palno xy. Muchas de las propiedades de

las integrales dobles son similares a las que ya hemos discutido para
las integrales individuales.

5.2.1 Volumenes e Integrales Dobles

Comenzamos considerando el espacio por encima de una regién
rectangular R. Considera una funcién continua f(z,y) > 0 de dos

variables definidas en el rectangulo cerrado R:

R =a,b] x [e,d] = {(z,y) ER*|a <z < bc <y <d}
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aqui [a, b] X [c, d] denota el producto cartesiano de los dos intervalos
cerrados [a, b] y [c, d]. Consiste en pares rectangulares (z, y) tal que
a<x<byc<y<d. Lagrifica de f representa una superficie
sobre el plano zy con ecuacién z = f(x,y) donde z es la altura de la
superficie en el punto (z,y). Sea S el sdlido que yace arriba de Ry
debajo de la grafica de f (Figura 5.2). La base del sélido es el
rectangulo R en el planozy. Queremos encontrar el volumen V del
sélido S.

Z |

z=1xy)

Figura 5.2. La gréafica de f(z,y) sobre el rectangulo R en el plano zy es
una superficie curva.
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Dividimos la region R en pequefos rectangulos R;;, cada uno con
area A Ay conlados dx y Ay (Figura 5.3).

Hacemos esto dividiendo el intervalo [a, b] dentro m subintervalos y
dividiendo el intervalo [c,d] dentro n subintervalos. Por lo tanto
Ax = b_T“,Ay = %,yAA = AzAy.

- (X ¥i)

(%23, ¥z3)

Figura 5.3. El rectangulo R se divide en pequefios rectangulos R;;, cada
uno con area AA.

El volumen de una caja rectangular delgada arriba de R;; es
f(z};,y;;)AA, donde (z7;, y;;) es un punto de muestra arbitrario en
cada R;; como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 5.4. Una caja rectangular delgada arriba de R;; con altura

Usando la misma idea para todos los subrectangulos, obtenemos un
m n

volumen aproximado del sélido S como V' ~ Z Z f(z;,ui;)AA.
i=1 j=1

Esta suma se conoce como una suma doble de Riemann y se puede

usar para aproximar el valor del volumen del sélido. Aqui la suma

doble significa que para cada subrectangulo evaluamos la funcién en

el punto elegido, multiplicamos por el drea de cada rectangulo y luego

sumamos todos los resultados.

Como hemos visto en el caso de una variable, se obtiene una mejor
aproximacion al volumen real si m y n se hacen mas grandes.

V= mlrigloo Z z f(w;ﬁy;j)AA
’ i=1 j=1
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m n
= li * UrYAA
v A:v,irgfl%oo ; JZI ‘f(mU ) ylj)

Ten en cuenta que la suma se aproxima a un limite en cualquiera de
los casos vy el limite es el volumen del sélido con la base R. Ahora

estamos listos para definir la integral doble.

DEFINICION
La doble integral de la funcién f(x,y) sobre la regién

rectangular R en el plano zy se define como

J[ famaa= im 33 reuaa 6

i=1 j=1

Si f(a:, y) > 0, entonces el volumen V del sélido .S, que se encuentra
arriba de R en el plano zy y debajo de la grafica de f, es la doble
integral de la funcion f(z,y) sobre el rectangulo R. Si la funcién es
alguna vez negativa, entonces la integral doble puede considerarse
un volumen "con signo" de una manera similar a la forma en que
definimos el drea neta con signo en la integral definida de una funcién
de unvariable.

B Ejercicio Configuracion de unaintegral doble y
aproximacion por sumas dobles

Considera la funcién z = f(z,y) = 3z>—y sobre la regién
rectangular R = [0, 2] x [0, 2] (Eigura 5.5).
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a. Configura una integral doble para encontrar el valor del
volumen con signo del soélido S que se encuentra arriba
de Ry "debajo" de la graficade f.

b. Divide R en cuatro cuadrados conm = n = 2,y elige el
punto de muestra como el punto de la esquina superior
derecha de cada cuadrado (1,1),(2,1),(1,2) ,y (2,2) (
Figura 5.6 ) para aproximar el volumen con signo del
sélido S que se encuentra arriba de R y "debajo" de la

graficade f.

c. Divide R en cuatro cuadrados conm = n = 2,y elige el
punto de muestra como el punto medio de cada
cuadrado: (1/2,1/2),(3/2,1/2),(1/2,3/2), y
(3/2,3/2) para aproximar el volumen con signo.

z=1fxy) =3¢~y

Figura 5.5. La funcion z = f(z,y) graficada sobre la region
rectangular R = [0, 2] x [0, 2].

(%) Solucién
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Ten en cuenta que hemos desarrollado el concepto de integral doble
usando una regién rectangular R. Este concepto puede extenderse a

cualquier regién general. Sin embargo, cuando una regién no es
rectangular, los subrectangulos pueden no encajar perfectamente en
R, particularmente si el area base es curva. Examinamos esta

situacion con mas detalle en la siguiente seccion, donde se estudian
las regiones que no siempre son rectangulares y los subrentangulos
no pueden encajar perfectamente en la regién R. Ademas, las alturas

pueden no ser exactas si la superficie z = f(z,y) es curva. Sin

embargo, los errores en los lados y la altura donde las piezas pueden
no encajar perfectamente dentro del sélido .S se acercana 0 conmy

n acercandose al infinito. Adema3s, la doble integral de la funcién z =
f(z,y) existe siempre que la funcién f no sea demasiado
discontinua. Si la funcién es acotada y continua sobre R, excepto en

un numero finito de curvas suaves, entonces existe la integral doble y
decimos que f es integrable sobre R.

Ya que AA = AzAy = AyAx, podemos expresar AA como
AxAy o AyAz. Esto significa que, cuando usamos coordenadas
rectangulares, la integral doble sobre una regién R denotada por

// f(z,y)dA puede ser escrita como //f(a:,y)da:dy )
R r

// f(z,y)dydz. Ahora enumeremos algunas de las propiedades
T

gue pueden ser Utiles para calcular integrales dobles.

5.2.2 Propiedades de integrales dobles

Las propiedades de las integrales dobles son muy utiles al calcularlas
o trabajar con ellas.
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Enumeramos aqui seis propiedades de integrales dobles. Las
propiedades 1 y 2 se conocen como la linealidad de la integral, la
propiedad 3 es la aditividad de la integral, la propiedad 4 es la
monotonicidad de la integral y la propiedad 5 se usa para encontrar
los limites de la integral. La propiedad 6 se usa si f(z,y) es un
producto de dos funciones g(z) y h(y).

TEOREMA 5.1
Propiedades de las integrales dobles

Supdn que las funciones f(z,y) y g(z,y) son integrables sobre
la region rectangular R; S y T son subregiones de R; y asume
que my M son nimeros reales.

i. Lasuma f(z,y) + g(z,y) esintegrabley

J[ s+ s iaa= [ s@viar [ owvas

ii. Sicesunaconstante, entonces cf(x,y) es integrabley

J[ ct@naa=c [[ s@ua

iii. SR=SUTySNT =0, excepto una superposiciéon
en los limites, entonces

//Rf(a:,y)dA://S f(m,y)dA+/T f(z,y)dA
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Propiedades de las integrales dobles

iv. Sif(x,y) > g(z,y)para(z,y)enRR,luego

//I%f(w,y)dAZ/Lg(w,y)dA

v. Sim < f(z,y) < M,entonces
m x A(R) < / / f(@,y)dA < M x A(R)
R

vi. En el caso donde f(z,y) se puede factorizar como
producto de una funcién g(z) de = sélamente y una
funcion h(y) de y Unicamente, luego sobre la region
R ={(z,y)|la <z <b,c <y <d} laintegral doble se
puede escribir como

J[ remaa=( | bg(w)dw) +(f dh(y)dy)

Estas propiedades se utilizan en la evaluacién de integrales dobles,
como veremos mas adelante. Nos convertiremos en expertos en el
uso de estas propiedades una vez que nos familiaricemos con las
herramientas computacionales de las integrales dobles. Pero, antes
de ir a ello, veamos una escena interactiva disefiada por Elena
Alvarez, la cual permite modificar la funcién, los pardmetros m y n
qgue definen la particion y obtener el valor exacto de la integral doble
para una funciéon de dos variables asi como una aproximacién
mediante sumas de Riemann.
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Pulsando sobre el botén informacién, se ilustra a través de varios
pasos el proceso de construccidon de la integral doble. Puedes
intentar resolver el ejercicio anterior, cambiando los parametros.

Ve

Elegir punta: | Extremo Inferior -~

Mizirar

Grifica vy u

Paralelepipede

Puntos de la malla J

15 2
=" f ( sin{2*x)rcos(y) =2 ) de dy

15

Valor aproximada

5= ¥ fix ¥ )asAy = 3362934

En el siguiente video,
escena.

-

I et d | o dy

Vol e

‘,‘J“ 5 g\- yaxdy 7 THA
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5.2.3 Integrales iteradas

Hasta ahora, hemos visto cémo configurar una integral doble y cémo
obtener un valor aproximado para ella. También podemos imaginar
qgue evaluar integrales dobles usando la definicion puede ser un
proceso muy largo si elegimos valores mas grandes paramy n. Por lo
tanto, necesitamos una técnica practica y conveniente para calcular
integrales dobles. En otras palabras, necesitamos aprender cémo
calcular integrales dobles sin emplear la definicién que usa limites y
sumas dobles.

La idea basica es que la evaluacién se vuelve mas facil si podemos
dividir una integral doble en integrales individuales al integrar
primero con respecto a una variable y luego con respecto a la otra. La
herramienta clave que necesitamos se llama integral iterada.

DEFINICION

Supén que a, b, cy d son nimeros reales. Definimos una integral
iterada para una funcion f(z,y) sobre la regién rectangular
R = [a,b] X [¢, d] como

) /ab /cd f(z,y)dzdy = /ab :/Cd f(m,y)dy: dz  (5.2)
b. /cd /abf(m,y)dmdy: /cd /ab f(m’y)dm: dy (5.3)
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b pd
La notacién/ [/ f(z, y)dy] dz significa que integramos f(z,y)
a Cc

con respecto a y mientras mantenemos x constante. Del mismo

dr pb
modo, la notacion / [/ f(ac,y)dm] dy significa que integramos
[ a

f(z,y) con respecto a  mientras mantenemos y constante. El hecho

de que las integrales dobles se pueden dividir en integrales iteradas
se expresa en el teorema de Fubini. Piensa en este teorema como una
herramienta esencial para evaluar integrales dobles.

TEOREMA 5.2
Teorema de Fubini

Supon que f(x,y) es una funcion de dos variables que es
continua sobre una regién rectangular {R = (z,y) € R?*|a <
z < b,c <y <d}. Luego vemos en la (Figura 5.7) que la
integral doble de f sobre la regién es igual a una integral
iterada,

//R f(m,y)dA//R f(z,y)dzdy = /ab/cd (@, ) dyd
= /cd /ab f(z,y)dzdy

En términos mas generales, el teorema de Fubini es verdadero si
f estdacotadoen Ry f es discontinuo solo en un nimero finito

de curvas continuas. En otras palabras, f tiene que ser
integrable sobre R.
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Figura 5.7. (a) Integrar primero con respecto a y luego con respecto a x
para encontrar el area A(z) y luego el volumen V; (b) integrando primero
con respecto a z y luego con respecto a y para encontrar el area A(y) y
luego el volumen V.

B Ejercicio Usando el teorema de Fubini

Usa el teorema de Fubini para calcular la integral doble

//Rf(a:,y)dAdondef(:v,y) =zyR=[0,2] x [0,1].

(% Solucién

La doble integracion en este ejemplo es lo suficientemente simple
como para usar el teorema de Fubini directamente, lo que nos
permite convertir una integral doble en unaintegral iterada.
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En consecuencia, ahora estamos listos para convertir todas las
integrales dobles en integrales iteradas y demostrar cémo las
propiedades enumeradas anteriormente pueden ayudarnos a evaluar
integrales dobles cuando la funcién f(z,y) es mas compleja. Ten en

cuenta que el orden de integracion se puede cambiar.

B Ejercicio [lustrando las propiedades iy ii

Evaluar la doble integral //(:cy—3acy2)dA donde R =
R
{(z,y)0<z<2,1<y<2}

(% Solucién

B Ejercicio llustrando la propiedad v

Sobre la region R = {(z,y)|1 < z < 3,1 <y < 2}, tenemos
2 < 2% 4 y? < 13. Encuentra un limite inferior y superior para
laintegral [[}, (z* + y?)dA.

(% Solucién

B Ejercicio llustrando la propiedad vi

Evaluar la integral [[eYcoszdA sobre la region R =
{(z,y)o<z<F,0<y<1}

(w) Solucién
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En la siguiente escena interactiva, disefiada en GeoGebra por
Andreas Lindner, puedes interactuar con el ejercicio anterior, donde
f(z,y) = eYcosx

Function f(x.y) = "y cos(x) 0 sxsmwi2 0 =ys 1 \/1 et
=095

= 157
(o] Imegral 0 K. e j (&% coala))ds = &
n

| | iegratfory:

Como mencionamos anteriormente, cuando usamos coordenadas
rectangulares, la integral doble sobre una regién R denotada por

// f(z,y)dA puede escribirse como // f(z,y)dzdy o
R

/ f(z, y)dydz. El siguiente ejercicio se muestra que los resultados
R

son los mismos independientemente del orden de integracién que
elijamos.
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B Ejercicio Evaluacion de unaintegral iterada de dos
maneras

Volvamos a la funcién f(z,y) = 3z> —y de uno de los
ejercicios anteriores, esta vez sobre la regién rectangular R =
[0,2] x [0,3]. Usa el teorema de Fubini para evaluar
[J f(z,y)dA de dos maneras diferentes:

a. Primerointegracon respecto a y, luego con respecto a z;

b. Primero integra conrespecto a z, luego con respecto ay

(%) Solucién

En el siguiente ejercicio, vemos que en realidad puede ser beneficioso
cambiar el orden de integracion para facilitar el calculo. Volveremos a
esta idea varias veces en este capitulo.

B Ejercicio Evaluacion de unaintegral iterada de dos
maneras

Considera la integral doble [, zsen(xy)dA sobre la region
R ={(z,y)|0 <z <3,0 <y <2} (Figura5.8).

Expresa la integral doble de dos maneras diferentes.

b. Analizasievaluar laintegral doble de una manera es mas
facil que la otray por qué.

c. Evaluarlaintegral.
(%) Solucién
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Z = fix. ¥) = x sin(xy)

3
T

Figura 5.8. La funcion z = f(z,y) = zsen(zy) sobre la region rectangular
R =10,7] x [1,2].

5.2.4 Aplicaciones de integrales dobles

Las integrales dobles son muy Utiles para encontrar el area de una
region delimitada por curvas de funciones. Describimos esta
situacién con mas detalle en la siguiente seccién. Sin embargo, si la
region es de forma rectangular, podemos encontrar su éarea
integrando la funcién constante f(z,y) = 1 sobre laregion R.

DEFINICION
El drea de laregion R viene dada por A(R) = // 1dA.
R
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Esta definicion tiene sentido porque usar f(z,y) = 1y evaluar la

integral lo convierten en un producto de largo y ancho. Veamos esta
férmula con un ejemplo y veamos como funciona.

B Ejercicio Encontrar el 4rea usando una integral doble

Encuentra el area de la region R = {(z,y)|0 <z < 3,0 <
y < 2} utilizando una integral doble, es decir, integrando 1
sobre laregion R.

(%) Solucién
Ya hemos visto como se pueden usar integrales dobles para
encontrar el volumen de un sélido limitado anteriormente por una
funcion f(x,y) sobre una regién R proporcionada f(z,y) > 0 para

todos los (z,y) en R. Aqui hay otro ejemplo para ilustrar este
concepto.

B Ejercicio Volumen de un paraboloide eliptico

Encuentra el volumen V del sélido S que esta limitado por el
paraboloide eliptico 2z? + y? + z = 27, los planos = =3 e
y = 3,y los tres planos de coordenadas.

(%) Solucién

Recuerda que definimos el valor promedio de una funcién de una
variable en un intervalo [a, b] como

1 b
fprom = E/a f(a:)da:
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De manera similar, podemos definir el valor promedio de una funcién
de dos variables sobre una region R. La principal diferencia es que

dividimos por un area en lugar del ancho de un intervalo.

DEFINICION
El valor promedio de una funcién de dos variables sobre una
region Res

forom = ﬁ //R f(z,y)dA

En el siguiente ejercicio, encontramos el valor promedio de una
funcion sobre una regién rectangular. Este es un buen ejemplo de
cémo obtener informacién atil para una integracién haciendo
mediciones individuales en una cuadricula, en lugar de tratar de
encontrar una expresion algebraica para una funcién.

B Ejercicio Calculo de la precipitacién pluvial promedio

El mapa del tiempo en la figura 5.10 muestra un sistema de
tormenta inusualmente himedo asociado con los restos del
huracan Karl, que arrojé 4-8 pulgadas (100-200mm) de lluvia
en algunas partes del Medio Oeste del 22 al 23 de septiembre
de 2010. El &rea de precipitaciones medidas 300 millas de este a
oeste y 250 millas de norte a sur. Estima la precipitacion
promedio en toda el drea en esos dos dias.

(%) Solucién
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Figura 5.10. Efectos del huracan Karl, que arrojé 4 — 8 pulgadas (100 —
200mm) de lluvia en algunas partes del suroeste de Wisconsin, el sur de
Minnesota y el sureste de Dakota del Sur en un lapso de 300 millas de este
a oeste y 250 millas de norte a sur.

B Ejercicios

En los siguientes ejercicios, usa la regla del punto medio con
m = 4y n = 2 para estimar el volumen del sélido delimitado por la
superficie z = f(z,y), los planos verticales x = 1,z =2,y =1,y
y = 2,y el plano horizontal z = 0.

1. f(z,y) = 4z + 2y + 8zy (Solucion).
2. f(z,y) = 162> + ¥
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== En los siguientes ejercicios, calcula el volumen del sélido debajo
de la superficie z = f(z,y) y arriba de la region rectangular R

usando una suma de Riemann conm = n = 2, los puntos de muestra
son las esquinas inferiores izquierdas de los subrectangulos de la

particion.

3. f(z,y) = senz—cosy, R = [0, 7] x [0, 7] ( ).

4. f(z,y) = cosz + cosy, R = [0, 7] x [0, 5]

5. Usa la regla del punto medio con m =n = 2 para estimar

// f(z,y)dA, donde los valores de la funcion f en R = [8,10] x
R

[9, 11] se dan en la siguiente tabla ( ).
¥
X q a5 10 10.5 i1
a8 9.8 5 6.7 5 5.6

8.5 9.4 4.5 8 5.4 34

95 6.7 G 4.5 5.4 6.7

6. Los valores de la funcion f en el rectangulo R = [0, 2] x [7,9] se
dan en la siguiente tabla. Estima la integral doble [f}, f(z,y)dA
utilizando una suma de Riemann con m = n = 2. Selecciona los
puntos de muestra para que sean las esquinas superiores derechas de
los subcuadrados de R
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yo=7 yi=8 y2=9

xo=0 | 1022 10.21 9.85
Xy = 1 6.73 9.75 5.63
=2 | 562 7.83 8.21

7. En la siguiente tabla se muestra la profundidad de una piscina
para ninos de 4 pies por 4 pies, medida a intervalos de 1 pie.

a. Estima el volumen de agua en la piscina usando una suma de
Riemann con m = n = 2. Selecciona los puntos de muestra

usando la regla del punto medioen R = [0, 4] x [0, 4].

b. Encuentra la profundidad promedio de la piscina ( ).
y
x| o1 2 3 4
0| 1| 15| 2 25 | 3
11|15 |2 25 | 3
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8. La siguiente tabla muestra la profundidad de un hoyo de 3 pies
por 3 pies en el suelo, medido a intervalos de 1 pie.

a. Estima el volumen del hoyo usando una suma de Riemann con
m=mn=23 y los puntos de muestra sean las esquinas

superiores izquierdas de los subcuadrados de R.

b. Encuentra la profundidad promedio del hoyo.

Y
X 0 1 2 3
0 6 6.5 6.4 6
1 6.5 7 7.5 6.5

9. Las curvas de nivel f(z,y) =k de la funcién f se dan en el
siguiente grafico, donde k es una constante.

a. Aplica la regla del punto medio con m = n = 2 para estimar

laintegral doble // f(z,y)dA,donde R = [0.2,1] x [0,0.8]
R

b. Estima el valor promedio de la funcion f en R ( ).
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10. Las curvas de nivel f(z,y) = k de la funcién f se dan en el
siguiente grafico, donde k es una constante.

a. Aplica la regla del punto medio con m = n = 2 para estimar
la integral doble // f(z,y)dA, donde R =1[0.1,0.5] x
R

[0.1,0.5].
b. Estima el valor promedio de la funcién f enR.
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11. Elsdlido que se encuentra debajo de la superficie z = /4 — y2
y encima de la region rectangular R = [0, 2] x [0, 2] se ilustra en el
siguiente grafico. Evalda la integral doble [, f(z,y)dA, donde
f(z,y) = /4 —1y2 encontrando el volumen del sdlido
correspondiente (Solucion).
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12. Elsélido que se encuentra debajo del plano z = y + 4y encima
de la region rectangular R = [0, 2] x [0, 4] se ilustra en el siguiente
grafico. Evalualaintegral doble [[, f(x,y)dA, donde f(z,y) = y +
4, encontrando el volumen del sélido correspondiente.

P/ “S——

== En los siguientes ejercicios, calcula las integrales
intercambiando el orden de integracion.

13. /_11(/_2(2m+3y+5)dm)dy( ).
14, /02 (/01(x+2ey —3)dac>dy

1: /1:</1:(i/5+f)dz>d:( ).
: /lzn3< ll(x/EvL VY) y) z
17. /M < 0 (ew)dy)d:p( )
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== En los siguientes ejercicios, calcula las integrales
intercambiando el orden de integracion.

21. / / sen(2z)cos(3y)dydx ( ).

/8
22. / / [cotz + tan(2y)]|dzdy
m/ /4

12

23. //—sen Inz) + 1cos(lny)dmdy( ).

oa, // sen lnm)cos lny)d dy
lny
25. //( % +1>dyd:v( ).
2

26. // z2In(x)dydz
1\/51 ,

27. / yarctan( >dyda:( ).
o 1/2

28. // (arcsen z + arcsen y)dydz
0. Jo
1% p2

29. / / ze” ™ dydz ( ).
0o J1
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30, /1 /0 ze* Vdyde
31. /1/1 (\/ﬁf+7>dydx( ).
32. /1/1 (m\l;yquy\l}lf:)d dz

33. //<2+ )dydw( ).
34. //m+y dydx

== En los siguientes ejercicios, encuentra el valor promedio de la
funcién sobre los rectangulos dados.

35 f(z,y) = —z+2y,R=0,1] x [0, 1]( )
36. flz,y) = z* + 2% R = [1,2] x [2,3]

37. f(z,y) = senhzx + senhy, R = [0, 1] x [0, 2] ( ).

38. f(z,y) = arctan(zy), R = [0,1] x [0, 1]

39. Sean fy g dos funciones continuas de modo que 0 < m; <
f(z) < M para cualquier z € [a,b] y 0 < my < g(y) < M, para
cualquier y € [c,d]. Demuestra que la siguiente desigualdad es
verdadera:

myma(b —ac—d)</ / f(z)g(y)dydz < My M(b— a)(c —d)
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== En los siguientes ejercicios, usa la propiedad v. Obtén integrales

dobles y la respuesta del ejercicio anterior para mostrar que las
siguientes desigualdades son verdaderas

40. 62 < [[re @V dA <1, dondeR [0,1] x [0,1]

41, 2 < [[ sen zcos ydA < 48,dondeR (5, 5] <[5, 3]
42. 0 < [[pe Ycos xdA < §,donde R = [0, 5] x [0, 5]

43. 0 < [[p(In z)(In y)dA § (e —1)?,donde R = [1,¢€] x [1, €]
44, Supongamos que f y g son dos funciones continuas tales que
0<my < f(z) < M; para cualquier z € [a,b] v 0<my<
9(y) < M, para cualquier y € [c,d]. Demuestra que la siguiente
desigualdad es verdadera:

(m1 +ms)(b— a)(c— d) < [, [f(z) + g(y)ldydz < (M; +
M,)(b—a)(c—d)

== En los siguientes ejercicios, usa la propiedad v de integrales

dobles y la respuesta del ejercicio anterior para mostrar que las
siguientes desigualdades son verdaderas.

45 2< [fp (e +e7¥')dA < 2.donde R = [0,1] x [0,1]

46. ’;—; < [Jr(sen x + cos y)dA < ”363, donde R =[%,%] x

]

us
6

wlx

b
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47 5e < [Jy (cosw +e¥)dA <, donde R=[0,3] x
0,31

48.

== En los siguientes ejercicios, la funciéon f se da en términos de
integrales dobles.

o =

< [fz (e7¥ — Inz)dA < 2,donde R = [0,1] x [0,1]

a. Determinalaforma explicita de la funcion f.

b. Encuentra el volumen del sélido debajo de la superficie z =
f(z,y)yarribade laregion R.

c. Encuentra el valor promedio de la funcién f en R.

d. Usa un sistema de algebra computacional (CAS) para trazar
z = f(x,y) Yz = fprom €n el mismo sistema de coordenadas.

49. [T f(z,y) = [y [y (xs +yt)ds dt, donde (z,y) € R=
[0,1] x [0, 1] ( )

50. [T] f(z,y) = [, [, [cos(s) + cos(t)]dt ds, donde (z,y) €
R =0,3] x [0, 3]

51. Demuestra quesi fy g son continuas en [a, b] v [c, d], respectivamente,
entonces

b pd

b
/ (F(2) + 9(y))dy dz = (d — ) / f(2)da

+/ab/fg(cy>dydx—<ba)/dcg<y)dy+/cd/:f<x)dwdy
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/ab /cd(yf(x) + zg(y))dydx = %(d2 — c2)(/ab f(:c)dar:) + %(b2 - a2)</cd g(y)dy)

Desmuestra que

Considera la funcién f(z,y) = e~ %", donde (z,y) € R = [~1,1] x
[—1,1]( )

a. Usa la regla del punto medio con m =n = 2,4, ..., 10 para
estimar la integral doble I = [f, e "' dA. Redondea tus
respuestas a las centésimas mas cercanas.

b. Param = n = 2, encuentra el valor promedio de f sobre la
region R. Redondea tu respuesta a las centésimas mas
cercanas.

c. Usaun CAS para graficar en el mismo sistema de coordenadas

el sélido cuyo volumen esta dado por ffR eV dA y el plano

z = fprom-

[T] Considera la funcién f(z,y) = sen(z?)cos(y?), donde

(z,y) € R=[-1,1] x [~1,1].

a.

Usa la regla del punto medio con m =n = 2,4, ...,10 para
estimar la integral doble I = [, sen(z?)cos(y?)dA.
Redondea tus respuestas a las centésimas mas cercanas.

Para m = n = 2, encuentra el valor promedio de f sobre la
region R. Redondea tu respuesta a las centésimas mas
cercanas.
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c. Usaun CAS para graficar en el mismo sistema de coordenadas
el sélido cuyo volumen esté dado por ([}, sen(z?)cos(y?)dA

yelplano z = fprom.

==\ Enlos siguientes ejercicios, se dan las funciones f,,,donden > 1
es un nimero natural.

a. Encuentra el volumen de los solidos S, debajo de las
superficies z = f,,(z,y) y arriba de laregién R.

b. Determina el limite de los volimenes de los sdlidos S,, a
medida que n aumenta sin limite.

55. f(z,y) = 2" +y" + 2y, (z,y) € R=[0,1] x [0, 1]

( )

56. f(@,y) = &+ &, (z,y) € R=[1,2] x [1,2]

57. Demuestra que el valor promedio de una funcién f en una
region rectangular R = [a, b] X [c,d] es

Forom = 7= 320 S0 f (25, ;). donde (=7, y7;) son los puntos
de muestrade la particionde R,donde1 <i <myl<j<n

58. Usa la regla del punto medio con m = n para mostrar que el
valor promedio de una funcién f en una region rectangular R =
[a, b] x [c, d] se aproxima por

1 & 1 1
fprom ~ _QZf _(mi—l +$i)a_(yj—1,yi)
n = 2 2
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59. Un mapa de isotermas es un grafico que conecta puntos que
tienen la misma temperatura en un momento dado durante un
periodo de tiempo determinado. Usa el ejercicio anterior y aplica la
regla del punto medio con m = n = 2 para encontrar la temperatura

promedio sobre la region dada en la siguiente figura ( )
L 38 | 3B ST
33 a ﬂr‘ 45 40 I"-,’g fs d“ .38 36 43 1
3s Sf 46 a5 i { 40 . 39 M /
34 az- { o) -
% 45 47 ! az\ " o5 s
a8 —as— ) a3 lz |\ 43 A a3
= 43 45\l | 4y fas A H o
\ 43l ——" 7|
\s1  ss >3 /50 5fI;
w M 8T 5 s g 53| 56 53=
52, o —ergpuy .o 69 8 65 g5 62 s
2 9 1 75 G
69 68 71 | 73 - ,f‘ 70
0 71 72 s 76 4 83 g~ 80

75 76 | 78 L?m L
Surface Temperature (°F) 78 =77 7% 44

Temperature (°F)

40 50 60 70 80

2.3 Integrales dobles sobre regiones generales

En Integrales dobles sobre regiones rectangulares, estudiamos el
concepto de integrales dobles y examinamos las herramientas
necesarias para calcularlas. Aprendimos técnicas y propiedades para
integrar funciones de dos variables sobre regiones rectangulares.
También discutimos varias aplicaciones, como encontrar el volumen
limitado anteriormente por una funcién sobre una regién
rectangular, encontrar el area por integracién y calcular el valor
promedio de una funcion de dos variables.

En esta seccidn consideramos integrales dobles de funciones
definidas sobre una region D general limitada en el plano.
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La mayoria de los resultados anteriores también se mantienen en
esta situacion, pero algunas técnicas deben extenderse para cubrir
este caso mas general.

5.3.1 Regiones generales de integracion

En la figura 5.12 se muestra un ejemplo de una regién D general
limitada en un plano. Como D esta acotado en el plano, debe existir
una regioén rectangular R en el mismo plano que encierra laregion D,
es decir, existe una region rectangular R tal que D es un subconjunto
de R(D C R).

¥
aix.y) = feay)
R ,/” K
/ \
[ @ ¢
.II ;']
A y
\"x_,___,_/ /
gx.y})=0
0 X|

Figura 5.12. Para una regién D que es un subconjunto de R, podemos
definir una funcion g(z, y) para que sea igual a f(z,y) en cada punto de D
y 0 en cada punto de R que no esté en D.

Supon que z = f(z,y) se define en una region planar D limitada
general como en la figura 5.12. Para desarrollar integrales dobles de
f sobre D, ampliamos la definicion de la funcidn para incluir todos los
puntos en la regién rectangular R y luego usamos los conceptos y
herramientas de la seccion anterior.
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Pero, ¢;como ampliamos la definicion de f para incluir todos los
puntos en R? Hacemos esto definiendo una nueva funcién g(z, y) en
R de lasiguiente manera:

_ Jf(=z,y)si(z,y) €D
9(z,y) = {OSi (z,y) € Ry €D

Ten en cuenta que podriamos tener algunas dificultades técnicas si el
limite de D es complicado. Por lo tanto, suponemos que el limite es

una curva cerrada simple, suave y continua por partes. Ademas, dado
gue todos los resultados desarrollados en integrales dobles sobre
regiones rectangulares utilizaron una funcién integrable f(z,y),

debemos tener cuidado con g(z,y) y verificar que g(z,y) sea una
funcion integrable sobre la regién rectangular R.

Esto sucede siempre que la regién D esté limitada por simples curvas

cerradas. Por ahora nos concentraremos en las descripciones de las
regiones en lugar de la funcién y ampliaremos nuestra teoria
adecuadamente para la integracién.

Consideramos dos tipos de regiones limitadas planas.

DEFINICION

Una region D en el plano zy es de Tipo | si se encuentra entre
dos lineas verticales y las graficas de dos funciones continuas
91(z) y g2(x). Es decir (Figura 5.13),

D ={(z,y)la <z < bgi(z) <y < g2(2)}
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DEFINICION

Una regién D en el plano zy es de Tipo Il si se encuentra entre

dos lineas horizontales y las graficas de dos funciones continuas
hi(y) y ha(y). Es decir (Eigura 5.14),

D = {(z,y)lc <y < d, hi(y) < z < ha(y)}

¥ =0,x)

Y =0,

(= 5 [

Y=g,

Ly = 0,00

= s [F——

¥ = galx)

¥Y=g,x

I PN . ..

0

'
'
|
'
i
:

a

X

0 a

X

0

a

X

Figura 5.13. Una region de Tipo | se encuentra entre dos lineas verticales y
las graficas de dos funciones de .

x =h(y)

x = hy{y)

g

Figura 5.14. Una regién de Tipo Il se encuentra entre dos lineas
horizontales y las graficas de dos funciones de y.
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B Elercidio Descrilbiendo una region como Tipo ly
también como Tipo Il

Considera la region en el primer cuadrante entre las funciones
y=+/z e y =z (Figura 5.15). Describe la regién primero
como Tipo |y luego como Tipolll.

124
10+
0.8+
0.6+
0.4+
0.2+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2%

Figura 5.15. La regién D se puede describir como Tipo | o Tipo II.
(%) Solucién

5.3.2 Integrales dobles sobre regiones no
rectangulares

Para desarrollar el concepto y las herramientas para la evaluacién de
una integral doble sobre una regién general no rectangular, primero
debemos entender la regidon y poder expresarla como Tipo | o Tipo Il
0 una combinacién de ambas. Sin comprender las regiones, no
podremos decidir los limites de las integraciones en integrales
dobles. Como primer paso, veamos el siguiente teorema
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TEOREMAS5.3
Integrales dobles sobre regiones no rectangulares

Supon que g(z, y) es la extensién al rectangulo R de la funcién
f(z,y) definida en las regiones D y R como se muestra en la
figura 5.12 dentro de R. Entonces g(z,y) es integrable y
definimos la integral doble de f(z, y) sobre D por

//Df(w,y)z//Rg(w,y)

El lado derecho de esta ecuacién es lo que hemos visto antes, por lo
que este teorema es razonable porque R es un rectangulo y

ffR 9(z,y)dA se discutid en la seccién anterior. Ademads, la igualdad
funciona porque los valores de g(z,y) son 0 para cualquier punto
(z,y) que se encuentre fuera de D vy, por lo tanto, estos puntos no

agregan nada a la integral. Sin embargo, es importante que el
rectangulo R contenga laregién D.

De hecho, si la region D esta limitada por curvas suaves en un planoy

podemos describirla como Tipo | o Tipo Il o una combinacién de
ambas, entonces podemos usar el siguiente teorema y no tener que
encontrar un rectangulo R que contiene la region.
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TEOREMA 5.4
Teorema de Fubini (forma fuerte)

Para una funcién f(z,y) que es continua en una regién D de
Tipo |, tenemos

[yﬂMMAtﬂU@y@M
_ / [ /gl(w) f(z, y)dy]dm (5.5)

De manera similar, para una funcion f(z,y) que es continua en
una regioén D del tipo Il, tenemos

ﬂ#@ym ﬂWWyM@
—[[A@fmwMPy (5.6)

La integral en cada una de estas expresiones es una integral iterada,
similar a las que hemos visto antes. Observa que, en la integral
interna de la primera expresion, integramos f(z,y) con x siendo

constante y los limites de integracion son g; () y g2 (). En laintegral
interna en la segunda expresion, integramos f(z,y) con ysiendo

constante y los limites de integracién son hy (y) y h2(y).
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B Elercidio Evaluac‘@n d‘e unaintegral iterada sobre
unaregiontipo |

Evalta la integral [[, z?¢®*dA donde D se muestra en la
(Figura 5.16).
(%) Solucién

En el ejercicio anterior, podriamos haber observado la regién de otra
manera,como D = {(z,y)|0 <y < 1,0 < z < 2y} (Figura 5.17).

Yi

(2,1)

X =2y

5 ¥

Figura 5.17.

Esta es unaregion Tipo Il y laintegral se veria asi

y=1 =2y
// z2e™dA = / / z2e™dzdy
D y=0 =0

Sin embargo, si integramos primero con respecto a z, esta integral es

larga de calcular porque tenemos que usar la integracion por partes
dos veces.
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B Elercidio Evaluac'lc’an o.le una integral iterada sobre
unaregion tipo ll

Evalda la integral [[}, (3582 + yQ)dA, donde D =
{(z,y)|[-2<y <3,4*-3 <z <y+3}

(% Solucién

Recordemos desde las integrales dobles sobre las regiones
rectangulares las propiedades de las integrales dobles. Como hemos
visto en los ejercicios aqui, todas estas propiedades también son
validas para una funcion definida en una regién limitada no
rectangular en un plano.

En particular, la propiedad 3 establece:

SiR=SUTySNT = () excepto en sus limites, entonces

//Rf(:c,y)dA://Sf(m,y)dAJr//Tf(m,y)dA

Del mismo modo, tenemos la siguiente propiedad de integrales
dobles sobre una regién limitada no rectangular en un plano

TEOREMAS5.5
Regiones descompuestas en regiones mas pequenas

Supdn que la region D puede expresarse como D = Dy U D,
donde D, y D5 no se solapan excepto en sus limites. Luego
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//D f(z,y)dA = . f(:zc,y)dA+/D2 f(z,y)dAB5.7)

Este teorema es particularmente Gtil para regiones no rectangulares
porque nos permite dividir una regiéon en una unién de regiones de
Tipo | y Tipo Il. Entonces podemos calcular la integral doble en cada
pieza de una manera conveniente, como en el siguiente ejercicio.

B Ejercicio Descomposicién de regiones

Expresa la region D que se muestra en la figura 5.19 como una
union de regiones de Tipo | o Tipo Il, y evalta la integral

Y40, 4)
y = (c+ 27 x=y— ()3
(-2,0) 4N
X
{OI _4}

Figura 5.19. Esta region se puede descomponer en una union de tres
regiones de Tipo | o Tipo Il.

(%) Solucién
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5.3.3 Cambiando el orden de integracion

Como ya hemos visto, cuando evaluamos una integral iterada, a veces
un orden de integracion conduce a un cdlculo que es
significativamente mas simple que el otro orden de integracion. A
veces, el orden de integracién no importa, pero es importante
aprender a reconocer cuando un cambio en el orden simplificara
nuestro trabajo.

Inicialmente, interactla con la siguiente escena interactiva disefiada
en GeoGebra por Kristen Beck, intercambiando el orden de
integracion:

%]

Orden de integracion:

W] dA = da dy

Regidn de integracion:

3 Zr= 3
2l
2 Sy<3

4p=27
—

f f fla,y)da= [Tf{w. o) da:dy
s A

il
= j Aly) dy
L3

Alyp) = area de la region amarilla

fix, y) = 0.5y sen(x) + 2

A continuacion, observa el siguiente ejercicio (puedes usar la escena
anterior cambiando la funcién, pero en lugar de e, usa 2.7182:
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B Ejercicio Cambiando el orden de integracién

Invierte el orden de integracion en la integral iterada

r=1/2 =272 2 , .
[ fyy:O ze® dydr. Luego evalia la nueva integral
iterada.

(% Solucién

Ahora, observa este otro ejercicio:

B Hercidio Evaluacion de unaintegral iterada
invirtiendo el orden de integracion

Considera la integral iterada [, f(z,y)dzdy donde z =
f(z,y) = x — 2y sobre unaregion triangular R que tiene lados
enz =0,y =0,y lalinea z + y = 1. Dibuja la regién y luego
evalla la integral iterada por

1. integrando primero conrespecto a y luego

2. integrando primero con respecto a z.

(%) Solucién

En la siguiente esecna interactiva disefada por Elena Alvarez, se
muestran ejemplos del calculo de integrales dobles de funciones de
dos variables definidas sobre dominios regulares, esto es, dominios
gue son verticalmente simples (barridos por franjas verticales) u
horizontalmente simples (barridos por franjas horizontales). La

funcion la hemos modificado, de acuerdo al ejercicio anterior.
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Elegido el ejemplo, la escena permite representar las curvas que lo
delimitan y describir el dominio como regién horizontal o
verticalmente simple.

Pulsando el botén Ver se muestra para cada ejemplo, la descripcion
del dominio segun el tipo de franja elegida.

Pulsando sobre el botén Calcular se plantea la integral doble como
integrales iteradas (los calculos de las integrales se hacen a través de
una comunicacion entre Descartes)S y GeoGebra).

]
Selectiona un ejemplo Nuevo ejemplo
Calcular la intagral de |a funcion Pasos a sequir:
)= 2y 1. Represantar el dominio “
sobre el domimeo imitado por las curvas i
2. Descnbir &l domino ragular m
¥=0 , y=x , y=slk, x=0 , x=2
3. Plantear la integral fterada

Descripeitn del dominio P
! Franja  Verbcal w 'y
X
& . Yo
1 /
x g el
P
e
0 |<y< |x &
it |
Tl Sx<
Meman nl parrks
o | < y=< |(lx [ P

En el siguiente video, puedes observar cdmo se interactia con la
escena.
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o v [ s hemsar o o
2. tevster aitimrm g [
ARt | yrued =2
TS ...
x
" a2 Faml
¥ ] q.} .

5.3.4 Ciélculo de volimenes, areas y valores
promedio

Podemos usar integrales dobles sobre regiones generales para
calcular volumenes, areas y valores promedio.

Los métodos son los mismos que los de integrales dobles sobre
regiones rectangulares, pero sin la restriccion de una region
rectangular, ahora podemos resolver una variedad mas amplia de

problemas.

B Ejercicio Encontrar el volumen de un tetraedro

Encuentra el volumen del sélido delimitado por los planos x =
0,y=0,2=0y2x+3y+2=6

(% Solucién
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Encontrar el drea de una regidn rectangular es facil, pero encontrar el
area de una region no rectangular no es tan facil. Como hemos visto,
podemos usar integrales dobles para encontrar un area rectangular.
De hecho, esto es muy util para encontrar el drea de una region
general no rectangular, como se indica en la siguiente definicion.

DEFINICION

El 4rea de una regién delimitada por un plano D se define como

laintegral doble // 1dA
D

Ya hemos visto cdmo encontrar areas en términos de integracién
Unica. Aqui estamos viendo otra forma de encontrar areas mediante
el uso de integrales dobles, que pueden ser muy Utiles, como veremos
en las secciones posteriores de este capitulo.

B Ejercicio Encontrar el area de una region

Encuentra el area de la region limitada a continuacién por la
curva y =2 y arriba por la linea y =2z en el primer

cuadrante (Figura 5.24).
(%) Solucién

También podemos usar una integral doble para encontrar el valor
promedio de una funcién sobre una regién general. La definicion es
una extension directa de la férmula anterior.
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Figura 5.24. La region delimitada por y = z° e y = 2z.

DEFINICION

Si f(z,y) es integrable sobre una regién D limitada por el plano
con area positiva A(D), entonces el valor promedio de la
funcion es

1
fprom - m /j;f(x,y)dA

Tenen cuentaque el areaes A(D) = [[, 1dA
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B Ejercicio Encontrar un valor promedio

Encuentra el valor promedio de f(z,y) = Tzy? en la regién
limitada por lalineaz = yylacurvaz = ,/y (Figura 5.25).

A (1, 1)

0.75+4
05+

0.25 4

Figura 5.25. La region delimitadaporz =y y z = /y
(%) Solucién
5.3.5 Integrales dobles impropias

Una integral doble impropia es una integral iintp fdA donde D es
una region ilimitada o f es una funcion ilimitada. Por ejemplo, D =
{(z,y)||z — y| > 2} es una regidn ilimitada, y la funcion f(z,y) =
1/(1 — 2% — 2y* sobre la elipse z%+3y®> <1 es una funcién
ilimitada. Por lo tanto, las dos integrales siguientes son integrales
impropias:
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i. [[,xydA donde D = {(z,y)|lz — y| > 2}
ii. [fp =5z dA donde D = {8z,y)|2> + 3y> < 1}

En esta seccion, nos gustaria tratar con integrales impropias de
funciones sobre rectangulos o regiones simples, de modo que f solo

tenga muchas discontinuidades finitas. No todas esas integrales
impropias pueden ser evaluadas; sin embargo, una forma del teorema
de Fubini se aplica a algunos tipos de integrales impropias.

TEOREMA 5.6
Teorema de Fubini para integrales impropias

Si D es un rectangulo acotado o una regién simple en el plano
definido por {(z,y) : a < z < b,g(x) <y < h(z)} y también
por {(z,y) :c <y <d,j(y) <x <k(y)}y f es una funcion
no negativa en D con finitas discontinuidades en el interior de
D, entonces

z=b py=h(z)
/fdA=/ / f(z,y)dydz
D z=a Jy=g(z)
y=d paz=k(y)
= / / f(z,y)dzdy
y=c Ja=j(y)

Es muy importante tener en cuenta que requerimos que la funcién no
sea negativa en D para que el teorema funcione. Consideramos solo

el caso en el que la funcion tiene muchas discontinuidades dentro de
D.
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B Ejercicio Evaluacién de una integral doble impropia

Considera la funcién f(z,y) = % sobre la region D =
{(z,y):0<z<lz<y<uz

Observa que la funcién no es negativa y es continua en todos los
puntos de D excepto en (0,0). Usa el teorema de Fubini para
evaluar laintegral impropia.

(%) Solucién
Como se mencioné anteriormente, también tenemos una integral

impropia si la region de integracién no tiene limites. Supongamos
ahora que la funcién f es continua en un rectangulo ilimitado R.

TEOREMA 5.7
Integrales impropias en una region ilimitada

Si R es un rectangulo ilimitado como R = {(z,y) :< z <
0,c <y < oo}, entonces cuando existe el limite, tenemos

[lrevaa= [ [ taar)as
= b)) / d < /ab e y)dy) .

El siguiente ejercicio muestra cémo se puede usar este teorema en
ciertos casos de integrales impropias.
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B Ejercicio Evaluacién de una integral doble impropia

Evalta la integral [[}, zye~" V' dA, donde R esta en el primer
cuadrante del plano.

(%) Solucién

En algunas situaciones en la teoria de la probabilidad, podemos
obtener informaciéon sobre un problema cuando podemos utilizar
integrales dobles sobre regiones generales. Antes de repasar un
ejercicio con una integral doble, necesitamos establecer algunas
definiciones y familiarizarnos con algunas propiedades importantes.

DEFINICION

Considera un par de variables aleatorias continuas X e Y, como

los cumpleanos de dos personas o la cantidad de dias soleados y
lluviosos en un mes. La funcién de densidad conjunta f de X e

Y satisface la probabilidad de que (X,Y") se encuentre en una
determinada regién D:

P((X,Y) € D) = //D #(z, y)dA

Dado que las probabilidades nunca pueden ser negativas y
deben estar entre 0 y 1, la funcién de densidad conjunta
satisface la siguiente desigualdad y ecuacion:

fle,y) >0 y //R2f(a:,y)dA: 1
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DEFINICION

Se dice que las variables X e Y son variables aleatorias

independientes si su funcion de densidad conjunta es el
producto de sus funciones de densidad individuales:

f(z,y) = fi(z)f2(y)

B Ejercicio Aplicacion a la probabilidad

En el restaurante de Sydney, los clientes deben esperar un
promedio de 15 minutos por una mesa. Desde el momento en
que se sientan hasta que terminan su comida, se requieren 40
minutos adicionales, en promedio. ;Cual es la probabilidad de
que un cliente pase menos de una hora y media en el
restaurante, suponiendo que esperar una mesa y completar la
comida son eventos independientes?

(%) Solucién

Otra aplicacién importante en la probabilidad que puede involucrar
integrales dobles impropias es el cdlculo de los valores esperados.
Primero definimos este concepto y luego mostramos un ejemplo de
célculo.
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DEFINICION

En la teoria de probabilidad, denotamos los valores esperados
E(X) y E(Y), respectivamente, como los resultados mas
probables de los eventos. Los valores esperados E(X) y E(Y)
estan dados por

B(%) = [[ st wpa y B@) = [[ s(s@)is

donde S es el espacio muestral de las variables aleatorias X e Y

B Ejercicio Encontrar el valor esperado
Encuentra el tiempo esperado para los eventos "esperando una
mesa"y "completando la comida" en el ejercicio anterior.

(%) Solucién

Y Ejercicios

==\En los siguientes ejercicios, especifique si la region es de Tipo | o
Tipo ll.

60. Laregion D delimitadapory =23,y =23+ 1,z =0yz =1
como se muestra en la siguiente figura.
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02 0 02 04 06 08 1.0 12X

61. Encuentra el valor promedio de la funcién f(z,y) = 3zy en la
region graficada en el ejercicio anterior (Solucion).

62. Encuentrael dreade laregion D dada en el ejercicio anterior.
63. Laregion D delimitada por y = senz,y = 1+ senx,x =0y
x = Z como se muestra en la siguiente figura. (Solucion).

2

¥

2.0

154 X 5"

104

o5l y = sin(x)

e R

0 05 10 15 2.0
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64. Encuentre el valor promedio de la funcién f(z,y) = cosz enla
regién graficada en el ejercicio anterior.

65. Encuentre el area de la regiéon D dada en el ejercicio anterior
( ).

66. Laregion D delimitadaporz = y?> — 1y z = /1 — y como se
muestra en la siguiente figura.

—154

67. Encuentra el volumen del sélido debajo de la grafica de la
funcion f(z,y) =xy+ 1 y arriba de la region en la figura del

ejercicio anterior ( ).
68. Laregion D delimitada pory =0,z = -10+yyz =10—y
como se muestra en la siguiente figura.
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69. Encuentra el volumen del sélido debajo de la grafica de la
funcion f(z,y) = x + yy arriba de la region en la figura del ejercicio

anterior (Solucion).
/0. Laregién D delimitada por y = 0,z =y — 1,z = J como se
muestra en la siguiente figura.

Yi
T Ll
3.0 / X= g
25+
20+
15 T X -1 + Y

104
05+
=4

2 A1 0 1 |2%
o054
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71. Laregion D limitada por y =0 ey = 22 — 1 como dado en la
siguiente figura ( ).

Yi
T = =1 1%
/

72. Sea D la region limitada por las curvas de las ecuaciones y =
T, Yy=—xey=2— z2. Explica por qué D no es de tipo | ni Il

73. Sea D la region limitada por las curvas de las ecuaciones y =
costey =4 — z? y el eje z. Explica por qué D no es de tipo | ni Il

( ).

= En los siguientes ejercicios, evalta la integral doble
II;, (2, y)dA sobre laregion D.

74. f(:z:,y):2x+5ny:{(w,y)|0§w§1,w3§y§x3+
1}

75, f(z,y)=1 y D={(z,y)0<z<F,senx <y<1+
sen x} ( ).

76. f(z,y) =2yD ={(z,y)|0 <y <1,y —1<z <arccos y}
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77. fxyy)=xy vy D={(z,y)|-1<y<1lp?—1<=z<

V1I-—y2H ).
78, f(z,y) =seny y D es la region triangular con vértices
(0,0),(0,3) y (3,0).

79. f(z,y) = —x+ 1y D es la regién triangular con vértices
(0,0),(0,2),y(2,2)( ).

== Evalda las integrales iteradas.

1 3z
80. / / (z + y?)dydz.
0 2

Syt
81. / (zy + 1)dydx ( ).
0 2z
e? 2
82. / / (v + In u)dvdu.
e Inu
2 u

(8uv)dvdu ( ).

83. /
1 J—u?-1

1 1—y2
84. / (2:8 + 42%)dzdy.

1 4y
85. / / 4dxdy ( ).
1—- 4y

86. Sea D laregion limitadapory = 1 — 2%,y = 4 — 22,y los ejes
xey

I

a. Demuestraque

1 4—z? 2 4—z?
/ / xdA = / / xdydzx + / / xdydz
D 0 Ji-2? 1 Jo

dividiendo laregién D en dos regiones de Tipo |
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b. EvaIUaIaintegraI// zdA
D

Sea D laregiénlimitadapory = 1,y = z,y = ln x,yelejex

a. Demuestraque

1 T e 1
// a:dA:/ / ydyda:+/ / ydydz dividiendo la
D 0 JO 1 Jine

region D en dos regiones de Tipo |

b. Evall]alaintegral// zdA ( )
D

a. Demuestraque

0 p2-2? 1 p2—z?
/ / yidA = / / yidydz + / / v dydx
D —1J—z 0 T

dividiendo la regién D en dos regiones de Tipo |, donde D =
{(m’y)’y > T,y > —T,Y < 2 — .'132}

b. EvalualaintegraI// Yy dA.
D

Sea D laregion limitadapory = 22,y =z + 2,yy = —x

a. Demuestraque

1 Vo 2 VT
// asz:/ / a:d:rdy+/ / xdxdy dividiendo
D 0 -y 1 y—2z

la region D en dos regiones de Tipo Il, donde D =
{(z,y)ly > 2%y > —z,y<z+2}

b. EvaIL’JaIaintegraI// zdA ( )
D
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90. La regién D limitadapor z = 0,y = 2® + 1,y y = 3 — 22 se
muestra en la siguiente figura. Encuentrael area A(D) de laregion D

2
—_35_1 y=3-Xx
25%
20+
15+
~3-0-

05+
x=0

~10 0 02 04 06 08 1.0 1.2X

91. Laregién D delimitada por y = cosz,y = 4cosz,y z = +3 se

muestra en la siguiente figura. Encuentra el drea A(D) de la regiéon D

( ).

Yi

y =4 + cos X

al

2l
/

[y Y = COS X

: } " } N

-15-1.0-05 9 05 1.0 1.5%
_1.-

92. Encuentra el drea A(D) de la region D = {(z,y)|ly > 1 —
$2,y S 4— x2>y Z 0,33 Z O}
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93. Sea D laregion limitadapory = 1,y = x,y = In x,y el eje .
Encuentra el drea A(D) de laregion D ( ).

94. Encuentra el valor promedio de la funcién f(z,y) = sen yenla
region triangular con vértices (0, 0), (0, 3) y (3, 0).

95. Encuentra el valor promedio de la funcién f(z,y) = —xz + 1en
la region triangular con vértices (0, 0), (0,2) y (2, 2) ( ).

== En los siguientes ejercicios, cambia el orden de integracién y
evalia laintegral.

w/2  pztl
96. / / sen xdydzx
-1 Jo
1 1-z
97. / / xdydx ( ).
00 xjm
98. / / sen y’dxdy
-1
1/2 2+1
99. / / ydzdy ( ).
~1/2J /21
100. Laregién D se muestra en la siguiente figura. Evalua la integral

doble // (x* + y)dA utilizando el orden més facil de integracién.
D
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101. La regién D se da en la siguiente figura. Evalta la integral

doble // (z* — y?)dA utilizando el orden mas fécil de integracién
D
( ).

Yi

102. Encuentra el volumen del sélido debajo de la superficie z =
2z + y? y por encima de la regién delimitadapory = z° ey = z.

103. Encuentra el volumen del sé6lido debajo del plano z = 3z + y
y por encima de la regién determinadapory = z” ey = x ( ).
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Encuentra el volumen del sélido debajo del plano z = — y y
por encima de la region delimitada por x = tan y,z = —tany y
z =1

Encuentra el volumen del sélido debajo de la superficie z = 3

y por encima de la regién plana limitada por x = sen y,x = —sen y,
yr =1( ).

Sea g una funcién positiva, creciente y diferenciable en el
intervalo [a, b]. Demuestra que el volumen del sélido debajo de la
superficie z = ¢g’(x) y por encima de la regién limitada por y =
0,y = g(z),z = a,y & = bviene dado por £ (g*(b) — g*(a))

Sea g una funcién positiva, creciente y diferenciable en el
intervalo [a, b, y sea k un nimero real positivo. Demuestra que el
volumen del sélido debajo de la superficie z = ¢'(x) y por encima de
la region limitada por y = g(z),y = g(x) + k,z = a,y © = b viene
dado por k(g(b) — g(a)).

Encuentra el volumen del sdélido situado en el primer octante y
determinadoporlosplanosz =2,z =0,z +y=1,2 = 0ey = 0.

Encuentra el volumen del sélido situado en el primer octante y
delimitado por los planos ¢ +2y =1,z =0,y =0,2 =4y 2=0
( ).

Encuentra el volumen del sélido delimitado por los planos x +
y=lz—y=1x=0,2=0yz = 10.

Encuentra el volumen del sélido delimitado por los planos x +
y=lLzrz-y=lzt+ty=-l,z—-y=-1,z=1 y z=0
( ).
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Sean S7 y S5 los sélidos situados en el primer octante bajo los
planosz +y + z = 1y x + y + 2z = 1, respectivamente, y sea S el
sélido situado entre 51, S5, = 0,yy = 0.

a. Encuentra el volumen del sélido S;.
b. Encuentra el volumen del sélido .Ss.

c. Encuentra el volumen del sélido S restando los volimenes de
los sélidos S7 y Ss.

Sean S; y S5 los sdlidos situados en el primer octante bajo los
planos2x + 2y + 2z =2y x + y + z = 1, respectivamente, y sea S
el sélido situado entre Sy, So,z = 0,yy = 0.

a. Encuentrael volumen del sélido S;.
b. Encuentra el volumen del sélido S,.

c. Encuentra el volumen del sélido S restando los volimenes de
los sélidos S7 y Ss.

( ).

Sean S; y Ss los sélidos situados en el primer octante debajo
del plano = 4+ y + z = 2 y debajo de la esfera 2 + 3% + 22 =4,
respectivamente. Si el volumen del sélido Sy es %”, determina el
volumen del sélido Ssituado entre S; y S5 restando los volimenes de
estos sdlidos.

Sean S; y S5 los sélidos situados en el primer octante bajo el
plano = + vy + z =2 y delimitados por el cilindro z2 + 3% = 4,
respectivamente.
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a. Encuentra el volumen del sélido S;.
b. Encuentra el volumen del sélido .Ss.

c. Encuentra el volumen del sélido S situado entre S; y Ss
restando los volimenes de los sélidos S7 y Ss.

( ).

116. [T] La siguiente figura muestra la region D delimitada por las
curvasy = sen z,x = 0 ey = *. Usa una calculadora grafica o CAS
para encontrar las coordenadas x de los puntos de interseccion de las
curvas y para determinar el area de la region D. Redondea tus
respuestas a seis decimales.

Y
10+
0.8+
0.6+

0.4+

0.2-

-0.2 02 04 06 08 1.0¥

117. [T]Laregion D delimitada por las curvas y = cos ¢,z =0 e
Yy = x> se muestra en la siguiente figura. Usa una calculadora grafica
o CAS para encontrar las coordenadas x de los puntos de
interseccion de las curvas y para determinar el area de la region D.

Redondea tus respuestas a seis decimales ( ).
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y y = COS X

0.8+

0.6-
=0
0.4+t

X

0.2 -

-02 0/ 02 04 06 08 1.0¥
~0.2¢

118. Supon que (X,Y) es el resultado de un experimento que debe
ocurrir en una regién particular S en el plano zy. En este contexto, la
region S se denomina espacio muestral del experimentoy X e Y son
variables aleatorias. Si D es una region incluida en S, entonces la
probabilidad de que (X,Y) esté en D se define como P[(X,Y) €
D] = [[, p(x,y)dzdy, donde p(z, y) es la densidad de probabilidad
conjunta del experimento. Aqui, p(z,y) es una funcién no negativa

paralacual [ p(z,y)dzdy = 1.

Supdn que un punto (X,Y") se elige arbitrariamente en el cuadrado
[0, 3] x [0, 3] con la densidad de probabilidad

i (=) €10,3] x[0,3]
p(z,y) = ,
0 sino pertenece

Encuentra la probabilidad de que el punto (X,Y") esté dentro del
cuadrado de la unidad e interpreta el resultado.
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Considera X e Y dos variables aleatorias de densidades de
probabilidad p;(z) y p2(x), respectivamente. Se dice que las
variables aleatorias X e Y son independientes si su funcion de
densidad conjunta estd dada porp(z,y) = pi1(x)p2(y). En un
restaurante de autoservicio, los clientes pasan, en promedio, 3
minutos haciendo sus pedidos y 5 minutos adicionales pagando y
recogiendo sus comidas. Supongamos que realiza el pedido y paga
por/recoger la comida son dos eventos independientes X e Y$. Si los

tiempos de espera estdn modelados por las densidades de
probabilidad exponencial

pi(z) =

%e*z/3 z>0
0 otro caso

1,.-y/5 >0
= 56 y -
P (y) {0 otro caso
respectivamente, la probabilidad de que un cliente pase menos de 6
minutos en la linea de autoservicio viene dadapor P[X +Y < 6] =
JIpp(z,y)dzdy, donde D ={(z,y)lz>0,y=>0,z+y<6}
Encuentra P[X + Y < 6] einterpreta el resultado ( ).

[T] El tridngulo Reuleaux consiste en un triangulo equildtero y
tres regiones, cada una de ellas delimitada por un lado del tridngulo y
un arco de un circulo de radio s centrado en el vértice opuesto del
tridngulo. Demuestra que el area de2l tridngulo Reuleaux en Ia
siguiente figura de longitud lateral s es % (7 — V3).
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\_/

121. [T] Demuestra que el area de las lunas de Alhazen, los dos
lunas azules en la siguiente figura, es el mismo que el area del
triangulo rectangulo ABC. Los limites exteriores de las lunas son

semicirculos de didmetros AB y AC, respectivamente, y los limites
interiores estan formados por el circulo del tridngulo ABC.
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2.4 Integrales dobles en coordenadas polares

Las integrales dobles a veces son mucho mas faciles de evaluar si
cambiamos las coordenadas rectangulares a coordenadas polares.
Sin embargo, antes de describir como hacer este cambio,
necesitamos establecer el concepto de una integral doble en una
region rectangular polar.

5.4.1 Regiones de integracion en rectangulos
polares

Cuando definimos la integral doble para una funcién continua en
coordenadas rectangulares, por ejemplo, g sobre una regién R en el

plano zy, dividimos R en subreglangulos con lados paralelos a los
ejes de coordenadas. Estos lados tienen valores x constantes y/o
valores y constantes. En coordenadas polares, la forma con la que
trabajamos es un rectangulo polar, cuyos lados tienen valores r
constantes y/o valores @ constantes. Esto significa que podemos
describir un rectangulo polar como en la (Figura 5.28(a)), con R =
{(r,0)|a <r<ba<b<p}

En esta seccién, buscamos integrar sobre rectangulos polares.
Considera una funcion f(r,6) sobre un rectingulo polar R.

Dividimos el intervalo [a, b] en m subintervalos [r;_1, ;] de longitud
Ar = (b — a)/m y dividimos el intervalo [a, 8] en n subintervalos
[0;-1,0;] de ancho A8 = (8 — ) /n. Esto significa que los circulos
r=r;ylosrayos § =0; paral <i<my1l<j<n dividen el
rectangulo polar R en subrectangulos polares mas pequefios R;;
(Figura 5.28(b)).
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Al ru'A!_\ﬂ

[r;. {r;}

(a) () (c)

Figura 5.28. (a) Un rectangulo polar R (b) dividido en subrectangulos R;;.
(c) Primer plano de un subrectangulo.

Como antes, necesitamos encontrar el d&rea AA del subrectangulo
polar R;; y el volumen “polar” de |a caja delgada sobre R;;. Recuerda
gue, en un circulo de radio 7, la longitud s de un arco subtendido por
un angulo central de 6 radianes es s = 6. Observa que el rectangulo
polar R;; se parece mucho a un trapezoide con lados paralelos
ri_1A0 y ;A0 y con un ancho Ar. Por tanto, el area del
subrectangulo polar R;; es

1
AA = §AT(TZ',1A0 + TlAg)
Simplificando y dejando r; = %(ri_l +7;), tenemos AA=

r;"jArAG. Por lo tanto, el volumen polar de la caja delgada sobre R;;
se muestraen la figura 5.29.

694


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/imagenes/cap5/529.png

X

Figura 5.29. Hallando el volumen de la caja delgada sobre el rectangulo
polar R;;.

Usando la misma idea para todos los subrectangulos y sumando los
volumenes de las cajas rectangulares, obtenemos una suma doble de
Riemann como

m n

SN £, 65)rAr 00

i=1 j=1

Como hemos visto antes, obtenemos una mejor aproximacién al
volumen polar del sélido por encima de la regién R cuando dejamos

gue m y n se hagan mas grandes. Por lo tanto, definimos el volumen
polar como el limite de la suma doble de Riemann

- mlrllgloo Z Z f 1]3 Zj)r;'ijT'Ae

i=1 j=1

Esto se convierte en la expresion de la integral doble.
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DEFINICION

La integral doble de la funcién f(r, ) sobre la region polar R en
el plano r0 se define como

/ g f(r,0)dA = Tim Z Z £, 0%)

i=1 j=1

= lim Z Z F(r};,05)r; ArAg (5.8)

i=1 j=1

Nuevamente, al igual que en las integrales dobles sobre regiones
rectangulares, la integral doble sobre una regién rectangular polar
puede expresarse como una integral iterada en coordenadas polares.

Por lo tanto,

//R f(r,9)dA:/Rf(r,e)rdrdez/:j /T:bf(r,G)rdrdH

Observa que la expresién para d A se reemplaza por rdrdf cuando se
trabaja en coordenadas polares. Otra forma de ver la integral doble
polar es cambiar la integral doble en coordenadas rectangulares por
sustitucion. Cuando la funcién f se da en términos de z e y, usando

x = rcost,y = rsenf,y dA = rdrdflacambiaa

//R f(z,y)dA = //R f(rcos0, rsenf)rdrdd
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Ten en cuenta que todas las propiedades enumeradas en Integrales
dobles sobre regiones rectangulares para la integral doble en
coordenadas rectangulares también son validas para la integral doble
en coordenadas polares, por lo que podemos usarlas sin dudarlo.

B Ejercicio Dibujar una region polar

Dibuja la regién rectangular polar R = {(r,6)|1 <r < 3,0 <
0 <~}

(% Solucién

Ahora que hemos esbozado una regién polar, demostremos cémo
evaluar una integral doble sobre esta regién mediante el uso de
coordenadas polares.

B Hercidio Eva'IEJauon de unaintegral doble sobre una
regién polar

Evalda la integral // 3xzdA sobre la region R = {(r,6)|1 <
R
r<20<6<m}.

(%) Solucién
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la conversién de coordenadas

Evaluacion de unaintegral doble mediante
B Ejercicio
rectangulares

Evalla la integral // (1 — 2% — y*)dA donde R es el circulo
R

unitario en el plano zy.

(%) Solucién

la conversidn de coordenadas

Evaluacion de unaintegral doble mediante
B Ejercicio
rectangulares

Evalua laintegral // (z + y)dAdonde R = {(z,y)|1 < z* +
R
y* <4,z <0}

(%) Solucién
5.4.2 Regiones polares generales de integracion

Para evaluar la integral doble de una funcién continua mediante
integrales iteradas sobre regiones polares generales, consideramos
dos tipos de regiones, analogas a Tipo | y Tipo || como se discutio para
coordenadas rectangulares en Integrales dobles sobre regiones
generales.
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Es mas comun escribir ecuaciones polares como r = f(6) que 6 =
f(r), por lo que describimos una regién polar general como R =
{(r,0)|a <0 < B,h1(0) < r < he(0) (ver lasiguiente figura).

r = hy(0)

~ hy(0)

Figura 5.32. Una region polar general entre a <8 <8y hi(f) <r <
ha (6).

TEOREMA 5.8
Integrales dobles sobre regiones polares generales

Si f(r,8) es continua en una regién polar general D como se
describié anteriormente, entonces

/f (r,0)rdrdd = /0 / e f(r,0)rdrdd (5.9)
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B Hercidio Eva.lyaaon de unaintegral doble sobre una
region polar general

Evalta la integral // r’senfrdrdf donde D es la region
D

limitada por el eje polar y la mitad superior del cardioide r =
1+ cosé.

(% Solucién

Terminamos este apartado con una escena interactiva disefada por
Elena Alvarez. En esta escena se muestran ejemplos del célculo de
integrales dobles de funciones de dos variables definidas sobre
dominios que pueden expresarse utilizando coordenadas polares
(observa, inicialmente, el video de cdmo se puede interactuar).

Gita ol purto rop0 alrededor gl ongen
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a0 |=t< gpe

2={1-cosii) | = e |2'|_1+cow}:- I

e g ——

l i o pumm o seeded el ciges

5.4.3 Areas y volimenes polares

Como en las coordenadas rectangulares, si un solido S esta limitado
por la superficie z = f(r, ), asi como por las superficies r = a,r =
b,0 = ay 8 = 3, podemos encontrar el volumen V de S por doble
integracién, como

V= //R f(r,0)rdrdf = /oij /r;b f(r,0)rdrdf

Si la base del sélido se puede describir como D = {(r,0)|a < 6 <
B,h1(0) < r < he(8), entonces la integral doble para el volumen se
convierte en
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6=B pr=hy(6)
Vz// f(r,@)rdrde/ f(r,0)rdrdd
R 0=a 7

=h1(0)
llustramos esta idea con algunos ejercicios.

B Ejercicio Encl;?ntrar un volumen usando una integral
oble

Encuentra el volumen del sélido que se encuentra debajo del
paraboloide z = 1 — 2% — 42 y arriba del circulo unitario en el

plano zy (vea la siguiente figura).

1.0

Figura 5.34. El paraboloide z = 1 — 22 — 3?2

(%) Solucién
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B Elercidio Sn(t:)?ntrar un volumen usando una integral
oble

Encuentra el volumen del sélido que se encuentra debajo del
paraboloide z =4 — x2 — y? y arriba del disco (z —1)% +
y? = 1 en el plano zy. Observa el paraboloide en la figura 5.35
intersectando el cilindro (z — 1)2 + y? = 1 arriba del plano zy.

(-1 +y2=1

X

Figura 5.35. Encontrar el volumen de un sodlido con una tapa
paraboloide y una base circular.

Solucién
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Observa en el siguiente ejercicio que la integracién no siempre es
facil con coordenadas polares. La complejidad de la integraciéon
depende de la funciéon y también de la regién sobre la que
necesitamos realizar la integracion. Si la regidon tiene una expresion
mas natural en coordenadas polares o si f tiene una antiderivada mas
simple en coordenadas polares, entonces el cambio en las
coordenadas polares es apropiado; de lo contrario, usa coordenadas
rectangulares.

B Bercido CIin;lontrar un volumen usando una integral
oble

Encuentra el volumen de la regién que se encuentra debajo del
paraboloide z = z2 + y2 y encima del tridngulo encerrado por

laslineasy = z,x = 0yx + y = 2 enel plano zy (Eigura 5.36)

(% Solucién

Para responder a la pregunta de cémo se encuentran las férmulas
para los volumenes de diferentes sélidos estandar, como una esfera,
un cono o un cilindro, queremos demostrar un ejemplo y encontrar el
volumen de un cono arbitrario.

B Elercicio gnglontrar un volumen usando una integral
oble

Usa coordenadas polares para encontrar el volumen dentro del
cono z = 2 — z? + y? y arriba del plano zy.

(% Solucién
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Al igual que con las coordenadas rectangulares, también podemos
usar coordenadas polares para encontrar areas de ciertas regiones
usando una integral doble. Como antes, necesitamos entender la
region cuya area queremos calcular. Dibujar un grafico e identificar la
region puede ser Gtil para darte cuenta de los limites de la
integracion. En general, la férmula del drea en doble integracion se

vera como
i B rh2(9)
Area A = / / 1rdrdf
a Jhl(8)

B Ejercidio Encontrar un drea usando una integral
doble en coordenadas polares

Evalla el area delimitada por la curvar = cos48.
(%) Solucién
B Ejercicio Encontrar el 4rea entre dos curvas polares

Encuentra el drea encerrada por el circulo 7 = 3cosf y el
cardioider = 1 + cos#.

(w solucién
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B Hercidio Evaluacion de unaintegral doble impropia
en coordenadas polares

Evalta laintegral // e 10 (a*++) dzdy
R2

(% Solucién

B Ejercicios

‘1-" . . . . . .7
(== En los siguientes ejercicios, exprese la regién D en coordenadas
polares.

122. D eslaregion del disco de radio 2 centrada en el origen que se
encuentra en el primer cuadrante.

123. D es laregion entre los circulos de radio 4 y radio 5centrada
en el origen que se encuentra en el segundo cuadrante ( ).
124. Deslaregiénlimitadaporelejeyyz = /1 — 32

125. Deslaregiénlimitadaporelejezyy = v2 — z2 ( ).
126. D = {(z,y)|z? + y* < 4z}

127. D = {(z,y)|z* + y* < 4y} ( ).

‘1-" . . . . . 7 .7
== En los siguientes ejercicios, se muestra la grafica de la regién
polar D. Expresa D en coordenadas polares.
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128.

129. (Solucién)

130.
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131. (Solucién)

132. En el siguiente grafico, la region Desta situada debajode y =
xyestalimitadaporz =1,z = 5ey = 0.

¥
54

133. En el siguiente gréfico, la regién D estd limitada por y = z e
y = x2 (Solucion)
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2y . . . . . , .
= En los siguientes ejercicios, evalia la integral doble

/ f(z,y)dA sobre laregién rectangular polar D.
R

134.
135.

(

136.
137.

(

138.
139.

flz,y)=a?+y*, D ={(r,0)3<r<5,0<0 < 2n}
fly)=z+y,D={(r,0)3<r<50<6<2n}

)
fz,y) =a® +ay, D ={(r,0)[1 <7 < 2,m <0 < 2m}

f(fC y) =a!+y, D= {(r,0)1 <r<23% <g<2r}

f(acy—r_r:\/:z:?—l—y D={(r,0)j0<r<1 %S@Sﬂ'}
flz,y) = z* + 22°y° + o,

D={(r0)3<r<4,T<f<Z} )

140.

f(z,y) = sen (arctan*y) )

D={(r0)1<r<2I<g<T

’6_
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141, f(z,vy) —arctan( ) r0)]2<r<3§ egg}

( )

142, f(z,y) = [, et v’ [1 + 2arctan? }dA
D:{(r,0)|1§r§2,%§0§ %}

143, f(=,9) = [, (ew2+y2 + z* + 2229% + y4) arctan(%),
D={(r0)1<r<27<60<3} )

== En los siguientes ejercicios, las integrales se han convertido a
coordenadas polares. Verifica que las identidades sean verdaderas y

elige la forma mas facil de evaluar las integrales, en coordenadas
rectangulares o polares.

w/4  p2sech
144, // x +y dyda:—/ / r3drdf
sech

3 tanfsect
145. / / 7dyd:v = / / rcosfdrdf
2 Jo +/x?+y? 0 0

T 1 /4 tanfsecl
146. / / ————dydx = / / drdf
0 Jaz /22 + 92 0 0
1 pz w/4  ptanBsecd
147. / / — Y dydz / rsenfdrdf
0 Jaz /2?2 + 92 0 0

== En los siguientes ejercicios, convierte las integrales a
coordenadas polares y evaltalas.
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3 9— y2
148. / (z* + y*)dzdy
0 Jo

2

2 4—y 9
149. // (2 + ?) dady ( )
0

4—y?

1- m2
150. / / (z + y)dydz

V16—z2
151. // senm —I—y)dydw( )

V16—22

j

152. Evaltalaintegral [}, rd A donde D es la region limitada por el
eje polar y la mitad superior del cardioide r = 1 + cos#.

153. Encuentra el drea de la region D limitada por el eje polar y la
mitad superior del cardioide r = 1 + cos# ( )

154. Evalua la integral [[,7dA, donde D es la region delimitada
por la parte de larosa de cuatro hojas r = sen26 situada en el primer
cuadrante (ver la siguiente figura).
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155. .Hallael drea total de la regién encerrada por la rosa de cuatro
hojas $r = sen 2\theta (observa la figura del ejercicio anterior)

( )

156. Encuentra el drea de la region D, que es la regién delimitada

pory =+4— a2,z =+3,2=2ey=0.

157. Encuentra el drea de la region D, que es la regién dentro del
discoz? + y?> < 4yaladerechadelalineaz = 1 ( )

158. Determina el valor promedio de la funcién f(z,y) = 2 + y>
sobre la region D limitada por la curva polar r = cos26, donde
—% <0< % (ver el siguiente grafico).

0.5
0.4
0.3

0.2

0.1 D

0Z 04 06 08 10
—0.2

-0.2
0.3
0.4

-0.5

159. Determina el valor promedio de la funcién f(z,y) = 2 + y?

sobre laregién D limitada por la curva polar r = 3sen26,donde 0 <
8 < 7 (ver el siguiente gréfico) ( )
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U

20+

15+

10+

0.54

0o 05 10 15 20  25%

160. Encuentra el volumen del sélido situado en el primer octante y
delimitado por el paraboloide z = 1 — 4z? — 4y? y los planos & =

0,y=0yz=0.

161. Halla el volumen del sélido delimitado por el paraboloide z =
2—9m2—9y2yelplanoz:1( )

162.

a. Encuentra el volumen del sélido S; limitado por el cilindro
z?+y? =1ylosplanosz =0y z = 1.

b. Encuentra el volumen del sélido S, fuera del cono doble 22 =
z2 + 32, dentro del cilindro 22 + 2 = 1 y por encima del
plano z = 0.

c. Encuentra el volumen del sélido dentro del cono 2z? = z2 + y2
y debajo del plano z =1 restando los volimenes de los
solidos S7y Ss.
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163.

a. Encuentra el volumen del sélido S; dentro de la esfera
unitaria z? + y? 4+ 22 = 1y por encimadel plano z = 0.

b. Encuentra el volumen del sélido S, dentro del cono doble
(2 — 1)2 = 2% + y? y por encima del plano z = 0.

c. Encuentra el volumen del sélido fuera del cono doble (z —
1)2 = 22 + y?ydentrodelaesferaz® + y? + 22 = 1.

(Solucién)

== Para los dos ejercicios siguientes, considera un anillo esférico,
gue es una esfera con un orificio cilindrico cortado de modo que el eje
del cilindro pase por el centro de la esfera (consulte la siguiente
figura).

164. Silaesferatiene radio 4 vy el cilindro tiene radio 2, encuentra el
volumen del anillo esférico.

165. Se perfora un agujero cilindrico de 6 ¢m de didametro en una
esfera de 5 ¢m de radio tal que el eje del cilindro pasa por el centro
de la esfera. Encuentra el volumen de el anillo esférico resultante
(Solucioén)
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Encuentra el volumen del sélido que se encuentra debajo del
cono doble 2% = 422 + 442, dentro del cilindro 2% 4 y? = x, y sobre
el planoz = 0.

Encuentra el volumen del sélido que se encuentra debajo del
paraboloide z = z? + 3?, dentro del cilindro z? +y? =z, y por
encimadel planoz = 0 ( )

Encuentra el volumen del sélido que se encuentra debajo del
planoz + y + z = 10y por encima del disco 22 + y? = 4x.

Encuentra el volumen del sélido que se encuentra debajo del
plano 2z +y+2z =28 y sobre el disco unitario z?+y?> =1
( )

Una funcion radial f es una funcién cuyo valor en cada punto

depende Unicamente de la distancia entre ese punto y el origen del
sistema de coordenadas; es decir, f(z,y) = g(r), donde r =

v/ 2% + y%. Demuestra que si f es una funcién radial continua,
entonces  [[, f(x,y)dA = (0; — 61)[G(Rz) — G(R,;)], donde
G'(r)=rg(r)y (z,y) € D={(r,0)|R1 <r < Ry,0 <0 <27},
con0 < Ry < Ray0 <6 <6y <27

Usa la informacion del ejercicio anterior para calcular la
integral [[, (:1:2 + y2)3dA donde D es el disco unitario ( )

Sea f(z,y) = /( ) una funcién radial continua definida en la
region anular D = {(r, 0){R1 <r < Ry,0<0<2r}, donde r =
Vel +1y2,0< R <Ry y F es una funcion diferenciable.
Demuestraque [[, f(x,y)dA = 2n[F(R;) — F(Ry)].

Apllca el ejercicio anterior para calcular la integral

ffD ; vr? dxdy, donde D es la region anular entre los circulos de

radios 1y 2 situados en el tercer cuadrante ( )
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Sea f una funcion continua que se puede expresar en
coordenadas polares en funcién de 8 solamente; es decir, f(z,y) =
h(8), donde (z,y) € D = {(r,0)|R1 <7 < R3,01 <6 < 65}, con
0<R; <Ryy0 <6 <0y <2m}. Demuestra que
[f, f(z,y)dA = 1 (R} — R2)[H(62) — H(6,)], donde H es una
antiderivada de h.

Aplica el ejercicio anterior para calcular la integral ffD %;dA,
donde D = {(r,0)[1 <r <2,Z <6< Z}( )

Sea f una funcion continua que se puede expresar en
coordenadas polares en funcién de 8 solamente; es decir, f(z,y) =
g(r)h(8), donde (z,y) € D = {(r,0)|R1 <r < R,,601 <0 < 62}
con 0<Ri <Ry v 0<60:1<86:2<2mw. Demuestra que
[f;y #(2,9)dA = [G(Ry) — G(Ry))[H(62) — H(6:)], donde Gy H
son antiderivadas de g y h, respectivamente.

Evalda [[,, arctan (%) /22 4 y2dA, donde D = {(r,6)[2 <
r<3,5<6<7}( )

Un casquete esférico es la regién de una esfera que se
encuentra por encima o por debajo de un plano dado.

a. Demuestra que el volumen del casquete esférico en la primera
figura, que se muestra a continuacion, es tmh (3a? + h?).

b. Un segmento esférico es el sélido definido por la interseccion
de una esfera con dos planos paralelos. Si la distancia entre los
planos es h, demuestra que el volumen del segmento esférico

en la segunda figura, que se muestra a continuacién, es
3mh(3a® + 3b° + h?).
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179. En estadistica, la densidad conjunta de dos eventos
independientes distribuidos normalmente con una media =0y

una distribucion estandar o se define mediante p(z,y) =

1 2 . .
s——z€ 2 .Considera (X,Y), las coordenadas cartesianas de una

bola en la posicion de reposo después de que se solté desde una
posicién en el eje z hacia el plano zy.
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Supdn que las coordenadas de la pelota se distribuyen normalmente
de forma independiente con una media p =0 y una desviacién

estandar de o (en pies). La probabilidad de que la bola se detenga a
no mas de un pie del origen estd dada por P[X2 + Y?] < a?] =
[I, p(z,y)dydz, donde D es el disco de radio a centrado en el
origen. Demuestra que P[X? + Y2 < a2 = 1—e /27",

La integral doble impropia [~ [ e~V /2dydz puede
definirse como el valor limite de las integrales dobles

2 2 . . .
ffD e 1Y /2d A sobre discos D, de radios a centrados en el origen,
a
como a aumenta sin limite; es decir

/00 /OO e @ V' 2dydy = lim // e @244
00 J —c0 a—oo J/p,

a. Usacoordenadas polares para demostrar que

/ / e TV R dyde = 2

0o g2 .z
b. Demuestraque ffoo e */2dz = v/2m, usando larelacion

/00 /00 e‘$2+y2/2dyd:v = (/00 e_$2/2dw) </00 e_y2/2dy)
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2.5 Integrales triple

En Integrales dobles sobre regiones rectangulares, discutimos la
integral doble de una funcién f(z,y) de dos variables sobre una
regioén rectangular en el plano. En esta seccién definimos la integral
triple de una funcién f(z, y, z) de tres variables sobre una caja sélida
rectangular en el espacio, R3. Mas adelante en esta seccién
ampliamos la definicién a regiones mas generales en R3.

5.5.1 Funciones integrables de tres variables

Podemos definir una caja rectangular B en R?® como B =
{(z,y,2)la<zx<bc<y<de<z<f} Seguimos un
procedimiento similar al que hicimos en Integrales dobles sobre
regiones rectangulares. Dividimos el intervalo [a,b] en [

xT; — T
subintervalos [z;_1, ;| de igual longitud Az = %, dividimos

el intervalo [c,d] en m subintervalos [y;_1,y;| de igual longitud

Ay = M, y dividimos el intervalo [e, f] en n subintervalos
m
2k — 2k
[zi-1,2)] de igual longitud Az = LR Luego, la caja
n

rectangular B se subdivide en Imn subcajas B;j; = [xi_1,%;] X
[Yi-1,¥:i] X [2i_1, 2;], como se muestra en la figura 5.40.

Para cada i, j y k, considera un punto de muestra (T30 Yijs 2551,) €N
cada subcaja BY*. Vemos que su volumen es AV = AzAyAz.
Forma la suma triple de Riemann

>y

i=1 j=1 k=

n

F(@5ks Yiges zip ) AT Ay Az
1
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X

Figura 5.40. Una caja rectangular en R? dividida en subcajas por planos
paralelos a los planos de coordenadas.

Definimos la integral triple en términos del limite de una suma triple
de Riemann, como hicimos para la integral doble en términos de una
suma doble de Riemann.
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DEFINICION

La integral triple de una funcion f(z,y,z) sobre una caja
rectangular B se define como

! m n
im YN (el vl 2 AzAyAz

l,m,n—00
i=1 j=1 k=1

_ //B f(z,y, 2)dV (5.10)

si este limite existe

Cuando existe la integral triple en B, se dice que la funcién f(z,y, z)
es integrable en B. Ademas, la integral triple existe si f(z,y, z) es
continua en B. Por lo tanto, usaremos funciones continuas para
nuestros ejemplos. Sin embargo, la continuidad es suficiente pero no
necesaria; en otras palabras, f estd limitada a B y es continua
excepto posiblemente en el limite de B.

*

El punto de muestra (xijk, y;‘jk, z;‘jk) puede ser cualquier punto de la
subcaja rectangular B;j;, y todas las propiedades de una integral
doble se aplican a una integral triple. Asi como la integral doble tiene
muchas aplicaciones practicas, la integral triple también tiene
muchas aplicaciones, que discutiremos en secciones posteriores.
Ahora que hemos desarrollado el concepto de integral triple,
necesitamos saber como calcularla. Al igual que en el caso de la
integral doble, podemos tener una integral triple iterada y, en
consecuencia, existe una version de la misma de Fubini para
integrales triples.
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TEOREMAS5.9
Integrales dobles sobre regiones polares generales

Si f(z,y, z) es continua en una caja rectangular B = [a, b] X
[c,d] % [e, f], entonces

///B f(@,y,2)dV = / f / d / bf(ar,y, z)dxdydz

Esta integral también es igual a cualquiera de los otros cinco
posibles ordenamientos para la integral triple iterada.

Para los numeros reales a,b,c,d,e y f, la integral triple iterada se
puede expresar en seis ordenamientos diferentes:

/ef /cd /abf(w,y, 2)dxdydz

= /ef(/cd(/ab f(z,y, z)dz)dy)dz = /Cd(/ef(/ab f(z,y, z)dx)dz)dy
— /ab(/ef(/cdf(m,y,z)dy)dz)da: = /ef(/ab(/cdf(x,y, z)dy)dz)dz
- /cd(/ab(/ef f(z,y, 2)dz)dz)dy = /ab(/cd(/ef f(z,y,2)dz)dy)dz

Para una caja rectangular, el orden de integracién no hace ninguna
diferencia significativa en el nivel de dificultad en el calculo.
Calculamos integrales triples usando el teorema de Fubini en lugar de
usar la definiciéon de suma de Riemann.
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Seguimos el orden de integracion de la misma manera que lo hicimos
para las integrales dobles (es decir, de adentro hacia afuera).

B Ejercicio Evaluacién de una integral triple

z=1 y=4 pz=5
Evalda laintegral triple/ / / (z + y2?)dzdydz.
2=0 y=2 =1

(% Solucién

B Ejercicio Evaluacién de una integral triple

Evalta la integral triple [[[; 22yzdV donde B = {(z,y, z)| —
2<z2<1,0<y<3,1<z<5}(vefigura).
Z

(-2,0,5) (-2.3.5

(5 | (1.3.5)

(-2,0,1) (=2,3,1)

(1, 0.1)/ 5 .3.1) X7

X

Figura 5.41. Evaluando una integral triple sobre una caja rectangular
dada.

(%) Solucién
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5.5.2 Integrales triples sobre una region acotada
general

Ahora expandimos la definicion de integral triple para calcular una
integral triple sobre una regién acotada mas general E en R3. Las

regiones delimitadas generales que consideraremos son de tres tipos.
Primero, sea D laregion acotada que es una proyeccion de E sobre el

plano zy. Supén que la regién E en R3 tiene la forma

E ={(z,y,2)|(z,y) € D,u1(z,y) < z < us(z,y)}

Para dos funciones z=w(z,y) y z=us(x,y), tales que
ui(z,y) < uz(z,y) para todo (z,y) en D como se muestra en la
siguiente figura.

Z = Uyx.y)

Z = u(x )

Figura 5.42. Podemos describir la regién E como el espacio entre ui (z, y)
y u2(z, y) sobre la proyeccién D de E sobre el plano zy.
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TEOREMA 5.10
Integral triple sobre una Regién General

La integral triple de una funcién continua f (x, y, z) sobre una
region tridimensional general

E = {(z,9,2)|(z,y) € D,u(z,y) < z < up(z,y)}

enR3, donde D es la proyeccién de E sobre el plano zy, es

// [ 1w 2av = / /D [ / ((:) Al )it |

De manera similar, podemos considerar una region general limitada
D en el plano zz y dos funciones y = uy(z, 2) € y = us(x, 2) tales
que u;(z, z) < ug(z, z) para todo (z,z) en D. Entonces podemos
describir laregién sélida E en R® como

E = {(w,y,z)|(:c,z) S D?ul(m’z) Sy< uz(x,z)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano xzz y la integral triple es

///E fe:9,2)dV = / /D [ /u u((m)) f(z,y,2)dy|dA

Finalmente, si D es una regién limitada general en el plano yz y
tenemos dos funciones = = u;(y,2) v * = us(y, 2) tales que
u1(y, 2) < ua(y, 2) para todo (y, z) en D, entonces la region sélida
E enR3 se puede describir como
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E = {(x’yvzﬂ(y’z) S D’ul(y’z) Sz < u2(y,z)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano yz y laintegral triple es

///E f(z,y,2)dV = //D |:/7:L(231(:Z)f(m,y, 2)dz |dA

Observa que la region D en cualquiera de los planos puede ser de

Tipo | o Tipo Il como se describe en Integrales dobles sobre regiones
generales. Si D en el plano zy es de Tipo | (Figura 5.43), entonces

E = {(maya Z)‘a <z < bagl(m) <y< 92(33)7“1(37,?/) <z< U2(m’y)}

Z)

z = WX, y)

‘}_’/ Y =01x) \\\ ! //y = g,(x)

X

Figura 5.43. Una caja E donde la proyeccion D en el plano zy es de Tipo
l.

Entonces la integral triple se convierte en
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b pga(z) pus(zy)
/// f(w,y,z)de/ / / f(z,y,z)dzdydz
E a Jgi(z) Jui(zy)

Si D enel plano zy es de Tipo Il (Eigura 5.44), entonces

z

Z = Uy(x, y)

Figura 5.44. Una caja E donde la proyecciéon D en el plano zy es de Tipo
Il.

laintegral triple se convierte en

d rha(y)  pus(z,y)
/// f(wa Y, Z)dV = / / / f(x, Y, z)dzda:dz
E c Jhi(y) Ju(zy)

727


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/imagenes/cap5/544.png

B Ejercicio Eva'lyauon de unaintegral triple sobre una
regién acotada general

Evalta la integral triple de la funcién f(z,y,z) = bz — 3y
sobre el tetraedro sélido delimitado por los planos x = 0,y =
0,z=0yz+y+z=1

(%) Solucién

Asi como usamos la integral doble // 1d A para encontrar el areade
D

una region general acotada D, podemos usar /// 1dV para
E

encontrar el volumen de una regioén sélida general acotada E. El
siguiente ejercicio ilustra el método.

B Ejercicio Encontrar un volumen mediante la
evaluacion de unaintegral triple

Encuentra el volumen de una pirdmide recta que tiene la base

cuadrada en el plano zy [—1,1] x [—1,1] y el vértice en el
punto (0, 0, 1) como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 5.46. Hallando el volumen de una piramide de base cuadrada.
(% Solucién

A continuacién, interactia con la siguiente escena interactiva
disenada en GeoGebra por Brian Abbott y Joseph Manthey, en la cual
se describen los limites de integracion y, ademds, pulsando los
botones, la interpretacion grafica de los mismos.

Una segunda escena interactiva, disefiada también en GeoGebra,
muestra la regién de integracion de una integral triple (de una
funcidén arbitraria) en coordenadas rectangulares (para mostrar una
regién que cubre un area grande sobre el plano zy, puede ser util

reducir la densidad primero y alejar la imagen si es necesario).
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(]

Encuentra el volumen del solido delimitadopor ¢ cilindro
y=a"viosplames 2= 0y yte=4

Diespuss de un poco ge esfuerzo, encantrames que o volumen

se paedecabenlar usado b siguiente mtagral riple

et coordenadas rectangulaes

. ¥
ff 1dz dy du
—2daE

Usa los botones proparcicnades
3 CONMNUACION Para Ver Como
1a integraciom de [imites barre
todo el solido

Haz clic sobre la siguiente imagen, para interactuar con la segunda
escena:

T &
s roals) purdrg) ;
f f j fdedyds
o Joriz) Julayt

b=z ]

a=o

o2 |

ok

Uiy =y i
uyx.¥) - |

density =20
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5.5.3 Cambiando el orden de integracion

Como ya hemos visto en integrales dobles sobre regiones limitadas
generales, el cambio del orden de integracién se realiza con bastante
frecuencia para simplificar el calculo. Con una integral triple sobre
una caja rectangular, el orden de integracién no cambia el nivel de
dificultad del célculo. Sin embargo, con una integral triple sobre una
regién limitada general, la eleccion de un orden de integracion
apropiado puede simplificar bastante el calculo. A veces, hacer el
cambio a las coordenadas polares también puede ser muy util.
Demostramos en dos ejercicios aqui.

B Ejercicio Cambiando el orden de integracién

Considera la integral iterada

=1 y:m2 z:y2
/ / / f(z,y, z)dzdydz
z=0 Jy=0 z=0

El orden de integracion aqui es primero con respecto a z, luego
y, Y luego x. Expresa esta integral cambiando el orden de
integracién para que sea primero con respecto a x, luego z, y
luego y. Verifica que el valor de la integral sea el mismo si
dejamos f(z,y, z) = zyz.

(% Solucién
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B Elercidio C.amblando el orden de integraciény los
sistemas de coordenadas

Evalta la integral triple /// V2 + 22dV, donde FE es la
E

region delimitada por el paraboloide y = x? + 2% (Figura 5.48)
yelplanoy = 4.

z

y=4

Figura 5.48. Integrando una integral triple sobre un paraboloide.

() Solucién

5.5.4 Valor promedio de una funcion de tres
variables

Recuerda que encontramos el valor promedio de una funcién de dos

variables al evaluar la integral doble sobre una region en el plano y
luego dividir por el drea de la region.
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De manera similar, podemos encontrar el valor promedio de una
funcion en tres variables al evaluar la integral triple sobre una regién
solida y luego dividir por el volumen del sélido.

TEOREMA 5.11
Valor promedio de una funcidén de tres variables

Si f(z,y, 2) es integrable sobre una region E sélida delimitada
con un volumen positivo V' ( E), entonces el valor promedio de la
funcién es

s = ﬁ //E f(z,y,2)dV

Ten en cuenta que el volumenes V (E) = /// 1dV
E

B Ejercicio Encontrando una temperatura promedio

La temperatura en un punto (x,y, z) de un sélido E acotado
por los planos de coordenadas y el plano x +y+ 2z =1 es
T(x,y,2z) = (zy + 82 + 20)°C. Encuentra la temperatura
promedio sobre el sélido.

(% Solucién
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Y Ejercicios

3] I . . . . . .
== En los siguientes ejercicios, evalla las integrales triples sobre la
cajasolida rectangular B.

181, [[5(2z + 3y* +42%)dV, donde B = {(z,y,2)[0 <z <
1,0<y <2,0<2<3}( ).

182, [[z(zy +yz+22)dV, donde B = {(z,y,2)|]l <z <
2,0<y<2,1<2<3}

183, [[3(zcosy + z)dV, donde B = {(z,y,2)|0 <z <1,0 <
y<m—1<2z<1}( ).

184, [[5(zsenx 4+ y*)dV, donde B = {(z,y,2)|0 <z < 7,0 <
y<1,-1<2<2}

E . . . . . . . .7
== En los siguientes ejercicios, cambia el orden de integracién
integrando primero con respecto a z, luego x, luego y.

185, [ f2 [2(@2 + Iny + 2)dadydz ( ).
186. fol f_ll f03(ze”” + 2y)dzdydz

187. ffl f13 f04(:c2z—|— %)dwdydz( ).
188, [ [ [ “dedyd:

189. Sean F,G y H funciones continuas en [a,b],[c,d] v [e, f],
respectivamente, donde a, b, ¢, d, e y f son nimeros reales tales que
a < b,c<d,ye < f.Demuestraque
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f f ff G(y)H( Ydzdydz =

(f, F<w>dw)(f Gy)dy) ([ H(2)dz).

190. Sean F, Gy H funciones diferenciales en [a, ], [c,d] v [e, f],
respectivamente, donde a, b, ¢, d, e y f son nimeros reales tales que
a < b,c<dye < f.demuestraque

oS8P @)G (y) HY (2)dzdydz =

[F(b)—F(a )][G(d) G(o)|[H(f)—H(e)]

== En los siguientes ejercicios, evalte las integrales triples sobre la
region acotada

E={(z,y,2)la <z <bhi(z) <y < hz),e<z<f}

191 [ff;(2z + 5y + 7z)dV, donde
E={(z,y,2)[0<2<1,0<y<—-z+1,1<z<2} ).
192, [ffz(yln « + z)dV, donde
E={(z,y,2)1<z<e,0<y<inz0<z<1}

193, [[f(sen « 4 sen y)dV, donde
E=(z,y,2){0<z <%, —cosz <y<cosz,—1<z<1}

( ).

194 [[[z(zy + yz + x2)dV, donde
E=(z,y,2){0<z<1,-22<y<2’,0<2<1}

== En los siguientes ejercicios, evalta las integrales triples sobre la
region acotada F indicada.
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195, [ff; (= + 2yz)dV, donde
E=(z,y,2){0<2<1,-0<y<z,0<z2<5-—z—y}

( ).

196, [[fz(@* + y* + 2°)dV, donde
E=(z,y,2){0<2<2,0<y<2z,0<z2<4—z—y}
197. [z ydV,donde
E=(z,y,2){-1<2<1,-vV1-22<y<+/1-22,0<2z<
1— 22 — 2} ( ).

198. fffEde,donde
E=(z,y,2){-2<2<2,-4y4d—22<y<4y4—220<

z2<4-2z*—9y*}

== En los siguientes ejercicios, evalta las integrales triples sobre la
region acotada F de laforma

E={(z,9,2)lg1(y) <z < g2(y),c<y<d,e<z< f}

199. [ff; «*dV,donde
E=(z,y,2){1-9*<z<y*-1,-1<y<1,1<2z<2}
( ).

200. fffE(sen z + y)dV,donde
E=(z,y,2){-y' <z <y’ ,0<y<2,0<2<4}

201, [[f(x — yz)dV,donde
E=(zy,2){-4<2<,7,0<y<z-1<2<1}

( ).

202, [[[5 zdV,donde
E=(z,y,z){2-2y<z<2+,4,0<y<12,2 <2< 3}
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== En los siguientes ejercicios, evalle las integrales triples sobre la
regién acotada

E={(z,y,2)|01(y) <z < 92(y),c <y < d,uq(z,y) <z < ug(z,y)}

203. [[[;; zdV,donde
E=(z,y,2){-y<z<y,0<y<1,0<2<1—zt—y*}
( ).

204, [[[5(xz + 1)dV,donde
E=(z,y2){0<2z<.35,0<y<20<z2<1-—2?—y°}
205, [[[z(z — 2)dV, donde
E=(z,y,2){-vV1-9? <2<y, 0<y<izr,2<z<1-
132—1/2}( )

206. [[[5(z + y)dV,donde
E=(z,y,2){0<z2<y/1-92,0<y<1z,0<2<1-1z}

== En los siguientes ejercicios, evalte las integrales triples sobre la
regién acotada

E ={(z,y,2)|(z,y) € D,u1(z,y) < z < us(z,y)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano zy

207. ffD(fl x + z)dz)dA, donde D = {(z,y)|z* +y* < 1}

(
208. ffD(fl 1))dz)dA, donde D = {(z,y)|z? — 3

1,z <+/5}
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209 [f, ([ (x + 22)dz)dA, donde D = {(z,y)ly>

0,z >0,z +y < 10} (Solucion).

2 2
210, ff, (i 7™ ydz)d4, donde D ={(z,y)e*+y> <
4,y > 1,z >0}

211. La E sdlida limitada por 42 +22=9,2=0y =5 se
muestra en la siguiente figura. Evalda la integral [, 2dV integrando
primero con respecto a z, luego y, y luego z (Solucion)

212. La E sélida limitada por y = \/z,x =4,y =0y z = 1 se da
en la siguiente figura. EvalGa la integral [f[, xyzdV integrando
primero con respecto a x, luego y, y luego z
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L —
1.0 15 —4
y

213. [T] El volumen de un sdlido FE esta dado por la integral

2 2
ff2 f; foz " d2dydz. Usa un sistema de algebra computarizado
(CAS) para graficar E y encontrar su volumen. Redondea tu
respuesta a dos cifras decimales (Solucion)

214. [T] El volumen de un sélido E estd dado por la integral

ffl fsz 01+ Vaity? dzdydz. Usa un CAS para graficar E y hallar su
volumen V. Redondea tu respuesta a dos lugares decimales.

== En los siguientes ejercicios, usa dos permutaciones circulares de
las variables x,y y z para escribir nuevas integrales cuyos valores

sean iguales al valor de la integral original. Una permutacion circular
de x,y y z es la disposicién de los nimeros en uno de los siguientes

ordenes:y, z,yxoz,zey.

739


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap5/r213.html

1 p3 pd
215. / //(w2z2+1)dmdydz( )
0.J1

3 1 27ac+1
216. / / (2z + by + 7z)dydzdz
0o Jo

4

/1'1 Y 1714,y
217. / / / In z dzdxdy.
0 731/ 0

1 VY
218. / / (x + yz)dzdydz
-1J0 -y
219. Establece la integral que dé el volumen del sélido E acotado
pory? = x2 + 22ey = a?,dondea > 0 ( )

220. Establece la integral que dé el volumen del sélido FE acotado
porz = y? + 22yx = a,dondea > 0.

221. Encuentra el valor promedio de la funcién f(z,y,z) = = +
Yy + z sobre el paralelepipedo determinado por x =0,z =1,y =
0,y=3,z2=0yz=5( )

222. Encuentra el valor promedio de la funcién f(z,y,z) = zyz
sobre el sélido E =[0,1] x [0,1] x [0,1] situado en el primer
octante.

223. Encuentra el volumen del sélido E que se encuentra debajo
del plano z 4+ y + z = 9 y cuya proyeccion sobre el plano zy esta
limitadaporz = \/y — 1,z =0yz+y = T7( )

224, Halla el volumen del sélido E que se encuentra debajo del
plano 2z +y + z = 8 y cuya proyeccién sobre el plano zyesta
limitadapor z = sen'y,y = 0yz = 5

225. Considera la piramide con la base en el plano zy de [—2, 2] X
[—2, 2] y el vértice en el punto (0, 0, 8)
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a. Demuestra que las ecuaciones de los planos de las caras
laterales de la pirdmide son 4y + z = 8,4y — 2z = —8,4z +
z=8y—4xr+ z =8.

b. Calculael volumen de la pirdmide (Solucion).

226. Considera la piramide con la base en el plano zy de [—3, 3] X
[—3, 3] y el vértice en el punto (0, 0, 9)

a. Demuestra que las ecuaciones de los planos de las caras

laterales de la pirdmide son 3y + 2z =9,3y + 2 =9,y =0y
z =0.

b. Calculael volumen de la piramide.
227. La E sélida limitada por la esfera de la ecuacién z% + y? +

22 = r2 conr > 0y ubicada en el primer octante se representa en la
siguiente figura

2.020

a. Escribe la integral triple que da el volumen de FE integrando
primero con respecto a z, luego con y, y luego con x.
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b. Reescribe la integral del inciso a. como una integral
equivalente en otros cinco érdenes (Solucion).

228. La E sélida limitada por la ecuacién 922 +4y> + 22 =1y
ubicada en el primer octante se representa en la siguiente figura.

10

Q.75

025

a. Escribe la integral triple que da el volumen de E integrando
primero con respecto a z, luego con y, y luego con z.

b. Reescribe laintegral en la parte a.

229.  Encuentra el volumen del prisma con Vvértices
(0,0,0),(2,0,0),(2,3,0),(0,3,0),(0,0,1y(2,0,1) (Solucion)
230.  Encuentra el volumen del prisma con Vértices
(0,0,0),(4,0,0),(4,6,0),(0,6,0),(0,0,1) y(4,0,1).

231. El sélido F limitado por z =10 — 2z — y y situado en el

primer octante se muestra en la siguiente figura. Encuentra el
volumen del sélido (Solucion)
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232. La E sélida limitada por z = 1 — z? vy situada en el primer
octante se da en la siguiente figura. Calcula el volumen del sélido.




La regla del punto medio para la integral triple
[lJ5 f(z,y,2)dV sobre la caja solida rectangular B es una
generalizacion de la regla del punto medio para integrales dobles.
La regién B se divide en subcajas de igual tamafo vy la integral se
aproxima por la suma triple de Riemann
Zﬁ:l Sy Yoy = f(%i, ), Zk) AV, donde (Z;,§j,2x) es el
centro de la caja B;j; y AV es el volumen de cada subcaja. Aplica la
regla del punto medio para aproximar [[[, z2dV sobre el sélido
B={(z,y,2)[0<2<1,0<y<1,0<z<1} wusando una
particién de ocho cubos de igual tamaifo. Redondea tu respuesta a
tres lugares decimales ( ).

[T]

a. Aplicar laregla del punto medio para aproximar [[f e 2dV
sobre el sélido B = {(z,y,2)[0<z<1,0<y<1,0<
z < 1} usando una particién de ocho cubos de igual tamafo.
Redondea tu respuesta a tres lugares decimales.

b. Utiliza un CAS para mejorar la aproximacion integral anterior
en el caso de una particion de n® cubos de igual tamafo,
donden = 3,4,...,10.

Supdén que la temperatura en grados Celsius en un punto
(z,y, z) de un solido E limitado por los planos de coordenadas y
z+y+z=5 e T(z,y,z) =zz+52z+10. Encuentra Ila
temperatura promedio sobre el sélido ( ).

Supdn que la temperatura en grados Fahrenheit en un punto
(z,y,z) de un sélido E limitado por los planos de coordenadas y
z+y+z=5 e T(z,y,z2)=xz+y+ay Encuentra Ia
temperatura promedio sobre el sélido.
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Demuestra que el volumen de una pirdmide cuadrada recta de

alturahylongituddeladoaesv = hT“Z usando integrales triples.

Demuestra que el volumen de un prisma hexagonal recto
. 3 . .
regular de longitud de borde a es % mediante el uso de integrales
triples.

Demuestra que el volumen de una pirdmide hexagonal recta
. 3 . .
regular de longitud de borde a es £ 5/3, mediante el uso de integrales
triples.

Si la densidad de carga en un punto arbitrario (z,y, z) de un
sdlido E estd dada por la funcién p(z, y, z), entonces la carga total
dentro del s6lido se define como la integral triple [[f,, p(z,y, z)dV.
Supdén que la densidad de carga del sélido E encerrado por los
paraboloides =5 -y — 22 y z=9y>+ 22 -5 es igual a la
distancia desde un punto arbitrario de E al origen. Configura la
integral que produce la carga total dentro del sélido E.
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2.6 Integrales triples en coordenadas cilindricas
y esféricas

Anteriormente en este capitulo, mostramos cémo convertir una
integral doble en coordenadas rectangulares en una integral doble en
coordenadas polares para tratar de manera mas conveniente
problemas que involucran simetria circular. Una situacién similar
ocurre con las integrales triples, pero aqui necesitamos distinguir
entre simetria cilindrica y simetria esférica. En esta seccidn
convertimos integrales triples en coordenadas rectangulares en una
integral triple en coordenadas cilindricas o esféricas.

Recordemos también el primer capitulo, que mostraba la 6pera
I'Hemispheric en Valencia, Espaia. Tiene cuatro secciones, una de las
cuales es un teatro en una esfera (pelota) de cinco pisos de altura bajo
un techo ovalado tan largo como un campo de fatbol. En el interior
hay una pantalla IMAX que convierte la esfera en un planetario con
un cielo lleno de 2000 twink.

5.6.1 Repaso de coordenadas cilindricas

Como hemos visto anteriormente, en el espacio bidimensional R2, un
punto con coordenadas rectangulares (z, y) se puede identificar con
(r,6) en coordenadas polares y viceversa, donde z = rcosf,y =
rsenf,r? = z? +y* y tanf = £ son las relaciones entre las

variables.

En el espacio tridimensional R3, un punto con coordenadas
rectangulares (z,y,z) se puede identificar con coordenadas
cilindricas (r,0,z) y viceversa. Podemos usar estas mismas
relaciones de conversion, agregando z como la distancia vertical al
punto desde el plano zycomo se muestra en la siguiente figura.
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Figura 5.50. Las coordenadas cilindricas son similares a las coordenadas
polares con una coordenada z vertical agregada.

Para convertir de coordenadas rectangulares a cilindricas, usamos la
conversién x = rcosf e y = rsenf. Para convertir de coordenadas

cilindricas a rectangulares, usamos r? = z2 + y*y 0 = tan "' (). La
coordenada z sigue siendo la misma en ambos casos.

En el plano bidimensional con un sistema de coordenadas
rectangular, cuando decimos x = k (constante) nos referimos a una

linea vertical ilimitada paralela al eje y y cuando y = [ (constante)
nos referimos a una linea horizontal ilimitada paralela al eje eje x.

Con el sistema de coordenadas polares, cuando decimos r = ¢
(constante), nos referimos a un circulo de radio ¢ unidades y cuando

= « (constante) nos referimos a un rayo infinito que forma un
angulo a con el eje x positivo.
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De manera similar, en un espacio tridimensional con coordenadas
rectangulares (z, y, ), las ecuaciones z = k,y = [,y z = m, donde

k, 1y m son constantes, representan planos ilimitados paralelos a los
planos yz,zz y xy, respectivamente. Con coordenadas cilindricas
(r,0,z),porr =c,60 =ayz=m,donde ¢, y m son constantes,
nos referimos a un cilindro vertical ilimitado con el eje z como eje
radial; un plano que forma un angulo constante a con el plano xy y un
plano horizontal ilimitado paralelo al plano xy, respectivamente. Esto
significa que el cilindro circular z2 4+ 3% = ¢2 en coordenadas
rectangulares se puede representar simplemente como r = ¢ en
coordenadas cilindricas.

5.6.2 Integracion en coordenadas cilindricas

Las integrales triples a menudo se pueden evaluar mas facilmente
utilizando coordenadas cilindricas en lugar de coordenadas
rectangulares. Algunas ecuaciones comunes de superficies en
coordenadas  rectangulares junto con las  ecuaciones
correspondientes en coordenadas cilindricas se enumeran en la
siguiente tabla.

Estas ecuaciones seran utiles a medida que procedamos con la
resolucién de problemas utilizando integrales triples.

Cilindro circular Cono circular Esfera Paraboloide

Rectangular X2+ _\'1 =¢? 2= l'z{.\’: + _\'2] x4 _\'2 +22=¢2 = t'{.\': + _\'jl

Cylindrical r=c i=cr PRpt=e? r=crd
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Como antes, partimos de la regién acotada mas simple B en R?, para

describir en coordenadas cilindricas, en forma de caja cilindrica,
B ={(r,0,z)la <r <ba<0<B,c<z<d(Figura5.51).

Supongamos que dividimos cada intervalo en [, m y n subdivisiones
de modo que Ar = 272 A§ = £-2 y Az = 4=¢ Entonces podemos
enunciar la siguiente definicion para una integral triple en
coordenadas cilindricas.

Z)

B = [ri—1, il X [0,y 0)] X [24_1, Z4]

Figura 5.51. Una caja cilindrica B descrita en coordenadas cilindricas.
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DEFINICION

Considera la caja cilindrica (expresada en coordenadas
cilindricas)

{B=(r,0,2)la<r<ba<0<Bc<z<d}

Si la funcién f(r, 0, z) es continua en By si (v, 6, 27j,) €s
cualquier punto de muestra en la subcaja cilindrica B;j;, =
[rie1,7i] X [6;-1,0;] X [#k—1,2x] (Eigura 5.51), entonces
podemos definir la integral triple en coordenadas cilindricas
como el limite de una suma de Riemann triple, siempre que
exista el siguiente limite:

l m n
lim ZZZ]‘(TW, ik “k)ArAGAz

l,m,n—00
=1 ]:]_ =1

Ten en cuenta que si g(z,y,z) es la funcién en coordenadas
rectangulares y la caja B se expresa en coordenadas rectangulares,
entonces la integral triple [[[; g(z,y,2)dV es igual a la integral

triple [[[;; g(rcosb,rsenb, z)rdrdfdz y tenemos

/// z,y,2)dV = /// g(rcosf, rsend, z)rdrdfdz
-/l

/ f(r,0,z)rdrdfdz (5.11)
B

Como se menciond en la seccidn anterior, todas las propiedades de
una integral doble funcionan bien en integrales triples, ya sea en

coordenadas rectangulares o cilindricas.
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También son vdlidos para integrales iteradas. Para reiterar, en
coordenadas cilindricas, el teorema de Fubini toma la siguiente
forma:

TEOREMA 5.12

Supon que g(z, y, z) es continua en una caja rectangular B, que
cuando se describe en coordenadas cilindricas se ve como
{B=(r,0,2)la<r<ba<6<p,c<z<d}. Entonces
9(z,y,2) = g(rcost,rsenb, z) = f(r,0,2)y

///B 9(z,y,2)dV = /cd /j /ab f(r, 0, 2)rdrdfdz

La integral iterada puede ser reemplazada de manera equivalente por
cualquiera de las otras cinco integrales iteradas obtenidas integrando
con respecto a las tres variables en otros érdenes. Los sistemas de
coordenadas cilindricas funcionan bien para sélidos que son
simétricos alrededor de un eje, como cilindros y conos. Veamos
algunos ejercicios antes de definir la integral triple en coordenadas
cilindricas en regiones cilindricas generales.

B Elercicio Ev‘alufaluon‘de unaintegral triple sobre una
cajacilindrica

Evalda la integral triple [[[(zrsenf)rdrdfdz donde la caja
cilindrica B es B ={(r,0,2)[0 <r <2,0<60<7/2,0<
z < 4}

%) Solucién
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Si la regidn cilindrica sobre la que tenemos que integrarnos es un
solido general, miramos las proyecciones en los planos de
coordenadas. Por tanto, la integral triple de una funcién continua
f(r,6,z) sobre una region solida general {E = (7,0, z)|(r,0) €
D,uy(r,0) < z < uy(r,0) en R3, donde D es la proyeccién de E
sobre el plano 76, es

uz(r,0)
// f(r,0,2)rdrdodz = // {/ f(r,0, z)dz] rdzdrdf
E D up (r,0)

Existen férmulas similares para proyecciones en los otros planos de
coordenadas. Podemos usar coordenadas polares en esos planos si es
necesario.

coordenadas cilindricas sobre una region

Configuracion de unaintegral triple en
B Ejercicio
general

Considera la region E dentro del cilindro circular recto con la
ecuacion r = 2senf, limitada abajo por el plano r8 y limitada

arriba por la esfera con radio 4 centrada en el origen (Figura
5.52).

Establece una integral triple sobre esta region con una funcién
f(r,0, z) en coordenadas cilindricas.

(% Solucién
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r = 2sinf

2+ 78 =16

Figura 5.52. Configuracion de una integral triple en coordenadas
cilindricas sobre una region cilindrica.

B Ejercicio Configuracion de una triple integral de dos
maneras

Sea E la region delimitada abajo por el cono z = /a2 + 4%y
arriba por el paraboloide z =2 — 2% —y? (Figura 5.53).
Establece una integral triple en coordenadas cilindricas para
encontrar el volumen de la regién, usando los siguientes
6rdenes de integracién:

a. dzdrdf
b. drdzdf

Solucién
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(0,0,2)

Figura 5.53. Configuraciéon de una integral triple en coordenadas
cilindricas sobre una region conica.

B Ejercicio Encontrar un volumen con integrales triples
de dos maneras

Sea F la region delimitada abajo por el plano r6, arriba por la
esfera 2 + 3% + 22 = 4, y en los lados por el cilindro % 4
y?> =1 (Figura_5.54). Establece una integral triple en

coordenadas cilindricas para encontrar el volumen de la region
usando los siguientes drdenes de integracion, y en cada caso
encuentra el volumen y verifica que las respuestas sean las
mismas:

a. dzdrdf
b. drdzdf

(% Solucién

e
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X

Figura 5.54. Encontrando un volumen cilindrico con una integral triple
en coordenadas cilindricas.

Para las integrales triples en coordenadas cilindricas, nuevamente
recurrimos a las escenas interactivas disefiadas en GeoGebra por
Brian Abbott y Joseph Manthey, en la cual se describen los limites de
integracién y, ademas, pulsando los botones, la interpretacion grafica
de los mismos.

Una segunda escena interactiva, disefada también en GeoGebra,
muestra la regién de integracidén para una integral triple (de una
funcién f arbitraria) en coordenadas cilindricas (usa ¢ para 6 cuando

ingreses limites de integracion).
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&)
N

im0,y

Caleuls el volumen de In poreida del wdlide zobre of plano xv.
Luego, duplica ¢l rezultads para obtener el volumen tozal

El dominie de integraciin se muesma & fa devecha.

Ceomaerte a coordenadas cifindricas

- Superfiries earre £ =0 pud & = —ginfy)
Curvas emre 7= 0 ang = dvos{f)
Constantes enive § = 7/2 gog B=

x phros(f) n )
ver [ [ e
; a a

Haz clic sobre la siguiente imagen, para interactuar con la segunda
escena:
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5.6.3 Revision de coordenadas esféricas

En el espacio tridimensional R® en el sistema de coordenadas
esféricas, especificamos un punto P por su distancia p desde el
origen, el dngulo polar 8 desde el eje = positivo (igual que en el
sistema de coordenadas cilindricas) y el angulo ¢ desde el eje z
positivo y la linea O P (Figura 5.55). Observaquep > 0y 0 < ¢ < 7.
Las coordenadas esféricas son utiles para integrales triples sobre
regiones que son simétricas con respecto al origen.

Z)

P(x, ¥, 2)
P(p, 6, ¢)

X

Figura 5.55. El sistema de coordenadas esféricas ubica puntos con dos
angulos y una distancia desde el origen.

Recuerda las relaciones que conectan coordenadas rectangulares
con coordenadas esféricas. De coordenadas esféricas a coordenadas
rectangulares:

x = psengcosl,y = psengpsenl, y 2z = pcos¢p
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De coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas:

p2:x2+y2+z2,tan0:%,¢:( : )

Va2 +y?+ 22

Otras relaciones que son importantes conocer para las conversiones
son

* T =pseng Estas ecuaciones se utilizan
e 0—=20 para convertir de coordenadas

esféricas a coordenadas
* z=pcos¢ cilindricas

. p= \/'r2—|—z2

e H=20 Estas ecuaciones se utilizan
para convertir de coordenadas
[ ] ¢ = Ve .
cilindricas a  coordenadas

arccos <fracz m> esféricas.

La siguiente figura muestra algunas regiones sdlidas que son
convenientes para expresar en coordenadas esféricas.
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O<ec<y F<c<w

Esfera p = ¢ (constante) Medio plano 8 = ¢ (constante) Medio cono ¢ = ¢ [constante)

Figura 5.56. Las coordenadas esféricas son especialmente convenientes
para trabajar con soélidos delimitados por este tipo de superficies (la letra ¢
indica una constante).

5.6.4 Integracion en coordenadas esféricas

Ahora establecemos una integral triple en el sistema de coordenadas
esféricas, como lo hicimos antes en el sistema de coordenadas
cilindricas.

Sea la funcién f(p, 0, ¢) continua en una caja esférica acotada, B =
{(p,0,9)la < p<ba<<pB,y<¢<y}

Luego dividimos cada intervalo en subdivisiones [, m y n de manera
que Ap = #,AH = %,Agﬁ = ?

Ahora podemos ilustrar el siguiente teorema para integrales triples
Z e * * * 1
en coordenadas esféricas con (pijk, Gijk, qbijk) como cualquier punto

muestral en |a subcaja esférica B;ji. Para el elemento de volumen de
la subcaja AV en coordenadas esféricas, tenemos AV =
(Ap)(pAd)(psendAB),como se muestra en la siguiente figura.
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g p Sin ¢ Ag

psind A

T - AV = p?sin & Ap Ad A0
ﬁ()’ s T i

Figura 5.57. El elemento de volumen de una caja en coordenadas
esféricas.

DEFINICION

La integral triple en coordenadas esféricas es el limite de una
suma triple de Riemann,

n

l m
lim Z Z f(/’fjk, efjk, ¢;<jk)(p:jk)236n PApAIAP

l,;m,n—o0 4 :
i=1 j=1 k=1

siempre que exista el limite.

Al igual que con las otras integrales multiples que hemos examinado,
todas las propiedades funcionan de manera similar para una integral
triple en el sistema de coordenadas esféricas, al igual que las
integrales iteradas. El teorema de Fubini adopta la siguiente forma.
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TEOREMA 5.13

Teorema de Fubini para coordenadas esféricas
Si f(p,0,$) es continua en una caja sélida esférica B =

[a,b] X [a, B] X [, 9], entonces
/ / f(p,e ¢)p sen gdpdedd
_ / / f 0,0, 8)p*sen ddpdpdd (5.12)
o= Jo

Estaintegral iterada puede ser reemplazada por otras integrales
iteradas integrando con respecto a las tres variables en otros
ordenes.

Como se indicé anteriormente, los sistemas de coordenadas esféricas
funcionan bien para sélidos que son simétricos alrededor de un
punto, como esferas y conos. Veamos algunos ejemplos antes de
considerar integrales triples en coordenadas esféricas en regiones

esféricas generales.

B Ejercicio Evaluandouna |n,te.graltr|ple en
coordenadas esféricas

Evaluar laintegral triple iterada

0=21 pp=n/2 pp=1
/ / / p*sen ¢pdpdpdd
0= =0 p=0

(%) Solucién
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El concepto de triple integracién en coordenadas esféricas se puede
extender a la integracion sobre un sélido general, utilizando las
proyecciones sobre los planos de coordenadas.

Ten en cuenta que dV y dA significan los incrementos en volumen y
area, respectivamente. Las variables V' y A se utilizan como variables
de integracién para expresar las integrales.

La integral triple de una funcién continua f(p, 8, ¢) sobre una regién
solida general

E ={(p,0,9)|(p,0) € D,u1(p,0) < ¢ < uz(p,0)}

enR3, donde D es la proyeccién de E sobre el plano pf, es

J[[ #0.0.0av = [[ { / r::j)f(p, 0,6)do|dA

En particular, si D = {(p,0)]g1(0) < p < g2(0),a <6 < B},
entonces tenemos

///E F(p,0,¢)dV = /a ﬂ /g f::) /u :L::) f(p,0,8)p*senddepdpdd

Se producen férmulas similares para las proyecciones sobre los otros
planos de coordenadas.

762



B Ejercicio Evaluando una |n,te.gral triple en
coordenadas esféricas

Establece una integral para el volumen de la region limitada por
el cono z = 1/3(22 + y2) y el hemisferio z = /4 — 22 — 2

(vea la figura siguiente).

2= BT

Z2=,4-x2—y?

¥

Figura 5.58. Regién delimitada por debajo por un cono y por arriba
por un hemisferio.

(w solucién

B Ejercicio Evaluando una |n,t§gral triple en
coordenadas esféricas

Sea E la region delimitada abajo por el cono z = /2% + 92y
arriba por la esfera z = 22 + y? + 22 (Figura 5.59). Establece

una integral triple en coordenadas esféricas y encuentra el
volumen de la regiéon usando los siguientes o6rdenes de
integracion:
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a. dpd¢dd

b. d¢dpdl
Z
I Esfera z = x2 + y2 + 22
/ /Cono 2= +y?
/
—
X

Figura 5.59. Region delimitada por debajo por un cono y por encima
por una esfera.

(%) Solucién

Antes de finalizar esta seccién, presentamos un par de ejemplos que
pueden ilustrar la conversion de coordenadas rectangulares a
coordenadas cilindricas y de coordenadas rectangulares a
coordenadas esféricas.
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B Ejercicio Conversién de coordenadas rectangulares a
coordenadas cilindricas

Convierte la siguiente integral en coordenadas cilindricas:

V1 e TF R
/ / / ryzdzdzdy
y=—1Jz=0 z

=2 +y2

(% Solucién

B Ejercicio Conversién de coordenadas rectangulares a
coordenadas esféricas

Convierte la siguiente integral en coordenadas cilindricas:

y=3 pr=4/9-12 pi/18—a2—y?
/ / / (% + y* + 2°)dzdzdy
y=0 Jz=0 z:\/a:z—+y2

(%) Solucién

B Ejercicio I’n|C|o'deI E:a‘p|tulo: Encontrar el volumen de
I'Hemispheric

Encuentra el volumen del planetario esférico en I'Hemisphéric en
Valencia, Espaia, que tiene cinco pisos de altura y un radio de
aproximadamente 50 pies, usando la ecuacién z? + y2 + 22 =

r2 (ver figura a continuacion)

(% Solucién
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Figura 5.60. (crédito: modificacion del trabajo de Javier Yaya Tur,
Wikimedia Commons).

B Ejercicio Encontrando el volumen de un elipsoide

22y 22
Encuentra el volumen del elipsoide — + == + —
a2 b 2

(w) Solucién

B Ejercicio Hallando el volumen del espacio dentro de
un elipsoide y fuera de una esfera

2
Encuentra el volumen del espacio dentro del elipsoide — +
a

2 2
7y_52 + 50 y fuera de una esfera z2 + y? + 22 = 50°

(w solucién
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Proyecto estudiantil
Globos aerostaticos

Los globos aerostaticos son un pasatiempo relajante y pacifico que
muchas personas disfrutan. Muchas reuniones de globos
aerostaticos tienen lugar en todo el mundo, como la Fiesta
Internacional de Globos Aerostaticos de Albuquerque. El evento de
Albuquerque es el festival de globos aerostaticos mas grande del
mundo, con la participacion de mas de 500 globos cada afo.

Figura 5.60. Los globos despegan en la Fiesta Internacional de
Globos Aerostaticos de Albuquerque de 2001 (crédito: David Herrera,
Flickr).
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Como su nombre lo indica, los globos de aire utilizan aire caliente
para generar flotacion (el aire caliente es menos denso que el aire
mas frio, por lo que el globo flota mientras el aire se mantenga
caliente). El calor es generado por un quemador de propano
suspendido debajo de la abertura de la canasta.

Una vez que el globo despega, el piloto controla la altitud del globo,
ya sea usando el quemador para calentar el aire y ascender o
usando un respiradero cerca de la parte superior del globo para
liberar aire caliente y descender. Sin embargo, el piloto tiene muy
poco control sobre a dénde va el globo; los globos estan a merced
de los vientos. La incertidumbre sobre donde terminaremos es una
de las razones por las que los globos aerostaticos se sienten
atraidos por este deporte.

En este proyecto usamos integrales triples para aprender mas sobre
los globos aerostaticos. Modelamos el globo en dos piezas. La parte
superior del globo estd modelada por una media esfera de 28 pies
de radio. La parte inferior del globo estda modelada por un cono
truncado (piensa en un cono de helado con el extremo puntiagudo
cortado).

El radio del extremo grande del frustum es de 28 pies y el radio del
extremo pequeno del frustum es de 6 pies. En la siguiente figura se
muestra un grafico de nuestro modelo de globo y un diagrama de
seccion transversal que muestra las dimensiones.

Primero queremos encontrar el volumen del globo. Si miramos la
parte superior y la parte inferior del globo por separado, vemos que
son sélidos geométricos con férmulas de volumen conocidas. Sin
embargo, aun vale la pena configurar y evaluar las integrales que
necesitariamos para encontrar el volumen.
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Si calculamos el volumen usando la integracién, podemos usar las
férmulas de volumen conocidas para verificar nuestras respuestas.
Esto ayudard a garantizar que tengamos las integrales configuradas
correctamente para las etapas posteriores y mas complicadas del
proyecto.

Figura 5.62. (a) Usa una media esfera para modelar la parte superior del
globo y un tronco de cono para modelar la parte inferior del globo. (b) Una
seccion transversal del globo que muestra sus dimensiones.

1. Calculael volumen del globo de dos formas.

a. Usa integrales triples para calcular el volumen.
Considera cada parte del globo por separado (usar
coordenadas esféricas para la parte superior y
coordenadas cilindricas para la parte inferior).

b. Verifica la respuesta usando las férmulas para el
volumen de una esfera, V = %71'7'3, y para el volumen
deuncono,V = %7‘1’7’2}1.

En realidad, calcular la temperatura en un punto dentro del
globo es una tarea tremendamente complicada. De hecho,

toda una rama de la fisica (termodinamica) se dedica al estudio
del calor y la temperatura.

769



Sin embargo, para los propésitos de este proyecto, vamos a

hacer algunas suposiciones simplificadoras sobre como varia

la temperatura de un punto a otro dentro del globo. Supén que

justo antes del despegue, la temperatura (en grados

Fahrenheit) del aire dentro del globo varia segtn la funcion
z—r

+ 210

TO("'? 07 z) =

2. ¢Cudl es la temperatura promedio del aire en el globo justo
antes del despegue? (huevamente, mira cada parte del globo
por separado, y no olvides convertir la funcién en
coordenadas esféricas al mirar la parte superior del globo).
Ahora el piloto activa el quemador durante 10 segundos.
Esta accidén afecta la temperatura en una columna de 12 pies
de ancho y 20 pies de altura, directamente sobre el
quemador. Una seccion transversal del globo que representa
esta columna se muestra en la siguiente figura

Figura 5.63. La activacion del quemador calienta el aire en una columna
de 20 pies de altura y 12 pies de ancho directamente sobre el quemador.
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Supén que después de que el piloto activa el quemador
durante 10 segundos, la temperatura del aire en la columna
descrita anteriormente aumenta de acuerdo con la férmula

H(r,0,z) = —2z — 48

Entonces la temperatura del aire en la columna viene dada
por

Ti(r,0,2) = Zl—_or 4210 + (—22-—48)

mientras que la temperatura en el resto del globo todavia
esta dada por

zZ—=rT

To(r,0,2) = + 2100

3. Encuentra la temperatura promedio del aire en el globo
después de que el piloto haya activado el quemador durante
10 segundos

Para las integrales triples en coordenadas esféricas, presentamos dos
escenas interactivas disefiadas en GeoGebra por Brian Abbott vy
Joseph Manthey y tdr. Esta Gltima muestra la regién de integraciéon
para una integral triple en coordenadas esféricas y permite, ademas,
cambiar los limites de integracién.
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https://www.geogebra.org/m/fcufcs74

El domimie de intesTacion se muesira a la derecha
Comviere 3 coctdenadas polarss,
- Suparfivies desde # = U 3 9 = cos(p)

=
+Curvas desde. @_ua@__
Constantes desde B =0 2 0 =

v ffj"psnw)amm

Haz clic sobre la siguiente imagen, para interactuar con la segunda
escena:
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B Ejercicios

En los siguientes ejercicios, evalua las integrales triples
[IJ5 f(z,y, z)dV sobre el slido E.

241. f(a:,y,z) =z B= {(m,y,z)|:c2—|—y2 <9%z2>0,y=>
0,0 < z < 1} (Solucion).

1.04

075

025}

0.0k

242, f(z,y,2) = x2*, B = {(z,y, 2)|z* + 3> < 16,2 > 0,y <
0,-1<2z<1}

243. f(z,y,2) = 2, B = {(z,9,2)|z* +v* < 1,2 > 0,2 >
y,—1 < z < 1} (Solucion).
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0.25 .
¥
244, f(z,y,2) = zy, B
y,0 < z <3}
245,
0, :13<y\/_2<z<3}(
246. f(z,y,2)

9,y <0,0<z<1}

247.

700
! 02
~ o4
_LJ‘_'_L/"’O_S

1.0

= {(z,y,2)[z* +y* <4,2 >0,z <

).

=22+ 3%, B ={(z,y,2)|l <a?+3y* <

a. SeaBunacapacilindrica con radio interior a, radio exterior by
alturac, donde 0 < a < by ¢ > 0. Supdn que una funciéon F
definida en B puede expresarse en coordenadas cilindricas
como F(z,y,z) = f(r) + h(z), donde f y h son funciones
diferenciables. Si fab f(r)dr = 0y h(0) = 0,donde fy h son
antiderivadas de f y h, respectivamente, demuestra que

M B
a®)h(c).

z,y,z)dV = 27rc(bf( )—af(a)) + (b —
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b.

248.

Usa el resultado anterior para demostrar que [ff, (z +
seny/@? + y?)dzdydz = 67*(m — 2), donde B es una
carcasa cilindrica con radio interior 7, radio exterior 27 y
altura 2.

Sea B una capa cilindrica con radio interior a, radio exterior b y
altura ¢, donde 0 < @ < by ¢ > 0. Supén que una funcién F'
definida en B puede expresarse en coordenadas cilindricas
como F(z,y,z) = f(r)g(6)h(z), donde f,g y h son
funciones diferenciables. Si fab f(r)dr =0, donde f es una
antiderivada de f, demuestra que [[[; F(z,y,2)dV =
[bf (b) — af(a)][g(2m) — g(0)][h(c) — h(0)], donde g y h
son antiderivadas de g y h, respectivamente.

Usa el resultado anterior para mostrar que

[If 5 zseny/a? + y*dedydz = —127%, donde B es una
carcasa cilindrica con radio interior 7, radio exterior 27w y

altura 2.

== En los siguientes ejercicios, los limites del sélido E se dan en
coordenadas cilindricas.

a.
b.

Expresa laregion E en coordenadas cilindricas.

Convierte la integral [[[, f(x,y,2)dV a coordenadas
cilindricas.
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249. E esta delimitado por el cilindro circular recto r = 4send, el
planor@ylaesferar? + z2 = 16 ( ).

250. FE esta limitado por el cilindro circular recto r = cos#, el plano
rOylaesferar? + 22 = 9.

251. FE estd ubicado en el primer octante y esta limitado por el
paraboloide circular z =9 — 372, el cilindro r =3 y el plano
r(cosf + senf) = 20 — z ( ).

252. E esta ubicado en el primer octante fuera del paraboloide
circular z = 10 — 272 y dentro del cilindro » = 5 y esta limitado
también por los planos z = 20y 6 = f

== Enlos siguientes ejercicios, se dan la funcién f y laregion E.

a. Expresalaregion E'ylafunciéon f en coordenadas cilindricas.

b. Convierte la integral [[[; f(2,y,2)dV en coordenadas
cilindricas y evallala.

253. f@,y,2) = 75, E={(z,9,2)0< 2’ + 3> < 9,z >
0,y >0,0<z<z+3}( ).

254. f(iL',y,Z) :w2+y2,E: {(m,y,z)|0 < :1?2+y2 <4,y >
0,0<2z<3—z}

255. f(z,y,2) =z, E ={(z,9,2)[1 <9y? +22<9,0<z <
1—y?— 22} ( ).

256. flz,y,2) =y, E = {(z,9,2)|[1 <22 +22<9,0<y <
1— 22— 2%}
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== En los siguientes ejercicios, encuentre el volumen del sélido E
cuyos limites se dan en coordenadas rectangulares.

257. E estapor encima del plano zy, dentro del cilindro 2% 4+ y? =
1y pordebajodel planoz = 1( ).

258. Festa debajo del plano z = 1 y dentro del paraboloide z =
z? + 2.

259. FE esta limitado por el cono circular z = /22 + 32y 2 =1
( ).

260. FE se encuentra por encima del plano zy, por debajode z = 1,
fuera del hiperboloide de una hoja 2% + y? — 2% = 1, y dentro del
cilindroz? + 2 = 2.

261. E esté ubicado dentro del cilindro z? + 3*> = 1 y entre los
paraboloidescirculares z = 1 — 22 — y?y z = 22 + 9% ( ).
262. E esté ubicado dentro de la esfera 2% 4+ y? + 22 = 1, encima
del plano zy y dentro del cono circular z = /x2 + 2.

263. E esta ubicado fuera del cono circular 22 + y> = (z — 1)y
entrelosplanosz =0y z = 2( ).

264. E esta ubicado fuera del cono circular z =1 — v/z2 + 2,
sobre el plano zy, debajo del paraboloide circular y entre los planos
z=0yz=2.

265. [T] Usa un sistema de algebra computarizado (CAS) para
graficar el sélido cuyo volumen estd dado por la integral iterada en
coordenadas cilindricas f:/j? fol [ rdzdrdf. Encuentra el volumen

V del sélido. Redondea tu respuesta a cuatro lugares decimales

( ).
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266. [T]Usaun CAS para graficar el sélido cuyo volumen esta dado
por la integral iterada en coordenadas cilindricas

/2
/ / / rdzdrdf. Encuentra el volumen V de la masa sdlida, tu
7.4

respuesta con cuatro decimales.
z2+y
267. Convierte laintegral / / / xzdzdzdy enuna
132

integral en coordenadas cilindricas (Soluuon).

268. Convierte la integral / / /(a:y+z)dzd:1:dy en una
o Jo Jo

integral en coordenadas cilindricas.

En los siguientes ejercicios, evalua la triple integral
[l f(,y, z)dV sobre le s6lido B

269, f(z,y,2) = 1,B = {(z,y,2)|z* + y* + 2% < 90,2z > 0}
(Solucién).

270. f(z,y,2) =1— /22 + 92+ 22, B = {(z,y,2)|2> + v* +

22 <9,y >0,z >0}
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271, f(z,y,2z) = /22 +y2, B estd acotado arriba por la
semiesfera z2 + y2 + 22 = 9 con z > 0 y abajo por el cono 222 =
x2 + y? (Solucion).

272. f(z,y,z) = 2, B esté acotado arriba por la semiesfera 2% +
y? + 22 = 16 con z > 0y abajo por el cono 22% = 2% + y2.

273. Demuestra que si F'(p,8,¢) = f(p)g(6)h(¢) es una funcion
continua en la caja esférica B = {(p,0,¢)|la < p <b,a <6<

B,7 < ¢ < 4}, entonces,

JL-(/ b s )( [ ﬁgw)d(e)) ( / " h(@)sen 45
274.

a. Se dice que una funcién F' tiene simetria esférica si depende

Unicamente de la distancia al origen, es decir, se puede
expresar en coordenadas esféricas como F(z,y,2) = f(p),

donde p = x? + y? + 22. Demuestra que
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[z F(z,y,2)dV = 2= ff p*f(p)dp, donde B es la regién
entre los hemisferios concéntricos superiores de radios a y b
centrados en el origen, con 0 < a < by F una funcién esférica
definidaen B.

b. Usaelresultado anterior para demostrar que
// (2 + % + 2%) /a2 + 92 + 22dV = 21w
B

donde B = {(z,y,2)|1 < 2?2+ y% +22 < 2,2 > 0}

a. Sea B laregion entre los hemisferios concéntricos superiores
de radios a y b centrados en el origen y situados en el primer
octante, donde 0 < a < b. Considera F' una funcion definida
en B cuya forma en coordenadas esféricas (p,6,¢) es
F(z,y,2) = f(p)cos¢. Demuestra que sig(a) = g(b) =0y
fab h(p)dp = 0,

/ / /B Flz,y,2)dV — %Z[ah(a)—bh(b)]

donde g es laantiderivadade f y hde g.

b. Utiliza el resultado anterior para demostrar que

2 2 2 32
/// 2C08+/ T +y + z dV:L
Va4 y? + 22 2
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donde B es la region entre los hemisferios concéntricos
superiores de radios 7 y 27 centrados en el origen y situados
en el primer octante.

== Enlos siguientes ejercicios, se dan la funcién f y laregién E.

a. Expresalaregion E'ylafuncion f en coordenadas cilindricas.

b. Convierte la integral [ f(z,y,2)dV en coordenadas
cilindricas y evaluala.

276. f(z,y,2) =2, E ={(z,y,2)[0 < x2 + 9>+ 22 < 1,2 > 0}
277. f(z,y,2) =z +y,E={(z,y,2)1 <x?+ 9>+ 2% <
2,2>0,y > 0}( ).

278, f(z,y,2) = 2,

E={(z,y,2)|\/2z2 +y2 <2< /1—22—9y2 >0,y >0}
279. f(z,y,2) =z +y,E={(z,y,2)|z® + y? + 22 — 22 <

0, a2 +y? < 2} ).

== En los siguientes ejercicios, encuentra el volumen del sélido E
cuyos limites se dan en coordenadas rectangulares.

280. E={(z,y,2)[Va? +12 <2< 16 —a2 — g,z >
0,y > 0}

281. E={(z,y,2)[a® +y* + 2 =22 < 0,/2? +y* < z}
( )
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Utiliza coordenadas esféricas para encontrar el volumen del
sélido situado fuera de la esfera p = 1y dentro de la esfera p = cos¢

,cong € [0,%].
Usa coordenadas esféricas para encontrar el volumen de la
bola p < 3 que estd situada entre los conos ¢ = J vy ¢ = ¢ =%

( ).

4 py/16—y2 /1622
Convertir la integral / / / 242+
—4J—/16—y2 J - /1622

z2)dzd:z:dy enuna integral en coordenadas esféricas.

V1612 pa/16—22—
Convertir la integral / / / (z +y2—|—

16—z2—
2?)2dzdzdy en una integral en coordenadas esferlcas ).
Vi—2? 16 132
Convierte la integral / / / dzdydm en
Va—z? z2+y

unaintegral en coordenadas esféricas y evaltala.
[T] Usa un CAS para graficar el solido cuyo volumen estd dado

por la integral iterada en  coordenadas  esféricas
f;r/zf57r/6”/6 f02 p*sengdpdpdd. Encuentra el volumen V del
s6lido. Redondea tu respuesta a tres lugares decimales ( ).

[T] Usa un CAS para graficar el solido cuyo volumen estd dado
por la integral iterada en coordenadas esféricas como
f27T ffr//i 01 p*sengdpdpdd. Encuentra el volumen V del sélido.
Redondea tu respuesta a tres lugares decimales.

[T] Utiliza un CAS para evaluar la integral fffE(af:2 +y?)dV
donde E se encuentra por encima del paraboloide z = 2% 4 32 y por

debajo del plano z = 3y ( ).
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[T]

a. Evalda la integral [[f, eV 2+y*+22 J/ donde E esta acotada
por las esferas 4z? + 4y? + 422 = 1yz? +¢y? + 22 = 1.

b. Usa un CAS para encontrar una aproximacion de la integral
anterior. Redondea tu respuesta a dos cifras decimales.

Expresa el volumen del sélido dentro de la esfera 22 + y? +
2% = 16 y fuera del cilindro 2 + y? = 4 como integrales triples en
coordenadas cilindricas y coordenadas esféricas, respectivamente
( ).

Expresa el volumen del sélido dentro de la esfera 22 + y? +
2% = 16 y fuera del cilindro 2 + y? = 4 que se ubica en el primer
octante como integrales triples en coordenadas cilindricas vy
coordenadas esféricas, respectivamente.

La potencia emitida por una antena tiene una densidad de
potencia por unidad de volumen dada en coordenadas esféricas por
p(p,0,0) = f%cos%sen‘*qﬁ, donde P, es una constante con
unidades en vatios. La potencia total dentro de una esfera B de radio
r metros se define como P = ([, p(p,0,¢)dV. Encuentra la
potencia total P ( ).

Utiliza el ejercicio anterior para encontrar la potencia total
dentro de una esfera B de 5 metros de radio cuando la densidad de
potencia por unidad de volumen estd dada por p(p,6,¢) =
%0032936714(;3.

Una nube de carga contenida en una esfera B de radio r
centimetros centrada en el origen tiene su densidad de carga dada
por q(z,y, z) = kv/22 + y% + 22 *c’jn% donde k > 0. La carga total
contenida en B esta dado por Q = [[f}; q(z,y, z)dV. Encuentra la

carga total Q( ).
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296. Utiliza el ejercicio anterior para encontrar la nube de carga
total contenida en la esfera unitaria si la densidad de carga es

dle,,2) = 20,57+ g+ 25

2.7 Calculo de centros de masa y momentos de
inercia

Ya hemos discutido algunas aplicaciones de multiples integrales,
como encontrar areas, volimenes y el valor promedio de una funcion
en una regiéon acotada. En esta seccidén desarrollamos técnicas
computacionales para encontrar el centro de masa y los momentos
de inercia de varios tipos de objetos fisicos, utilizando integrales
dobles para una lamina (placa plana) e integrales triples para un
objeto tridimensional con densidad variable.

Por lo general, se considera que la densidad es un nimero constante
cuando la ldamina o el objeto son homogéneos; es decir, el objeto tiene
una densidad uniforme.

5.7.1 Centro de masa en dos dimensiones

El centro de masa también se conoce como centro de gravedad si el
objeto estd en un campo gravitacional uniforme. Si el objeto tiene una
densidad uniforme, el centro de masa es el centro geométrico del
objeto, que se denomina centroide. La figura 5.64 muestra un punto
P como centro de masa de una lamina.

La ldmina esta perfectamente equilibrada alrededor de su centro de
masa.
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Figura 5.64. Una lamina esta perfectamente equilibrada en un eje si el
centro de masa de la lamina se encuentra en el eje.

Para encontrar las coordenadas del centro de masa P(Z, ) de una
[dmina, necesitamos encontrar el momento M, de la ldamina con
respecto al eje z y el momento M, con respecto al eje y. También
necesitamos encontrar la masa m de la lamina. Luego

M, M,

=— Yy Yy=—
m m

Consulta, en la siguiente unidad interactiva, cémo calcular el centro
de masa de una lamina delgada®.

Vamos a usar una idea similar aqui, excepto que en la lamina
bidimensional usaremos una integral doble. Si permitimos una
funcion de densidad constante, entonces & = % y §y= A—ﬁ dan
el centroide de la lamina.

1 Si se asume que la densidad de la ldmina es constante, el centro geométrico de dicha
region se llama centroide, por lo que el centro de masa de la [dmina depende Gnicamente
de la forma de la regidn correspondiente en el plano; no depende de la densidad. En este
caso, el centro de masa de la [amina corresponde al centroide de la regién delineada en el
plano.

785



Hallando el centroide de un triangulo

Video ongmal Fiitps ww 1 -Hy=mFF Gkat (s

Sup6n que la Iamina ocupa una regién R en el plano zy, y sea p(z, y)

su densidad (en unidades de masa por unidad de area) en cualquier

punto (z,y). Por lo tanto, p(z,y) = Al,i4mo ﬁ—’z, donde Amy AA son
—

la masa y el area de un pequeno rectangulo que contiene el punto
(z,y) y el limite se toma cuando las dimensiones del rectangulo van
hacia O (ver figura 5.65).

Al igual que antes, dividimos la regién R en pequefios rectangulos
4 H * *
R;; conarea A Ay elegimos (a;ij , yij) como puntos de muestra.

Entonces la masa m;; de cada R;; es igual a p(:c;?‘j,y;"j)AA (figura
5.66). Sean ky [l el numero de subintervalos en z e vy,

respectivamente. Ademas, ten en cuenta que es posible que la forma
no siempre sea rectangular, pero el limite funciona de todos modos,
como se vio en las secciones anteriores.
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x.y)

Lamina

Masa = Am
Area = AA

Figura 5.65. La densidad de una lamina en un punto es el limite de su
masa por area en un pequefio rectangulo alrededor del punto cuando el
area llega a cero.

Yi

G Ry

Figura 5.66. Subdivision de la lamina en pequefios rectangulos Rij, cada
uno con un punto de muestra (z;, 47;)-
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Por tanto, la masa de laldmina es

= / /R p(w,y).dA | (5.13)

Veamos ahora un ejemplo de cémo encontrar la masa total de una
[dmina triangular

B Ejercicio Hallando la masa total de una lamina

Considera una ldmina triangular R con Vértices
(0,0),(0,3),(3,0) y con densidad p(z,y) = zy kg/m?.
Calculala masa total.

(%) Solucién
Ahora que hemos establecido la expresion de masa, tenemos las

herramientas que necesitamos para calcular momentos y centros de
masa. El momento M, con respecto al eje x para R es el limite de las

sumas de momentos de las regiones R;; con respecto al eje .

Por lo tanto

kool ool
M, _klzlﬁlozz yz] Mij = 1 OOZZ le mij y” p(z ?j’y;j)AA

=1 j=1 i=1 1

= / /R yp(z, y;dA (5.14)
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De manera similar, el momento M, respecto al eje y para R es el
limite de las sumas de momentos de las regiones R;; respecto al ejey

Por lo tanto
k l k l
My = fim 22 (el)mo = Jim 3 3 (i )m (el i) A4

_ / /R zp(z, y)dA (5.15)

B Ejercicio Encontrando momentos

Considera la misma lamina triangular R con vértices
(0,0),(0,3),(3,0) y con densidad p(z,y) = zy. Encuentra los
momentos M, y M,.

(%) Solucién

Finalmente, estamos listos para reformular las expresiones del
centro de masa en términos de integrales. Denotamos la coordenada
x del centro de masa por z y la coordenada y por §. Especificamente

My _ [[pzp(z,y)dA
m  [[pplx,y)dA

M, _ [[pyp(z,y)dA
m [[pelx,y)dA

T =

g= (5.16)
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B Ejercicio Encontrando el centro de masa

Considera nuevamente la misma regién triangular R con
vértices (0,0),(0,3),(3,0) y con funcién de densidad
p(z,y) = xy. Encuentra el centro de masa.

(%) Solucién

Una vez mas, de acuerdo con los comentarios al final del ejercicio
anterior, tenemos expresiones para el centroide de una region en el
plano:

Lo =

My _ ffodA _ Ma: - ffRydA
E A7 U ity 7Y

Debemos usar estas férmulas y verificar el centroide de la regién
triangular R ala que se hace referencia en los Ultimos tres ejercicios.

B Ejercicio Encontrando la masa, momentos y centro
de masa

Encuentra la masa, los momentos y el centro de masa de la

ldmina de densidad p(z,y) = x +y ocupando la regiéon R

debajo de la curva y = 22 en el intervalo 0 < z < 2 (ver la

figura figura 5.68) .

(% Solucién
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(2, 4)

y=x

2.0

Figura 5.68. Localizando el centro de masa de una lamina R con
densidad p(z,y) = = + .

5.7.2 Momentos de Inercia

El momento de inercia de una particula de masa m alrededor de un
eje es mr?, donde r es la distancia de |a particula al eje. Podemos ver
en la figura 5.66 que el momento de inercia del subrectangulo R;;
H * \2 * * ..
con respecto al eje = es (y;;)*p(z};,y;;)AA. De manera similar, el
momento de inercia del subrectangulo R;; alrededor del eje y es
* \2 * * . . < .
(z3;)°p(x};, yi;) AA. El momento de inercia esta relacionado con la

rotacién de la masa; especificamente, mide la tendencia de la masa a
resistir un cambio en el movimiento de rotacién alrededor de un €je.
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El momento de inercia I, alrededor del eje x para la region R es el
limite de la suma de momentos de inercia de las regiones R;;
alrededor del eje x. Por lo tanto

k k l
% \2 * *
I, = lim Z y” mz,J = lim (yij) p(z;, yi;) AA

k=00 k,l—o00 -
i=1 j=1 i=1 j=1

= / /R y’p(z,y)dA

De manera similar, el momento de inercia I, con respecto al eje y
para R es el limite de la suma de momentos de inercia de las regiones
R;; conrespecto al eje y. Por lo tanto

J

kool kot
I,= lim » % (23;) “ma _kl}LnooZZ(w%)z Tij» Yis ) AA

k,l—o0
i=1 j=1 i=1 j=1

= //R 2*p(z, y)dA

A veces, necesitamos encontrar el momento de inercia de un objeto
con respecto al origen, que se conoce como momento polar de
inercia. Denotamos esto por I; y lo obtenemos sumando los

momentos de inercia I, e I,,. Por lo tanto

L=IL+I,= // (z* +y*) p(z, y)dA
R

Todas estas expresiones se pueden escribir en coordenadas polares
sustituyendo x = rcosf,y = rsenfy dA = rdrd@. Por ejemplo,
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Iy :// p(rcos, rsenf)dA
R

Antes de nuestro primer ejercicio, observa la siguiente escena
interactiva del Proyecto Un_100, que describe como se calculan
momentos de inercia con p(x, y) constante en laminas delgadas o en
secciones transversales de un elemento prismatico:

[+ Teorema de los ejes paralelos
v Ejemplo 2. Determina el momento de inercia de
121ml| 12 mm la superficie compuesta mostrada en |a figura,
JI con respecto al eje x.
_I Bmm o p
I bid Solucion, El teorema de los ejes paralelos lo
aplicamos para cada rectangulo de la superficie.
Fmm — | fe— 24 mm Haz clic en "Continuar”, observa la figura y los
calculos realizados
(el "
24 mm

Motivacon Micio Pesarralio Cieme i )

B Ejercicio Encorltr‘ando.los momentos de inercia para
una ldmina triangular

Utiliza la region triangular R con vértices (0, 0), (2,2)y(2,0) y
con densidad p(z,y) = xy como en los ejercicios anteriores.
Encuentra los momentos de inercia.

(% Solucién
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Como se menciond anteriormente, el momento de inercia de una
particula de masa m alrededor de un eje es mr? donde r es la

distancia de la particula al eje, también conocido como radio de giro.

Por lo tanto, los radios de giro con respecto al eje z, el eje y y el
origen son

I, I 1
R, = _,Ry: o y RO: s
m m m

respectivamente.

En cada caso, el radio de giro nos dice a qué distancia (distancia
perpendicular) del eje de rotacion se puede concentrar la masa total
de un objeto. Los momentos de un objeto son utiles para encontrar
informacién sobre el equilibrio y el torque del objeto alrededor de un
eje, pero los radios de giro se utilizan para describir la distribucion de
masa alrededor de su eje centroidal. Hay muchas aplicaciones en
ingenieria y fisica. A veces es necesario encontrar el radio de giro,
como en el siguiente ejemplo.

B Ejercicio H'allando el radio de giro de una lamina
triangular

Considera la misma ldmina triangular R con vértices
(0,0),(2,2)y(2,0) y con densidad p(z,y) = zy como en los
ejercicios anteriores. Encuentra los radios de giro con respecto
aleje z, el eje y y el origen.

(%) Solucién
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5.7.3 Centro de masa y momentos de inercia en tres
dimensiones

Todas las expresiones de integrales dobles discutidas hasta ahora
pueden modificarse para convertirse en integrales triples.

DEFINICION

Si tenemos un objeto sélido @ con una funcién de densidad
p(z,y, z) en cualquier punto (z, y, z) en el espacio, entonces su

masa es
m = /// p(m,y,z)dV
Q

Sus momentos sobre el plano zy, el plano 2 y el plano yz son

M, :///Q zp(w,y,Z)dV,Mmz///Q yp(z,y,2)dV,

M,, — ///Q 2p(z, y, 2)dV

Si el centro de masa del objeto es el punto (Z, 7, Z) entonces
M, M, M,
xr = Y= y 2 =
m m m

Ademas, si el objeto sélido es homogéneo (con densidad
constante), entonces el centro de masa se convierte en el
centroide del sélido. Finalmente, los momentos de inercia con
respecto al plano yz, el plano zz y el plano zy son
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I, = ///Q (v* + 2%) p(z, y, 2)dV
I, = ///Q (2 + 2%) p(z, y, 2)dV
I, = ///Q (z* + y*) p(z,y, 2)dV

B Ejercicio Encontrando la masa de un sélido

Supdn que @ es una regién sdlida limitada por x + 2y + 3z = 6
y los planos de coordenadas y tiene densidad p(z, y, z) = z%yz
Calcula la masa total.

(% Solucién

B Ejercicio Encontrando el centro de masa de un sélido

Supdn que @ es una regién sdlida limitada por el plano x +
2y+3z2=6 y los planos de coordenadas con densidad
p(z,y,2) = z?yz (observa la figura 5.70). Encuentra el centro
de masa usando una aproximacion decimal.

(%) Solucién
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Concluimos esta seccién con un ejercicio de cémo encontrar
momentos de inercia I, Iy e I,.

B Ejercicio Momentos de inercia de un sélido

Supdn que @ es una region sélida y esta limitada por x + 2y +

3z = 6y los planos de coordenadas con densidad p(z,y, z) =

x2yz (observa la figura figura 5.70). Encuentra los momentos de
inercia del tetraedro () con respecto al plano yz, el plano zz y el
plano xy.

B Ejercicios

== En los siguientes ejercicios, la region R ocupada por una lamina
se muestra en un grafico. Encuentra la masa de R con la funcién de
densidad p

(% Solucién

297. R es la region triangular con  vértices
(07 0)7 (07 3)y(67 0)7 p(il', y) =Y ( ).
%’_h
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298. R es la regidén  triangular con  vértices
(0,0),(1,1),(0,5); p(z,y) = = + .
Yi

l I 1 ki il
T

02 04 06 08 1X

o

299. R es laregién rectangular con vértices (0, 0), (0, 3), (6, 3), y
(6,0); p(z,y) = zy (Solucion).
Yi

-

o0 1 2 3 4 5 X

300. R es laregioén rectangular con vértices (0, 1), (0,3),(3,3), y
(37 1); p(ma y) = 1132y.
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e
i

0

1

2 3%

301. R es la regidn trapezoidal determinada por las lineas y =
—%m + g,y =0,y =2,yz = 0;p(z,y) = 3zy (Solucion).

3

0 2

4

5 8

10X

302. R es la regién trapezoidal determinada por las lineas y =
0,y=Ly==zyy=—z+3;p(z,y) =2z +v.

Yi
1.5+

14
0.5t

(%]
PRI
=¥
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303. R es el disco de radio 2 centrado en (1,2); p(z,y) = 2% +
Y2 — 2z — 4y + 5 (Solucion).

N~

-1-05 0 05 1 15 2 25 3%

304. Reseldiscounitario; p(z,y) = 3z* + 6x2y® + 3y*.

02 04 06 0.8 1o

305. R es la regién encerrada por la elipse z? + 4y% =
1; p(z,y) = 1(Solucion).
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0.2+
0.1+
02 04 06 0.8 70X

-0.3+

306. R={(z,y)|92> +y* <1,z > 0,y > 0}; p(z,y) = 9% +

v

x

307. R eslaregion limitada por y = z,y = -z, y =+ 2,y =
—z + 2; p(z,y) = 1(Solucion).
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308. R es la region limitada por y = %,y = %,y =1 vyy=
2;p(z,y) = 4(z + y).

Yi
2

18+

16+

14+

12+

=1

05 1 15 2 X

== En los siguientes ejercicios, considera una lamina que ocupa la
region R y que tiene la funcién de densidad p dada en el grupo de

ejercicios anterior. Utiliza un sistema de algebra computarizado
(CAS) para responder las siguientes preguntas.
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a. Encuentra los momentos M, y M, sobre el eje z y el eje y,
respectivamente.

b. Calculay marca el centro de masade lalamina.

c. [T]Usaun CAS para ubicar el centro de masa en la grafica de
R.

309. [T] R es la region triangular con vértices (0,0),(0,3) y
(6>0);p($’y) = -’By( ).

310. [TT R es la regidon triangular con vértices
(0,0), (1,1)y(0,5); p(z,y) = = + y.

311. [TT R es la regidon rectangular con vértices
(07 O)a (0) 3)a (67 3)y(69 0);p(af:,y) Y ny( ).

312. [TT R es la regidon rectangular con vértices
(0,1),(0,3),(3,3)y(3,1); p(z,y) = x2y~

313. [T] R es laregioén trapezoidal determinada por las lineas y =
—3z+3,y=0,y =2yz = 0;p(z,y) = 3zy ( ).

314. [T] R es la region trapezoidal determinada por las lineas y =
0,y=lLy=zvyy=—x+3;p(z,y) =2z +y.

315. [[T] R es el disco de radio 2 centrado en (1,2); p(z,y) =
x4y 22 — 4y + 5 ( ).

316. [T]Reslaunidad dedisco; p(z,y) = 3z* + 6x%y® + 3y*.
317. [T] R es la regiéon encerrada por la elipse z2 + 4y2 =
1;p(:1:,y) =1 ).

318. [Tl R={(z,9)|92°> + 14> < 1,2 >0,y > 0}; p(z,y) =
V9722 + 92

319. [T]Reslaregidondelimitadapory = z,y = —x,y =z + 2,y
y=—z+2p(z,y) = 1( ).
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320. [T] R es laregion delimitada por y = %,y = %, y=ley=
2;p(z,y) = 4z + y).

== En los siguientes ejercicios, considera una ldmina que ocupa la
regiéon R y que tiene la funciéon de densidad p dada en los dos

primeros grupos de ejercicios.

a. Encuentra los momentos de inercia I, I, e Iy con respecto al
eje x, el eje y y el origen, respectivamente.

b. Encuentra los radios de giro con respecto al eje z, el eje y y
origen, respectivamente.

321. R es la region triangular con vértices (0,0),(0,3) y
(6,0); p(z,y) = zy ( ).

322. R es la region triangular con vértices (0,0),(1,1) y
(0,5); p(z,y) =z + .

323. R es laregion rectangular con vértices (0, 0), (0,3),(6,3) y
(670)7/)(515,3/) = \/iﬂy( ).

324. R es la region rectangular con vértices (0, 1), (0,3),(3,3) y
(3,1); p(z,y) = z*y.

325. R es la regién trapezoidal determinada por las lineas y =
—1z+ 2,y =0,y = 2yz = 0; p(z, y) = 3zy ( ).

326. R es la region trapezoidal determinada por las lineas y =
0,y=lLy=zyy=—z+3;p(z,y) =2z +y.

327. R es el disco de radio 2 centrado en (1,2); p(z,y) = 2% +
y? —2x—4y + 5( ).

328. Reseldisco unitario; p(z,y) = 3z* + 622y? + 3y*.
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R es la regién encerrada por la elipse 2?4 4y? =
1;p(m,y) =1( ).
R={(z,y)[92° + > < 1,z > 0,y > 0}; p(z,y) =

R es la regién delimitada por y =,y = —x,y =+ 2,y
y=—z+2p(z,y) =1( )

Res la region limitada por y=2,y=2y=1¢e y=
2;p(z,y) = 4(z +y).

Sea @ el cubo unitario sélido. Encuentra la masa del sélido si
su densidad p es igual al cuadrado de la distancia de un punto
arbitrario de @ al plano zy ( ).

Sea @ el hemisferio unitario sélido. Encuentra la masa del
sélido si su densidad p es proporcional a la distancia de un punto
arbitrario de Q al origen.

El sélido Q de densidad constante 1 esta situado dentro de la
esfera 22 + y? + 22 = 16 y fuera de la esfera z? +y? + 22 = 1.

Demuestra que el centro de masa del sélido no esta ubicado dentro
del sélido.

Halla la masa del sélido Q = {(z,y,2)]1 < 2?4+ 22 <
25,y < 1 — z2—2%} cuyadensidad es p(z, y, z) = k,donde k > 0.

[T] El sélido @ = {(z,y,2)[z> +y¥2<9,0<z<1,z>
0,y > 0} tiene una densidad igual a la distancia al plano zy. Utiliza
un CAS para responder las siguientes preguntas.

a. Encuentralamasade Q.

b. Encuentra los momentos Mg, , M,. y M,. con respecto al
plano zy, el plano zz y el plano yz, respectivamente.
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c. Encuentrael centro de masade Q.

d. Grafica )y localiza su centro de masa ( ).

Considera el sélido Q = {(z,y,2)[0<z<1,0<y<
2,0 < z < 3} conlafuncién de densidad p(z,y,2) =z +y + 1.

a. Encuentralamasade Q.

b. Encuentra los momentos M, , M,. y M, con respecto al
plano xy, el plano zz y el plano yz, respectivamente.

c. Encuentrael centro de masade Q).

[T] El solido @ tiene la masa dada por la integral triple
f}l fow/4 fol r2drdfdz. Usa un CAS para responder las siguientes

preguntas.

a. Demuestra que el centro de masa de () estd ubicado en el
plano zy.

b. Grafica @y localiza su centro de masa ( ).

El sélido @ esta limitado por los planos x + 4y + 2z = 8, =
0,y=0y z=0. Su densidad en cualquier punto es igual a la
distancia al plano zz. Encuentra los momentos de inercia I, del sélido
con respecto al plano zz.

El sélido @ esta limitado por los planos  +y + z = 3,z =
0,y =0,y z = 0. Su densidad es p(z,y, z) = = + ay, donde a > 0.
Demuestra que el centro de masa del sélido esta ubicado en el plano
z = 35 para cualquier valor de a.
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Sea Q el sélido situado fuera de la esfera z? + 3% + 22 =z y

dentro del hemisferio superior 2% + y? 4 22 = R?, donde R > 1. Si

la densidad del sélido es p(z, y, 2) = —————, encuentra R tal que
\ @2 4yi+22

la masa del s¢lido sea IF.
masa un solido @ estd dada por
Vi—a? 16— :132
/ / / (1: + 9?4 2%)"dzdydz, donde n es un
:172-i-y2

nimero entero. Determina n tal que la masa del sélido sea (2 —
V2)m ( ).

Sea Q el sélido acotado por encima del cono 2% 4 32 = 22y
por debajo de la esfera 2 + y? + 22—4z = 0. Su densidad es una
constante k > 0. Encuentra k tal que el centro de masa del sélido
esté situado a 7 unidades del origen.

El sélido Q= {(z,y,2)|0 <z®+y%><16,2>0,y >
0,0 < z < z} tiene la densidad p(z,y, z) = k. Demuestra que el
momento M,, con respecto al plano zy es la mitad del momento
M, conrespecto al plano yz.

2

El sélido Q estd limitado por el cilindro z? + y? = a?,

paraboloide > — z = z2 + 2, y el plano zy, donde 0 < a < b.
Encuentra la masa del sélido si su densidad estd dada por
p(J:’ Y, Z) =V z2 + y2~

Sea ( un sélido de densidad constante k, donde k > 0, que se
encuentra en el primer octante, dentro del cono circular z? + 3% =
9(z — 1)2,y por encima del plano z = 0. Demuestra que el momento
M,, con respecto al plano zy es el mismo que el momento M, con
respecto al plano zz.

el
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El sélido Qtiene la masa dada por la integral triple

JEJT2 T (04 4 r)dzddr.

a.

Encuentra la densidad del sdlido en coordenadas
rectangulares.

Encuentra el momento M, con respecto al plano zy.

El sélido @ tiene el momento de inercia I, con respecto al

4 y? 1'2+y
plano yz dado por la integral triple / / /
1/2( $2+y

2*)(a*

a.
b.

+ y*)dzdzdy.

Encuentra la densidad de Q.

Encuentra el momento de inercia I, sobre el plano xy

( ).

El sélido @ tiene la masa dada por la integral triple

w/4  p2secd pl
/ / / (r’cosOsend + 2r)dzdrds.
0 0 0

a.

Encuentra la densidad del sdélido en coordenadas
rectangulares.

b. Encuentrael momento M, con respecto al plano zz.

Sea Q el sélido delimitado por el plano zy, el cilindro z2 +

y? = a’yelplano z = 1,donde a > 1 es un nimero real.
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Encuentra el momento M, del sélido alrededor del plano zy si su

densidad dada en coordenadas cilindricas es p(r,0,z) = fl—g(r),
donde f es una funcién diferenciable con la primera y segunda
derivadas continuas y diferenciables en (0, a) ( ).

Un sélido Q tiene un volumen dado por [, fab dAdz,donde D
es la proyeccién del sélido sobre el plano zy y a < b son nimeros
reales, y su densidad no depende de la variable z. Demuestra que su
centro de masa se encuentraenel plano z = “T“’

Considera el sélido encerrado por el cilindro 2 + 22 = a2y
losplanosy = byy = ¢,donde a > 0y b < ¢ son nimeros reales. La
densidad de @ viene dada por p(z,y,z) = f'(y), donde f es una
funcion diferencial cuya derivada es continua en (b, ¢). Demuestra
que si f(b) = f(c), entonces el momento de inercia sobre el plano
xz de @ es nulo.

[T] La densidad media de un sélido @) se define como pp,om =

m

% ffo p(z,y,2)dV = V(g donde V(Q)ymson el volumeny la

masa de (), respectivamente. Si la densidad de la bola unitaria
2
22

2

centrada en el origen es p(z,y,z) = e~ ¥~ ysa un CAS para
encontrar su densidad promedio. Redondea tu respuesta a tres
lugares decimales.

Demuestra que los momentos de inercia I, I, e I, alrededor
del plano yz, el plano zz y el plano xy, respectivamente, de la bola
unitaria centrada en el origen cuya densidad es p(z,y,z) =

’ * son iguales. Redondea tu respuesta a dos cifras decimales

( ).

_2_
e y -z
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2.8 Cambio de variables en integrales multiples

Recuerda el método de integracion por sustitucion. Al evaluar una

3
integral como /x(w2—4)5dw, sustituimos u = g(z) = x?>—4.
2

Entonces du = 2xzdx o zdx = %du y los limites cambian a u =
g(2) =22 —-4=0yu=g(3) =9 —4=5.Por lo tanto, la integral
5
1
se convierte en / §u5du y esta integral es mucho mas sencilla de
0

evaluar. En otras palabras, al resolver problemas de integracion,
hacemos las sustituciones apropiadas para obtener una integral que
se vuelve mucho mas simple que la integral original.

También usamos esta idea cuando transformamos integrales dobles
en coordenadas rectangulares en coordenadas polares vy
transformamos integrales triples en coordenadas rectangulares en
coordenadas cilindricas o esféricas para hacer los calculos mas
simples. Mas generalmente,

b
/ fle = de = ¢ f(g(u))g (u)du

Donde z = g(u),dz = ¢'(u)du,yu = cyu = dsatisfacenc = g(a)
yd = g(b).
Un resultado similar ocurre en integrales dobles cuando sustituimos

z = f(r,0) =rcosb,y = g(r,0) = rsend,y dA = dzdy = rdrdf.
Entonces tenemos

//R f(w,y)dA://S f(rcos,rsenf)rdrdd
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donde el dominio R se reemplaza por el dominio S en coordenadas

polares. Generalmente, la funcion que usamos para cambiar las
variables para hacer la integracién mas simple se llama
transformacién o mapeo.

5.8.1 Transformaciones planas

Una transformacién plana 7' es una funcién que transforma una
region G en un plano en una regién R en otro plano mediante un
cambio de variables. Tanto G como R son subconjuntos de R2. Por
ejemplo, la figura 5.71 muestra una region G en el plano wuw
transformada en una regién R en el plano xy por el cambio de
variables x = g(u,v) y y = h(u,v), o algunas veces escribe z =
z(u,v) y y = y(u,v). Normalmente asumiremos que cada una de
estas funciones tiene primeras derivadas parciales continuas, lo que
significa que gy, gy, hy Y h, existen y también son continuas. La
necesidad de este requisito se hara evidente pronto.

¥ Yi
o(, ) AT ey
G ) (R .I
x = g(u, v /
- 9( i Y,
y = hu,v) = o
e —
0 ] 0 %
Plano cartesiano uv Plano cartesiano xy

Figura 5.71. La transformacion de una regién G en el plano uv en una
regién R en el plano zy.
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DEFINICION

Una transformacion T : G — R, definida como T'(u,v) =
(z,y), se dice que es una transformacién uno a uno si no hay
dos puntos asignados al mismo punto de imagen.

Para mostrar que T' es una transformacion uno a uno, asumimos
T(uy,v1) = T(uz,v2) y mostramos que, como consecuencia,
obtenemos (u1,v1) = (ug,vs). Si la transformacion T es uno a uno
en el dominio G, entonces la inversa T ! existe con el dominio R de
maneraque T~! o Ty T o T~ son funciones de identidad.

La figura 5.71 muestra el mapeo T'(u,v) = (z,y) donde z e y estan
relacionados con u 'y v por las ecuaciones z = g(u,v) e y = h(u,v).
Laregion G es el dominio de T'y la regidon Res el rango de T', también
conocida como laimagen de G bajo la transformacién T'

B Elercicio Determmanq,o como funciona la
transformacion

Supén que una transformaciéon T' se define como T'(r,0) =
(z,y) donde = = rcosf,y = rsenf. Encuentra la imagen del
rectangulo polar G = {(r,0)|0 <r < 1,0 <8 < x/2} en el
plano 76 a una region R en el plano xy. Demuestrae que T es
una transformacién uno auno en Gy encuentra T~ (z, y).

(% Solucién
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B Ejercicio Encontrando laimagen bajo T'

Sea la transformacién T definida por T'(u,v) = (z,y) donde
z = u? — v? e y = wv. Encuentra la imagen del tridngulo en el

plano uwv con vértices (0, 0), (0,1)y(1,1).

(%) Solucién
5.8.2 Jacobianos

Recuerda que mencionamos cerca del comienzo de esta seccién que
cada una de las funciones componentes debe tener primeras
derivadas parciales continuas, lo que significa que g,, gy, hy Y hy
existen y también son continuas. Una transformacién que tiene esta
propiedad se llama transformacién C! (aqui C denota continua). Sea

T(u,v) = g(u,v), h(u,v), donde = = g(u,v) y y = h(u,v), una
transformacion C! uno a uno. Queremos ver cémo transforma una
pequefa region rectangular S, Au unidades por Av unidades, en el
plano uw (ver la figura 5.74).

Como z = g(u,v) y y = h(u,v), tenemos el vector de posicion
r(u,v) = g(u,v)i+ h(u,v)j de laimagen de el punto (u, v). Supén
que (ug,vg) es la coordenada del punto en la esquina inferior
izquierda que se asigna a (xo, yo) = T'(uo, vo).

La linea v = v : 0 se asigna a la curva de la imagen con la funcién
vectorial 7(u,vy), y el vector tangente en (xg, o) a la curva de la
imagen es
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r{ug, v)

Av

(Uor Vo) (*a: Vo) /

r(u, vo)

Figura 5.74. Un pequefio rectangulo S en el plano uv se transforma en una
regién R en el plano zy.

. ., Oz, .
Ty = gU(UU,UO)l + hu(UO,’UO)J = 6_u1 + %‘]

De manera similar, la linea u = ug se asigna a la curva de la imagen
con la funcién vectorial r(ug, v), y el vector tangente en (xg,yo) ala
curvade laimagen es

H . €T,
rv = gv(UOaU0)1+ h/q;('UzO,'UO)J = _vl + _J

Ahora, observa que

r(up + Au,vp)
ru - llm -

Au—0 Au — I'(UO + Au’ UO) - I'(’LL(), UO) ~ Auru

Similarmente,

r, — lim Tt0 v +Av)

Av—0 Av - r(UOa vy + A'U) — I'(UO, 'UO) ~ Avr,

Esto nos permite estimar el area A A de laimagen R encontrando el
area del paralelogramo formado por los lados Avr, y Aur,,.
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Al usar el producto cruz de estos dos vectores sumando el
componente k-ésimo como 0, el drea AA de la imagen R es

aproximadamente |Aur, x Avr,| = |r, X r,|AulAv. En forma
determinante, el producto cruz es

o ool | Bl (fzoy_ sz,
%g g 0_% > ~ \Oudv v du

Ya que |k|=1, tenemos AA~=|r, xr,|Aulv= (%% -

oz Oy
v Du ) AUA'U.

DEFINICION

El Jacobiano de la transformacion C*: T'(u, v)(g(u, v), h(u,v))
es denotado por J(u, v) y es difinido por el determinante

9z Oy
T = |2@D)| [k & (000y Ocdy
0(u,v) = = Oudv Ovou
Usando la definicidn, tenemos
O(z

AA =~ J(u,v)Aulv = x) AulAv

0(u,v)
Ten en cuenta que el Jacobiano es frecuentemente denotado por la
forma simple:

d(z,y)

J(u,v) = 3w, v)
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Ten en cuenta también que

9z Oy

Ou  Ou 0z dy Oz dy 9z Jz
— | =2 "~ | — 0 gv

or Oy Oudv Ovou = 5

E Ov

De ahi la notacion J(u,v) = ggg; sugiere que podemos escribir el
determinante jacobiano con parciales de x en la primera fila y
parciales de y en la segunda fila.

B Ejercicio Encontrando el Jacobiano

En uno de los ejercicios anteriores, encontramos que la
transformacion era T(r,0) = (rcosf,rsenf) donde z =
rcosfy y = rsenf. Encuentra el Jacobiano.

(%) Solucién
B Ejercicio Encontrando el Jacobiano

En otro de los ejercicios anteriores, encontramos que la

transformacion era T'(u,v) = (u?—v?,uv) donde & = u?—v?

y y = uv. Encuentra el Jacobiano.

(%) Solucién
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5.8.3 Cambio de variables para integrales dobles

Ya hemos visto que, bajo el cambio de variables T'(u,v) = (z,y)
donde z = g(u,v) y y = h(u,v), una pequeia region AA en el
plano xy esta relacionado con el drea formada por el producto
AuAv en el plano uv por la aproximacion

AA =~ J(u,v)Aulv
Ahora volvamos a la definicidn de integral doble por un momento:
J[ f@maa= sm 33 fay.u)a4
’ i=1 j=1

Con referencia a la figura 5.75, observa que dividimos la regién S en
el plano uv en pequefios subrectangulos S;; y dejamos que los
subrectangulos R;; en el plano xy sean las imagenes de S;; bajo la
transformacion T'(u, v) = (z, y).

{xli' y||j

Figura 5.75. Los subrectangulos S;; en el plano uv se transforman en
subrectangulos R;; en el plano zy.
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Entonces la integral doble se convierte en

//R f(z,y)dd = lim DY flaiy,yy)AA

i=1 j=1

= dim > 0% f(g(uisvig), bluij, i) (i, vis) | Audv

i=1 j=1

Observa que esta es exactamente la suma de Riemann para la
integral doble

//S £(9(uyv)), hlu,v)

TEOREMA 5.14

d(z,y)

8w, ) dudv

Cambio de variables para integrales dobles

Sea T'(u,v) = (z,y) donde z = g(u,v) yy = h(u,v) sea una
transformacién C'! uno a uno, con un jacobiano distinto de cero
en el interior de laregion S en el plano uv; mapea S en la region
Renel plano zy. Si f es continua en R, entonces

J[ s@aa= [[ satwo).n v))\ ggz; g; ‘dudv

Con este teorema para integrales dobles, podemos cambiar las
variables de (z,y) a (u,v) en una integral doble simplemente

reemplazando
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dudv

O(x,
dA = dzdy — ‘%

cuando usamos las sustituciones = g(u,v) y y = h(u,v) y luego

cambiamos los limites de integracién en consecuencia, este cambio
de variables a menudo simplifica mucho los calculos.

Antes de realizar el primer ejercicio de este apartado, te invitamos a
gue explores la siguiente escena interactiva, disefada por Elena
Alvarez, en la que se muestra la interpretaciéon geométrica del
Jacobiano. Dada una transformacion afin, el valor absoluto del
jacobiano actiia como un factor de escala entre el drea del rectangulo
inicial y su transformado.

Observa que, en el caso de cualquier transformacion, el jacobiano
actia como un factor de dilatacién de las areas a pequefa escala.
Elegida la opciéon de Transformacion Afin, se muestran distintos
ejemplos en los que se observa la relacién entre el area de una regién
y el area de la regién transformada.

Para el caso de transformaciones no afines, la escena permite
explorar el cambio a coordenadas polares.

Antes de interactuar con la escena, observa el video que explica
cémo hacerlo.
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geomeLri

[Frrr——— rmn-m Myindor= Ao

7w e ittt i af y O wn
ol i heralTIDY| = 1T |

Transformacian no afin »

¥ | &3 [yx( 4lo7e |. Divisianes en
X~ | x| B H=T(D)

Eeu ot | x

ey 43
w!

f v
) | 15 1 043 i
Area (D )= AwAv=05-043=0.22 s (H, )= 03 [P Aufiv=1.05-042 =022
(x,¥)=T{uv)={u cos(v), u sen{v}) El valor abscluto del jacobiano actia come

factor de dilatacion de las areas & pequenia escala
cosfv)  -usen{v)

! =dlet| =u
sen(v) U cos{v)

¥ = U cos{y)
¥ = U SEn(y)
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B Ejercicio Cambio de variables de coordenadas
rectangulares a polares

Considera la integral

2 pvV2z—2?
/ / vV x? + y’dydz
0 Jo

Usa el cambio de variables x = rcosf y y = rsenf, y encuentra
laintegral resultante
(%) Solucién

Observa en el siguiente ejercicio que la regién sobre la que vamos a
integrar puede sugerir una transformacion adecuada para la
integracién. Esta es una situacién comun e importante.

B Ejercicio Cambiando variables

Considera la integral [[,(z —y)dydz, donde R es el
paralelogramo que une los puntos (1,2),(3,4),(4,3) y (6,5)
(figura 5.77). Realiza los cambios apropiados de variables y
escribe la integral resultante.

(% Solucién
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¥ (6.5)
3 4)

(4.3)

1 2)

Figura 5.77. La region de integracion para la integral dada.

Estamos listos para dar una estrategia de resolucién de problemas
para el cambio de variables.

Estrategia de resolucion de problemas: Cambio de variables

1. Dibuja la region dada por el problema en el plano zy y
luego escribe las ecuaciones de las curvas que forman el
limite.

2. Dependiendo de la region o del integrando, elige las
transformaciones z = g(u,v) ey = h(u,v).

3. Determina los nuevos limites de integracion en el plano
uv.

4. Encuentra el jacobiano J(u, v).

En el integrando, reemplaza las variables para obtener el
nuevo integrando.
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6. Reemplaza dydz o dzdy, lo que ocurra, por J (u, v)dudv.

En el siguiente ejercicio, encontraremos una sustitucion que
simplifica mucho el calculo del integrando.

B Ejercicio Evaluando una integral

Usando el cambio de variablesu = x — yyv = = + y,evaldala

integral
// (x — y)e“Lysz
R

donde R es la region delimitada por las lineasz +y =1y x +
y=3ylascurvas z? —y> = —1yz? — 4% = 1 (ver la primera
region en la (figura 5.79).

(%) Solucién
5.8.4 Cambio de variables para integrales triples

El cambio de variables en integrales triples funciona exactamente de
la misma manera. Las sustituciones de coordenadas cilindricas y
esféricas son casos especiales de este método, que demostramos
aqui.

Supon que G es una region en el espacio uvw y se asigna a D en el
espacio xyz (Figura 5.80) mediante una transformacion C'unoauno
T(’U,, v, w) = (waya Z) donde z = g(u,'v,'w),y = h(uavaw) yz=
k(u,v,w)

823


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/imagenes/cap5/579.png
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/imagenes/cap5/580.png

w

X = gu, v, W)
¥ =hlu, v, w)
L ] Z- k{u v, W)
. P
— —

- -

v ¥

Espacio cartesiano uvw - .
P Espacio cartesiano xyz

Figura 5.80. Una region G en el espacio uvw mapeada a una region D en
el espacio zyz.

Entonces, cualquier funcion F(z,y,z) definida en D puede
considerarse como otra funcién H (u, v, w) que esta definida en G:

F(z,y,z) = F(g(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)) = H(u, v, w)

Ahora necesitamos definir el jacobiano para tres variables.

DEFINICION
El determinante jacobiano J(u, v, w) en tres variables se define
de la siguiente manera:

9z Oy 9z
ou ou ou

_ | oz dy 0z
J(u,v,w) = £ £ £

oz Oy 0z
ow ow ow
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Esto también es lo mismo que

oz oz Jzx

ou v ow

J(u,v,w) = | % %% Dy

ou ow
ou v ow

El Jacobiano también se puede denotar simplemente como
A(z,y,2)
O(u,v,w)

Con las transformaciones y el Jacobiano para tres variables, estamos
listos para establecer el teorema que describe el cambio de variables
paraintegrales triples.

TEOREMA 5.15

Sea T(u,v,w)=(x,y,2) donde = g(u,v,w),y=
h(u,v,w)y z = k(u,v, w), sea un C* una transformacién uno
a uno, con un Jacobiano distinto de cero, que mapea la region G
en el plano uvw en laregidon D en el plano zyz. Como en el caso
bidimensional, si F' es continua en D, entonces

J[[ Faw.z1av
://G F(Q(U,U,w),h(u,v,w),k(u,u,w))‘m‘dudvdw

0(u,v,w)
= // H(u,v,w)|J (u, v, w)|dudvdw
G
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Veamos ahora cémo los cambios en integrales triples para
coordenadas cilindricas y esféricas se ven afectados por este
teorema. Esperamos obtener las mismas férmulas que en las
integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas.

B Ejercicio Obtencién de férmulas en integrales triples
para coordenadas cilindricas y esféricas
Derivar la férmula en integrales triples para

a. coordenadascilindricasy

b. coordenadas esféricas.

(% Solucién

Probemos con otro ejercicio con una sustitucién diferente.

B Ejercicio Evaluguon de.una integral triple con
cambio de variables

Evaluar laintegral triple

3 pd p(y/2)+1 5
/ / / (az + —) dxdydz
0 JOo Jy/2 3

en el espacio xyz usando la transformacion
U= (2£c—y)/2,v = y/za y w= 2/3
Luego integra sobre una regién apropiada en el espacio uvw

(%) Solucién
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Y Ejercicios

==\ En los siguientes ejercicios, la funcion T : § — R, T (u,v) =
(z,y) enlaregion S = {(u,v)|0 <u < 1,0 <wv <1} acotada por
el cuadrado unitario esta dada, donde R C R? es la imagen de S
debajodeT.

a. Justifica que lafuncion T es una transformacion C.

b. Encuentra las imagenes de los vértices del cuadrado unitario
S mediante la funcion T'.

c. Determinalaimagen R del cuadrado unitario Sy graficala.

356, z=2u,y=3v

357, z=5,y=35( ).

358, x=u—v,y=u—+v

359, ¢ =2u—v,y=u—+2v/( ).
360. ¢ =u?y = v?

361. z= u3,y = 3 ( ).

== En los siguientes ejercicios, determina si las transformaciones
T :S — Rsonunoaunoono.

362. z=u?,y=17% donde S es el rectangulo de vértices

(—1,0),(1,0), (1, 1)y(-1,1).
363. z=u,y=u®+v, donde S es el tridngulo de vértices
(_270)’ (270)y(07 2) ( )
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364, x=2u,y=3v, donde S es el cuadrado de vértices
(—-1,1),(-1,-1),(1,-1)y(1,1).

365. T(u,v) = (2u — v,u), donde S es el triangulo de vértices
(—1,1),(—1,-1)y(1,—-1)( ).

366, z=u+v+w,y=u+v,z=wdondeS =R =R
367. z=u4+v+w,y=u’+v,z=w, donde S=R=R3
( ).

== En los siguientes ejercicios, las transformaciones T': S — R

son uno a uno. Encuentra sus transformaciones inversas relacionadas
T1:R—8S.

368. x =4u,y = 5v,donde S = R = R2.

369. x=u+2v,y = —u+v,dondeS = R = R?( ).
370. z=e¥" y=¢€*" donde S=R? vy R={(z,9)z >
0,y > 0}

371 z=Inu,y = In (w), donde S = {(u,v)|u > 0,v >0} y
R=R?( ).

372, z=u+v+w,y=3v,z =2w,donde S = R = R>.

373, z=ut+v,y=v+w,z=u+w, donde S=R=R3
( ).

= En los siguientes ejercicios, la transformacién T : S —
R,T(u,v) = (z,y) y la regiéon R C R? son dadas. Encuentra la
regiéon S C R2.
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374. z = au,y = bv, R = {(z,y)|z? + y* < a®b?}, donde a,b >
0.

375. & =au,y =bv, R={(z,y)|% + & < 1}, donde a,b> 0
( ).

376. z=ry=752=¢R={(zyl®++22 <1},
dondea,b,c > 0
377. xzau,y:bv,z:cw,R:{(x,y)‘%—}b%z—ég

1,z > 0},dondea,b,c > 0( ).

E . . . ) . .
== En los siguientes ejercicios, encuentra la J jacobiana de la
transformacion.

378, x=u+2v,y=—u-+wv.

379. z =%,y =5 ).

380. z =¥V y=e",

381 z=ue',y=e"( ).

382. & = ucos(e’),y = usen(e’)

383. m:vsen(uz),y:vcos(u2)( ).

384, x =wu cosh v,y =u senh v,z = w.

385. ar::vcosh(%),y:vsenh(%),z:u+w2( ).
386 r=u+v,y=v+w,z=u.

387 r=u—v,y=u+v,z=u+v+wl ).

388. Laregion triangular R con los vértices (0,0), (1,1) y (1,2) se
muestra en la siguiente figura.
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a. Encuentra una transformacion T :S — R,T(u,v) =
(z,y) = (au + bv, cu + dv), donde a,b,c y d son nimeros
reales con ad—bcx0 tal que T71(0,0) =
(0,0),71(1,1) = (1,0)y T~1(1,2) = (0,1).

b. Usa la transformacién T' para encontrar el drea A(R) de la
region R.

389. La region triangular R con los vértices (0,0), (2,0)y(1,3) se
muestra en la siguiente figura.

Yi
3..
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a. Encuentra una transformaciéon T :S — R,T(u,v) =
(z,y) = (au + bv, cu + dv), donde a,b,c y d son nimeros
reales con ad—bc=0 tales que T71(0,0)=
(0,0),771(2,0) = (1,0)yT%(1,3) = (0,1).

b. Usa la transformacién T' para encontrar el drea A(R) de la
region R ( )

== En los siguientes ejercicios, usa la transformacion u =y —
x,v =1y, para evaluar las integrales en el paralelogramo R de
vértices (0,0), (1,0),(2,1) y (1,1) que se muestra en la siguiente
figura.

Ll

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

390. / /R (y — z)dA.
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391. // (1% — zy)dA( )
R

== En los siguientes ejercicios, usa la transformacion y — ¢ =
u,x +y =v para evaluar las integrales en el cuadrado R
determinadopor laslineasy =z, y = -z +2,y=z+2,yy = —x
se muestra en la siguiente figura

Uk

1.5+

05+

05 o o5 1%

392. // e"VdA

/fsen(:z:— y)dA ( )
R

== En los siguientes ejercicios, usa la transformacion z = u, by =
v para evaluar las integrales en la region Rlimitada por la elipse z? +
25y2 = 1 que se muestra en la siguiente figura.
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394, // VT2 + 25y2dA.
R

395. /(w2 —|—25y2)2dA (Solucién)
R

== En los siguientes ejercicios, usa la transformacion v = = +
y,v = & — y para evaluar las integrales en la regién trapezoidal R
determinadas por los puntos (1,0),(2,0),(0,2), y (0,1) que se
muestran en la siguiente figura.

Yy
2

15+

0.5-

a 05 1 15 2 X

396. / / (z2—2zy + y*)e"VdA.
R
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397. // (x3 + 322y + 3zy® + y®)dA ( ).
R

398. El sector del anillo circular R delimitado por los circulos
422 + 4y =1y 922 + 93> = 64, la linea = y/3 y el eje y se
muestran en la siguiente figura. Encuentra una transformacién T' de
una region rectangular S en el plano r6 a la regién R en el plano xy.

Y\
3.

_ad

__\//
0 o5 1 15 2 25 3%

399. Elsélido R delimitado por el cilindro circular 2% + 3> = 9y los
planos z = 0,z = 1,z = 0 e y = 0 se muestra en la siguiente figura.
Encuentra una transformacién 1" de una caja cilindrica S en el
espacio 10z al sélido R en el espacio xyz ( ).
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2 2
Demuestra que // \/ L + - dA =
R 3 3

1
27V 15/ f(p)pdp, donde f es una funcién continua en [0,1] y R

0
es la regién limitada por la elipse 52 + 3y? = 15.

Demestra / \/16:32 +4y? + 22)dV =

/ f(p)p*dp, donde £ es una funcién continuaen [0,1]y Res la

regién limitada por el elipsoide 16x2 + 4y? + 2% = 1.

[T] Encuentra el area de la region delimitada por las curvas
zy = 1,zy = 3,y = 2z e y = 3z usando la transformacion u = zy
yv= ';i Utiliza un sistema de algebra computarizado (CAS) para
graficar las curvas de los limites de laregion R.

[T] Encuentra el area de la region limitada por las curvas
z?y = 2,2’y = 3,y = x, y y = 2z usando la transformacién u =
a:ny v = % Utiliza un CAS para graficar las curvas de los limites de |a
region R ( ).

1 2
Evalda la integral triple / / / (y + 1)dzdydz usando

latransformacionu =z — z,v =3yyw = 2

3z+2
Evalda la integral triple /// (5 — 4y)dzdzdy
3z

usando la transformacionu = ¢ — 3z, v = 4dyyw = z ( ).
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Una transformacién T: R? — R2, T'(u,v) = (z,y) de la
forma & = au + bv,y = cu + dv, donde a,b,c y d son nimeros

reales, se llama lineal. Demuestra que una transformacién lineal para
la cual ad — bes=0 asigna paralelogramos a paralelogramos.

La transformacion Ty : R? — R? Tp(u,v) = (z,y), donde
x = ucost — vsenb,y = usenf + vcosf, se llama rotaciéon de
angulo 0. Demuestra que la transformacion inversa de T} satisface
Ta’1 =T _4,donde T es la rotacion del angulo —6.

[T] Encuentra la regién S en el plano uv cuya imagen a través
de una rotacién de angulo f es la region R encerrada por la elipse
x2 + 4y? = 1.Usaun CAS para responder las siguientes preguntas.

a. Graficalaregion S.

b. Evalda la integral [ e **"dudv. Redondea tu respuesta a
dos cifras decimales.

[T] Las transformaciones T; : R? — R2?,i = 1,..., 4, definido
por T (u,v) = (u, —v), Ty (u,v) = (—u,v), T3(u,v) = (—u, —v) y
T4(u,v) = (v, u) se denominan reflexiones sobre el eje z, el eje y, el
origeny larectay = z, respectivamente.

a. Encuentra la imagen de la region S = {(u,v)u® + v> —
2u—4v+1<0} en el plano zy a través de la
transformacionTi o Ty o T3 o Ty.

b. Utilizaun CAS para graficar R.
c. Evalualaintegral [, sen(u®)dudv usando un CAS. Redondea

tu respuesta a dos cifras decimales ( ).
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[T] La transformacion Tj11: R3 — R3 Ty 11 (u,v,w) =
(z,y,z) de la forma z = ku,y = v,z = w, donde k1 es un
namero real positivo, se llama estiramiento si £ > 1y compresidn si
0 < k <1 en la direccién z. Usa un CAS para evaluar la integral
JIfg e 925 dpdydz en el solido S = {(z,y,2)|4a> +
9y? + 2522 < 1} considerando la compresién Tb35(u,v,w) =
(z,y, z) definidapor z = 5,y = yz = ¥.Redondea tu respuesta a
cuatro lugares decimales.

[T] La transformacion T,o : R? — R?, T, o(u,v) = (u+
av,v), donde a0 es un nimero real, se llama cortante en la
direccién x . La transformacién, Tpg: R? — R2, T,;(u,v) =
(u, bu + v), donde b0 es un nimero real, se llama cortante en la
direccién y.

a. Encuentra las transformaciones Tp 2 o T3 .

b. Encuentra la imagen R de la region trapezoidal S delimitada
por u=0,v=0v=1y v=2—u a través de Ila
transformacion T o o T3 .

c. Usaun CAS para representar graficamente la imagen R en el
plano zy.

d. Encuentrael drea de laregion R usando el area de la region S

( ).

Usa la transformaciéon, = =au,y=av,z=cw vy
coordenadas esféricas para mostrar que el volumen de una region

2 2 2 2
delimitada por el esferoide 5 + 2. = 1 es 47
a C C
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CaICszlaZeI volumen de una pelota de futbol cuya forma es un
2

esferoide Laty— + %; = 1 cuya longitud de punta a punta es de 11

pulgadas vy la circunferencia en el centro es de 22 pulgadas. Redondea

tu respuesta a dos cifras decimales ( ).

[T] Los 6valos de Lamé (o superelipses) son curvas planas de
. n n ,
ecuaciones (%) + (%) =1, donde a,b y n son nimeros reales

positivos.
a. Usa un CAS para graficar las regiones R limitadas por évalos
delaméparaa =1,b = 2,n = 4yn = 6, respectivamente.

b. Encuentra las transformaciones que mapean la regiéon R
limitada por el 6valo de Lamé z* + y* = 1, también llamado
squircle y graficado en la siguiente figura, en el disco unitario.

Yi

Los 6valos de [T] Lamé han sido utilizados constantemente por
disenadores y arquitectos. Por ejemplo, Gerald Robinson, un
arquitecto canadiense, ha diseflado un estacionamiento en un centro
comercial en Peterborough, Ontario, en forma de superelipse de la
ecuacion (f)n + (%)n =1 con % = % y n = e. Usa un CAS para
encontrar una aproximacion del area del estacionamiento en el caso

a = 900 yardas,b = 700 yardasyn = 2.72yardas ( ).
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Para terminar este capitulo presentamos un escena interactiva de
Juan Carlos Ponce Campuzano, en la cual se muestra la

transformacion parabdlica = = u> —v?> y y = 2v. El Jacobiano

establece una relacion entre el drea del cuadrado azul (izquierda) y el
areade laregion roja (derecha).

Arrastra el punto verde (a la izquierda) para cambiar la posicion del
cuadrado azul. Observa lo que le sucede a la regién roja. También,
puedes arrastrar el control deslizante, que determina el lado del
cuadrado azul y observar lo que le sucede a la regién roja

v A=015

)

12| M Area = 0.0225 Jacobian = 2.08 W Area 0.06131 e
AA=00465 >

03

08 -

0s
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Capitulo VI

Calculo Vectorial






3.1 Introduccién

Figura 6.1. Los huracanes se forman a partir de vientos giratorios
impulsados por temperaturas calidas sobre el océano. Los meteorélogos
pronostican el movimiento de los huracanes mediante el estudio de los
campos vectoriales giratorios de la velocidad del viento. Se muestra el
ciclon Catarina en el Océano Atlantico Sur en 2004, visto desde la Estacion
Espacial Internacional (crédito: modificacion del trabajo de la NASA).

Los huracanes son grandes tormentas que pueden producir enormes
danos a la vida y la propiedad, especialmente cuando llegan a tierra.
Predecir donde y cudndo atacaran y qué tan fuertes seran los vientos
es de gran importancia para prepararse para la protecciéon o la
evacuacién. Los cientificos se basan en estudios de campos
vectoriales rotacionales para sus prondsticos.

En este capitulo, aprenderemos a modelar nuevos tipos de integrales
sobre campos como campos magnéticos, campos gravitacionales o
campos de velocidad.
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También aprenderemos a calcular el trabajo realizado en una
particula cargada que viaja a través de un campo magnético, el
trabajo realizado en una particula con masa que viaja a través de un
campo gravitacional y el volumen por unidad de tiempo del agua que
fluye a través de unared arrojada aunrio.

Todas estas aplicaciones se basan en el concepto de campo vectorial,
que exploramos en este capitulo. Los campos vectoriales tienen
muchas aplicaciones porque se pueden usar para modelar campos
reales como campos electromagnéticos o gravitacionales. Una
comprension profunda de la fisica o la ingenieria es imposible sin una
comprensiéon de los campos vectoriales. Ademas, los campos
vectoriales tienen propiedades matematicas que merecen ser
estudiadas por derecho propio. En particular, los campos vectoriales
se pueden utilizar para desarrollar varias versiones de dimensiones
superiores del Teorema Fundamental del Calculo.

3.2 Campos vectoriales

Los campos vectoriales son una herramienta importante para
describir muchos conceptos fisicos, como la gravitaciéon y el
electromagnetismo, que afectan el comportamiento de los objetos en
una gran regién de un plano o del espacio. También son utiles para
hacer frente a comportamientos a gran escala, como tormentas
atmosféricas o corrientes oceanicas de profundidad.

En esta seccion, examinamos las definiciones basicas y los graficos de
los campos vectoriales para poder estudiarlos con mas detalle en el
resto de este capitulo.
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6.2.1 Ejemplos de campos vectoriales

¢Cémo podemos modelar la fuerza gravitacional ejercida por
multiples objetos astrondmicos?

¢Coémo podemos modelar la velocidad de las particulas de agua en la
superficie de un rio? La figura 6.2 ofrece representaciones visuales de
tales fendmenos.

La figura 6.2 (a) muestra un campo gravitacional ejercido por dos
objetos astrondmicos, como una estrella y un planeta o un planeta y
una luna. En cualquier punto de la figura, el vector asociado con un
punto da la fuerza gravitacional neta ejercida por los dos objetos
sobre un objeto de unidad de masa. Los vectores de mayor magnitud
en la figura son los vectores mas cercanos al objeto mas grande. El
objeto mas grande tiene mayor masa, por lo que ejerce una fuerza
gravitacional de mayor magnitud que el objeto mas pequenio.

La figura 6.2 (b) muestra la velocidad de un rio en puntos de su
superficie. El vector asociado con un punto dado en la superficie del
rio da la velocidad del agua en ese punto. Dado que los vectores a la
izquierda de la figura son de magnitud pequeia, el agua fluye
lentamente en esa parte de la superficie. A medida que el agua se
mueve de izquierda a derecha, encuentra algunos rapidos alrededor
de unaroca. La velocidad del agua aumenta y se produce un remolino
en parte de los rapidos.

Cada figurailustra un ejemplo de un campo vectorial. Intuitivamente,
un campo vectorial es un mapa de vectores. En esta seccién,
estudiaremos campos vectoriales en R? y R3.
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(b)

Figura 6.2. (a) ElI campo gravitacional ejercido por dos cuerpos
astrondmicos sobre un objeto pequeno. (b) El campo vectorial de velocidad
del agua en la superficie de un rio muestra las distintas velocidades del
agua. El rojo indica que la magnitud del vector es mayor, por lo que el agua
fluye mas rapidamente; el azul indica una magnitud menor y una velocidad
mas lenta del flujo de agua.
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DEFINICION

Un campo vectorial F en R? es una asignacién de un vector
bidimensional F(z, y) a cada punto (z, y) de un subconjunto D
de R2. El subconjunto D es el dominio del campo vectorial.

Un campo vectorial F en R® es una asignacién de un vector
tridimensional F(z,y,z) a cada punto (z,y,z) de un
subconjunto D de R3. El subconjunto D es el dominio del campo
vectorial.

6.2.2 Campos vectoriales en R?

Un campo vectorial en R? se puede representar de dos formas
equivalentes. La primera forma es usar un vector con componentes
gue sean funciones de dos variables:

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) (6.1)
La segunda forma es usar los vectores unitarios estandar:
F(z,y) = P(z,y)i+ Q(z,y)J) (6.2)

Se dice que un campo vectorial es continuo si sus funciones
componentes son continuas.
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B Ejercicio Engontrando un vector asociado a un punto
ado

Sea F(z,y) = (2y> + = — 4)i + cos (z)j un campo vectorial
en R2. Ten en cuenta que este es un ejemplo de un campo

vectorial continuo, ya que ambas funciones componentes son
continuas. ;Qué vector esta asociado con el punto (0, —1)?

(% Solucién
6.2.3 Dibujando un campo vectorial

Ahora podemos representar un campo vectorial en términos de sus
componentes de funciones o vectores unitarios, pero representarlo
visualmente es mas complejo porque el dominio de un campo
vectorial estd en R?, al igual que el rango. Por lo tanto, la “grafica” de
un campo vectorial en R? vive en un espacio de cuatro dimensiones.
Como no podemos representar visualmente el espacio de cuatro
dimensiones, en su lugar dibujamos campos vectoriales en R? en un
plano. Para hacer esto, dibuja el vector asociado con un punto dado
en el punto de un plano.

Por ejemplo, supén que el vector asociado con el punto (4, —1) es
(3, 1). Entonces, dibujariamos el vector (3, 1) en el punto (4, —1).

Deberiamos trazar suficientes vectores para ver la forma general,
pero no tantos como para que el boceto se convierta en un desorden.
Si tuviéramos que trazar el vector de imagen en cada punto de la
regioén, llenaria la region completamente y seria inGtil.
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En su lugar, podemos elegir puntos en las intersecciones de las lineas
de la cuadricula y trazar una muestra de varios vectores de cada
cuadrante de un sistema de coordenadas rectangular en R2.

Hay dos tipos de campos vectoriales en R? en los que se centra este
capitulo: campos radiales y campos rotacionales. Los campos radiales
modelan ciertos campos gravitacionales y campos de fuentes de
energia, y los campos rotacionales modelan el movimiento de un
fluido en un vértice. En un campo radial, todos los vectores apuntan
directamente hacia o directamente lejos del origen. Ademas, la
magnitud de cualquier vector depende solo de su distancia al origen.
En un campo radial, el vector ubicado en el punto (z,y) es
perpendicular al circulo centrado en el origen que contiene el punto
(z,y), y todos los demas vectores de este circulo tienen la misma
magnitud.

B Ejercicio Dibujando un campo vectorial radial
Dibuja el campo vectorial F(z,y) = $i + &j

(%) Solucién

En contraste con los campos radiales, en un campo rotacional, el
vector en el punto (z, y) es tangente (no perpendicular) a un circulo
con radio r = /2 + y%. En un campo rotacional estandar, todos los
vectores apuntan en el sentido de las agujas del reloj o en el sentido
contrario a las agujas del reloj, y la magnitud de un vector depende
solo de su distancia desde el origen.
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Los dos ejercicios siguientes son campos de rotacién en el sentido de
las agujas del reloj, y vemos por sus representaciones visuales que los
vectores parecen girar alrededor del origen.

B Ejercicio Apertt.!ra de ca.pl'tulo: Dibujar un campo
vectorial rotacional

Figura 6.4. (crédito: modificacion de un trabajo de la NASA)

Dibuja el campo vectorial F(z,y) = (y, —)
(%) Solucién
B Ejercicio Dibujar un campo vectorial
Dibuja el campo vectorial F(z,y) = i+ 717
(%) Solucién
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B Ejercicio Campo de velocidad de un fluido

, 2 9% .
Sup6n que v(z,y) = —Lm2+y21—i—m2+y2_] es el campo de

velocidad de un fluido ;Qué tan rapido se mueve el fluido en el
punto (1,—1)? (sup6na que las unidades de velocidad son
metros por segundo).

(%) Solucién

Hemos examinado campos vectoriales que contienen vectores de
diversas magnitudes, pero asi como tenemos vectores unitarios,
también podemos tener un campo vectorial unitario. Un campo
vectorial F es un campo vectorial unitario si la magnitud de cada
vector en el campo es 1. En un campo vectorial unitario, la Unica
informacion relevante es la direccién de cada vector.

B Ejercicio Un campo vectorial unitario

Demuestra que el campo vectorial

i
Val +y2 a4y

es un campo vectorial unitario.
(% solucién
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¢(Por qué son importantes los campos vectoriales unitarios?
Supongamos que estamos estudiando el flujo de un fluido y que solo
nos importa la direccion en la que fluye el fluido en un punto dado. En
este caso, la velocidad del fluido (que es la magnitud del vector de
velocidad correspondiente) es irrelevante, porque lo Ginico que nos
importa es la direccion de cada vector. Por lo tanto, el campo
vectorial unitario asociado con la velocidad es el campo que
estudiariamos. Si F = (P, @, R) es un campo vectorial, entonces el

campo vectorial unitario correspondiente es <H%H’H;§H’ﬁ>'

Observa que si F(z,y) = (y, —z), entonces la magnitud de F es

vVz2+y? y, por lo tanto, el campo vectorial unitario
correspondiente es el campo G del ejemplo anterior.

Si F es un campo vectorial, entonces el proceso de dividir F' por su
magnitud para formar el campo vectorial unitario F/||F|| se llama
normalizar el campo F.

Antes de continuar con el siguiente apartado, interactia con la
siguiente escena, disefiada por Juan Carlos Ponce Campuzano, en la
cual puedes modificar los componentes vectoriales; por ejemplo,
. _ . s
intenta hacerlocon F(z,y) = —Lm2+y2 i+ =)

Recuerda que expresiones como I—Q+Lyg en GeoGebra, se escriben asi:

y/sqrt(x”2+y*2)
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6.2.4 Campos vectoriales en R?

Hemos visto varios ejemplos de campos vectoriales en R?; ahora
dirijamos nuestra atencién a los campos vectoriales en R®. Estos
campos vectoriales se pueden usar para modelar campos
gravitacionales o electromagnéticos, y también se pueden usar para
modelar el flujo de fluidos o el flujo de calor en tres dimensiones.

853



Un campo vectorial bidimensional en realidad solo puede modelar el
movimiento del agua en un segmento bidimensional de un rio (como
la superficie del rio). Dado que un rio fluye a través de tres
dimensiones espaciales, para modelar el flujo de toda la profundidad
del rio, necesitamos un campo vectorial en tres dimensiones.

La dimensién adicional de un campo tridimensional puede hacer que
los campos vectoriales en R? sean mas dificiles de visualizar, pero la
idea es la misma. Para visualizar un campo vectorial en R3, traza
suficientes vectores para mostrar la forma general. Podemos usar un
método similar para visualizar un campo vectorial en R? eligiendo
puntos en cada octante.

Al igual que con los campos vectoriales en R2, podemos representar
campos vectoriales en R?® con las funciones componentes.
Simplemente necesitamos una funcién de componente adicional para
la dimension adicional. Escribimos ya sea

F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,v, 2), R(z,y, 2)) (6.3)
F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y,2)k (6.4)

B Bercidio D.|bu1ar'un campo vectorial en tres
dimensiones

Describe el campo vectorial F(z,y, z) = (1,1, 2)
(%) Solucién
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En el siguiente ejercicio, exploraremos uno de los casos clasicos de un
campo vectorial tridimensional: un campo gravitacional.

B Ejercicio Desc.r|b|‘endo un campo vectorial
gravitacional

La ley de gravitacion de Newton establece que F = —G ™ F,
donde G es la constante gravitacional universal. Describe el
campo gravitacional que ejerce un objeto (objeto 1) de masa m;
ubicado en el origen sobre otro objeto (objeto 2) de masa ms
ubicado en el punto (z,y,z). El campo F denota la fuerza
gravitacional que el objeto 1 ejerce sobre el objeto 2, r es Ia
distancia entre los dos objetos y r indica el vector unitario
desde el primer objeto hasta el segundo. El signo menos
muestra que la fuerza gravitacional atrae hacia el origen; es
decir, la fuerza del objeto 1 es atractiva. Dibuja el campo
vectorial asociado con esta ecuacién.

(% Solucién
6.2.5 Campos gradiente

En esta seccion, estudiaremos un tipo especial de campo vectorial
llamado campo gradiente o campo conservativo. Estos campos
vectoriales son extremadamente importantes en fisica porque se
pueden usar para modelar sistemas fisicos en los que se conserva la
energia. Los campos gravitacionales y los campos eléctricos
asociados con una carga estatica son ejemplos de campos gradiente.
Recuerda que si fes una funcién (escalar) de = e y, entonces el

gradiente de f es
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gradf = vf = fm(a"ay)i + fy(x’y)j

Podemos ver la forma en que esta escrito el gradiente que V f es un
campo vectorial en R2. De manera similar, si f es una funcién de z, y
y z, entonces el gradiente de f es

gradf = Vf = fx(m7y7 Z)i+ fy(maya Z)j + fz(maywz)k

El gradiente de una funcién de tres variables es un campo vectorial
en R3. Un campo gradiente es un campo vectorial que se puede
escribir como el gradiente de una funcién, y tenemos la siguiente
definicion.

DEFINICION

Un campo vectorial F en R? o en R® es un campo gradiente si
existe una funcién escalar f talque Vf = F.

B Ejercicio Dibujar un campo vectorial gradiente

Usa la tecnologia para trazar el campo vectorial gradiente de
fz,y) = 2%y
(% Solucién

Considera la funcién f(z,y) = z2y? del ejercicio anterior. La figura

6.11 muestra las curvas de nivel de esta funcién superpuestas en el
campo vectorial gradiente de la funcion.
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Los vectores gradiente son perpendiculares a las curvas de nivel, y las
magnitudes de los vectores se hacen mas grandes a medida que las
curvas de nivel se acercan, porque las curvas de nivel agrupadas de
cerca indican que el grafico es empinado y la magnitud del vector
gradiente es el valor mas grande de la derivada direccional. Por lo
tanto, puedes ver la inclinacién local de un grafico investigando el
campo gradiente de la funcién correspondiente.

Figura 6.10. El campo gradiente de f(z,y) = 2?y? y varias curvas de nivel
de f. Observa que a medida que las curvas de nivel se acercan, la
magnitud de los vectores gradiente aumenta.

Interactia con la siguiente escena, disefiada por Elena E. Alvarez Séiz,
en la cual se representa un campo gradiente. Observa que en el caso
de un campo vectorial gradiente, en cada punto P(z,y) el vector

gradiente es ortogonal a la curva de nivel que pasa por dicho punto.
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Se debe incluir la funcién escalar f(z,y) y las coordenadas del
campo gradiente, M (z,y) y N(z,y). En el caso de representar las
curvas de nivel f(z,y) = k, se debe introducir el valor de K.

Cambia la funcién por la usada en los ejercicios anteriores: z2y?,
donde M (z,y) = 2zy*y N(z,y) = 222y.

N
Veclores Tangenie: | Si V| 26 escala 2015
fooyl=  [x2+y2 il v 7
y o ®{t) = |.=,qrr(k}"r:c|5(l) |
Mixy) 52*% :.D o :6.28
Y10 = [santseno |
M(xy) = 2%y )

Murm. vectores Al
en cada direccion X

Punto x=

Ak 4
=

W=

Como aprendimos anteriormente, un campo vectorial F es un campo
vectorial conservativo, o un campo gradiente si existe una funcién
escalar f tal que V f = F. En esta situacion, f se denomina funcién

potencial para F. Surgen campos vectoriales conservativos en
muchas aplicaciones, particularmente en fisica. La razén por la que
estos campos se denominan conservativos es que modelan fuerzas
de sistemas fisicos en los que se conserva la energia. Estudiaremos
los campos vectoriales conservativos con mas detalle mas adelante
en este capitulo.
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Puedes notar que, en algunas aplicaciones, una funcién potencial f
para F se define en cambio como una funcién tal que —V f = F. Este
es el caso de ciertos contextos en fisica; por ejemplo, observa el
siguiente ejercicio.

B Ejercicio Verificacion de una funcién potencial

¢Es f(z,y, z) = x’yz — sen(xy) una funcién potencial para el
campo vectorial

2

F(z,y,2) = (2oyz—ycos(ay), a2z —zcos(ay), %)

(% Solucién

B Ejercicio Verificacion de una funcion potencial

La velocidad de un fluido se modela mediante el campo
2 2 2
v(z,y) = (zy, & —y). Verifica que f(z,y) = 5L —% sea una

funcién potencial para v.

(% Solucién

Si F es un campo vectorial conservativo, entonces hay al menos una
funcién potencial f tal que V f = F. Pero, ;podria haber mas de una
funciéon potencial? Si es asi, ¢existe alguna relaciéon entre dos
funciones potenciales para el mismo campo vectorial?
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Antes de responder estas preguntas, recordemos algunos hechos del
calculo de una sola variable para guiar nuestra intuicién. Recuerda
que si k(z) es una funcién integrable, entonces k tiene infinitas

antiderivadas. Ademas, si F' y G son ambas antiderivadas de k,
entonces F' y G difieren solo por una constante. Es decir, hay un
nimero C'tal que F(z) = G(z) + C.

Ahora sea F un campo vectorial conservativo y sean f y g funciones
potenciales para F. Dado que el gradiente es como una derivada, F
siendo conservativo significa que F es "integrable" con las
"antiderivadas" f y g. Por lo tanto, si la analogia con el célculo de una
sola variable es valida, esperamos que haya alguna constante C tal
que f(z) =g(z) + C. El siguiente teorema dice que este es
realmente el caso.

Para enunciar el siguiente teorema con precision, debemos asumir
qgue el dominio del campo vectorial estd conectado y abierto. Estar
conectado significa que si P; y P, son dos puntos cualesquiera en el

dominio, entonces puede caminar de P; a P, a lo largo de un camino
que permanece completamente dentro del dominio.

TEOREMA 6.1
Singularidad de las funciones potenciales

Sea F un campo vectorial conservativo en un dominio abierto y
conectado y sean fy g funciones talesque Vf = Fy Vg = F.

Entonces, hay una constante C' talque f = g + C.
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Prueba

Dado que f y g son funciones potenciales para F, entonces V f =
f—-9g=Vf—-Vg=F—-F=0. Sea h=f—g, entonces
tenemos Vh = 0. Nos gustaria demuestrar que h es una funcion
constante.

Supdn que h es una funcion de z e y (la légica de esta demostracion
se extiende a cualquier nimero de variables independientes). Como
Vh = 0, tenemos h, = 0 e hy, = 0.Laexpresién h, = 0 implica que
h es una funcién constante con respecto a z, es decir, h(z,y) =
k1 (y) para alguna funciéon k;. De manera similar, h, = 0 implica
h(z,y) = ka(x) para alguna funcién ks. Por lo tanto, la funcién h
depende solo de y y también depende solo de x. Por lo tanto,
h(z,y) = C para alguna constante C'en el dominio conectado de F.

Observa que realmente necesitamos conectividad en este punto; si el
dominio de F viene en dos piezas separadas, entonces k podria ser

una constante i en una pieza pero podria ser una constante
diferente Cy en la otra pieza. Dado que f — g = h = C, tenemos
que f — g + C, como se desea.

Los campos vectoriales conservativos también tienen una propiedad

especial llamada propiedad parcial cruzada. Esta propiedad ayuda a
probar si un campo vectorial dado es conservativo.

TEOREMA 6.2

La propiedad transversal de los campos vectoriales
conservativos
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Sea F' un campo vectorial en dos o tres dimensiones tal que las
funciones componentes de F tengan derivadas parciales mixtas
secundarias continuas en el dominio de F'.

Si F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) es un campo vectorial

i 2 P __ 0Q ; —
conservativo en R?, entonces &~ = F=. Si F(z,y,2) =

(P(z,y,2),Q(x,y,2),R(z,y,2z)) es un campo vectorial
conservativo en R?’, entonces

OP 9q 8Q OR OR OP

8y Oz’ 8z Oy’ Y oz 82

Prueba

Como F es conservativa, hay una funcién f(z,y) tal que Vf = F.
Por lo tanto, segun la definicién del gradiente, f, = Py f, = Q.
Segun el teorema de Clairaut, f;y, = fy., Pero, fo, = Pyy fyz = Qu,
y por tanto P, = Q.

El teorema de Clairaut proporciona una prueba rapida de la
propiedad parcial cruzada de los campos vectoriales conservativos
en R3, tal como lo hizo para los campos vectoriales en R2.

La propiedad transversal de los campos vectoriales conservativos
muestra que la mayoria de los campos vectoriales no son
conservativos. La propiedad de parciales cruzados es dificil de
satisfacer en general, por lo que la mayoria de los campos vectoriales
no tendran parciales cruzados iguales.
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B Ejercicio Demostrarque un campo vectorial no es
conservativo

Demuestra que el campo vectorial rotacional F(z,y)
(y, —x) no es conservativo.

(% Solucién

B Ejercicio Demostrarque un campo vectorial no es
conservativo

¢Es el campo vectorial F(z, y, z) = (7, —2, z*) conservativo?

(%) Solucién

Concluimos esta seccion con una advertencia: La propiedad de
parciales cruzados de los campos vectoriales conservativos dice que
si F' es conservativo, F tiene la propiedad de parciales cruzados. El
teorema no dice que, si F tiene la propiedad de parciales cruzados,
entonces F' es conservativo (el inverso de una implicacion no es
l6gicamente equivalente a la implicacién original).

En otras palabras, la propiedad entre parciales de los campos
vectoriales conservativos solo puede ayudar a determinar que un
campo no es conservativo; no le permite concluir que un campo
vectorial sea conservativo. Por ejemplo, considera el campo vectorial
F(z,y) = (z%y, %3> Este campo tiene la propiedad de parciales
cruzados, por lo que es natural intentar usar la propiedad de
parciales cruzados de los campos vectoriales conservativos para
concluir que este campo vectorial es conservativo.
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Sin embargo, esta es una mala aplicacion del teorema. Mas adelante
aprenderemos como concluir que F es conservativo.

) Ejercicios

1. El dominio del campo vectorial F = F(z,y) es un conjunto de
puntos (x, y) en un plano, y el rango de F' es un conjunto de ;qué en
el plano? ( ).

== Para los siguientes ejercicios, determine si la afirmacién es
verdadera o falsa.

2. El campo vectorial F = <3a:2, 1> es un campo gradiente para
d1(z,y) = 23 +yy da(z,y) = y + z* + 100.

3. El campo vectorial F = /(y,z)1/22 + 2 es constante en la
direccién y magnitud sobre un circulo unitario ( ).

4. El campo vectorial F == /(y,z)+/22 + 2 no es un campo
radial ni rotacional.

== Para los siguientes ejercicios, describe cada campo vectorial
dibujando algunos de sus vectores.

5. [TIF(z,y) = zi+ yj ( ).
6. [TIF(z,y) = —yi+ zj

7. [TIF(z,y) = zi—yj( ).

8. [MF(z,y)=i+]

9. [TMF(z,y) = 2zi+ 3yj ( ).

10. [TIF(z,y) = 3i+ zj
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11, [TIF(z,y) = yi + sinzj( ).

12, [MF(z,y,2) =zi+yj+ zk

13. [TIF(z,y, z) = 2zi—2yj—2zk ( ).
14. [TIF(z,y,z) = Li—%j

== Para los siguientes ejercicios, encuentra el campo vectorial
gradiente de cada funcion f.

15. f(z,y) = zsen y + cos y ( ).
16. f(z,y,2) = ze™™

17. f(z,y,2) = 2%y + 2y + y?2 ( ).
18. f(z,y) = z*sen(5y)

19. f(z,y) = In(1+ 2?4 2y%) ( ).

20. f(=,y,2) = zcos(¥)
21. ¢Cual es el campo vectorial F(z, y) con unvalor en (z, y) que es
de longitud unitaria y apunta hacia (1, 0)? ( ).

== Para los siguientes ejercicios, escribe férmulas para los campos
vectoriales con las propiedades dadas.

22. Todos los vectores son paralelos al eje  y todos los vectores en
una linea vertical tienen la misma magnitud.

23. Todos los vectores apuntan hacia el origen y tienen una longitud
constante ( ).

24. Todos los vectores son de longitud unitaria y son
perpendiculares al vector de posicidn en ese punto.
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25. Daunaférmula F(z,y) = M(x,y)i+ N(x,y)j para el campo
vectorial en un plano que tiene las propiedades de que F = 0 en
(0,0) y que en cualquier otro punto (a,b), F es tangente al circulo
z? +y? = a® 4+ b? y apunta en el sentido de las agujas del reloj con
magnitud |F| = v/a? 4 b ( ).

26. ;Es el campo vectorial F(z,y) = P(z,y), Q(z,y) = (sin = +
y)i+ (cosy + x)j un campo gradiente?

27. Encuentra una férmula para el campo vectorial F(z,y) =
M(z,y)i+ N(z,y)j dado el hecho de que para todos los puntos

(z,y), F apunta haciael origeny |F| = 10 ).

z2+y
== Para los siguientes ejercicios, supén que un campo eléctrico en
el plano xy causado por una linea infinita de carga a lo largo del eje x
es un campo gradiente con funcién potencial V(z,y) =

c ln<\/%> donde ¢ > 0 es una constante y ry es una distancia
z’+y

de referencia en la que se supone que el potencial es cero.

28. Encuentra las componentes del campo eléctrico en las
direcciones z e y, donde E(z,y) = —VV(z,y).

29. Demuestra que el campo eléctrico en un punto del plano zy se
dirige hacia afuera desde el origen y tiene magnitud E = £, donde
r=2x%=y*( ).

é Una linea de flujo (o linea de corriente) de un campo vectorial F
es unacurva r(t) tal que dr/dt = F(r(t)). Si F representa el campo
de velocidad de una particula en movimiento, entonces las lineas de
flujo son trayectorias tomadas por la particula.
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Por lo tanto, las lineas de flujo son tangentes al campo vectorial. Para
los siguientes ejercicios, demuestra que la curva c(¢) dada es una
linea de flujo del campo vectorial de velocidad dado F(z, y, z).

30. ¢(t) = (e2t,ln|t|, %),t;O;F(m,y, 2) = (22,2, —22).

31. c(t) = sent,cos t,e'; F(z,y, 2) = (y,

—x, z) (Solucion).

== Para los siguientes ejercicios,seaF = i + yj, G = —yi + zjy
H = zi — yj.Une F, G y H con sus graficas.
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Para los siguientes ejercicios,seaF = zi + yj, G = —yi+ zjy
H = —=zi + yj. Haz coincidir los campos vectoriales con sus graficos
en (I) - (IV).

a. F+G
b. F+H
¢ G+H
d -F+G

35. (Solucidn).
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Antes de iniciar el siguiente apartado, te compartimos la unidad
interactiva "Campos vectoriales" del Proyecto Prometeo. Esta unidad
fue disefiada por Alejandro Radillo Diaz, como introducccién a los
campos vectoriales y a las herramientas usadas en su estudio, tales
como el rotacional y la divergencia (que veremos mas adelante). Se
plantean dichas herramientas considerando elementos de volumen
finitos (un disco que gira para el rotacional y una caja en la que entra
o sale flujo para la divergencia). Con ello se pretende que el alumno
tenga una nocién fisica de cémo funcionan dichas herramientas y su
asociacién con la féormula para rotacional y divergencia cuando
dichos elementos de volumen se hacen infinitesimales. Finalmente se
concluye con un resumen de lo aprendido y la relacién formal con la
definicion de rotacional y divergencia en tres dimensiones, en los que
profundizaremos en préximos apartados.

Motivacion

Introduccion al rotacio

Qué son y donde aparecen los campos vectoriales?

i Puedes determinar que representan Ias flechas en este video?

(@ Motion vector visualisation using fluid simul... o -

Watch lates  Share

TR @ & Yoube 5] I3

870


https://proyectodescartes.org/Prometeo/materiales-Maxwell.html

3.3 Integrales de linea

Estamos familiarizados con integrales de una sola variable de Ia
forma / f(z)dz, donde el dominio de integracion es un intervalo

[a, b]. Dicho intervalo se puede considerar como una curva en el
plano zy, ya que el intervalo define un segmento de linea con puntos
finales (a, 0) y (b, 0); en otras palabras, un segmento de linea ubicado
en el eje x. Supdn que queremos integrar sobre cualquier curva en el
plano, no solo sobre un segmento de linea en el eje x. Tal tarea
requiere un nuevo tipo de integral, lamada integral de linea.

Las integrales de linea tienen muchas aplicaciones en ingenieria y en
fisica. También nos permiten hacer varias generalizaciones utiles del
Teorema fundamental del cdlculo. Y estan estrechamente
relacionadas con las propiedades de los campos vectoriales, como
veremos.

6.3.1 Integrales de linea en un campo escalar

Una integral de linea nos da la capacidad de integrar funciones
multivariables y campos vectoriales sobre curvas arbitrarias en un
plano o en el espacio. Hay dos tipos de integrales de linea: integrales
de linea escalares e integrales de linea vectoriales. Las integrales de
linea escalares son integrales de una funcién escalar sobre una curva
en un plano o en el espacio.

Las integrales de linea vectoriales son integrales de un campo
vectorial sobre una curva en un plano o en el espacio. Veamos
primero las integrales de linea escalares.
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Una integral de linea en un campo escalar, o integral de linea escalar,
se define tal como se define una integral de variable Unica, excepto
gue para una integral de linea en un campo escalar, el integrando es
una funcién de mas de una variable y el dominio de integracion es una
curva en un plano o en el espacio, como opuesto a una curva en el gje
x.

Para unaintegral de linea escalar, dejamos que C sea una curva suave
en un plano o en el espacio y sea f una funcién con un dominio que
incluya a C. Cortamos la curva en trozos pequefios. Para cada pieza,
elegimos el punto P en esa piezay evaluamos f en P (podemos hacer
esto porque todos los puntos en la curva estan en el dominio de f).
Multiplicamos f(P) por la longitud del arco de la pieza As,
agregamos el producto f(P)As sobre todas las piezas y luego

dejamos que la longitud del arco de las piezas se reduzca a cero
tomando un limite. El resultado es la integral de linea escalar de la
funcién sobre la curva.

Para una descripcién formal de una integral de linea escalar, sea C
una curva suave en el espacio dada por la parametrizacion r(t) =
(x(t),y(t),2(t)), a <t <b. Sea f(x,y,z) una funcién con un
dominio que incluye la curva C. Para definir la integral de linea de la
funcion f sobre C, comenzamos como comienzan la mayoria de las

definiciones de una integral: cortamos la curva en trozos pequenos.
Dividimos el intervalo de pardmetros [a,b] en n subintervalos

[ti—1,t;] deigual ancho paral < i < m,dondety = ayt, = b (Figura
6.12). Dejamos que tf sea un valor en el i-ésimo intervalo [t;_;, ;].

Denotamos los puntos finales de r(t),r(t1),...,r(t,) por
P,y,...,P,. Los puntos P, dividen la curva C en n piezas
C1,Cs,...,Ch, con longitudes Asy, Ass, ..., As,,

respectivamente.
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Sea Py el punto final de r(¢}) para 1 < i < n. Ahora, evaluamos la
funcion f en el punto P* paral < ¢ < n. Ten en cuenta que P} esta
en la pieza C} vy, por lo tanto, P} estd en el dominio de f.
Multiplicamos f (P;") por la longitud As; de Ci, que da el 4rea de la
“hoja” con base Ci, y la altura f(P;). Esto es anélogo a usar

rectangulos para aproximar el area en una integral de una sola
n

variable. Ahora, formamos la suma Z f(R*)AsZ Observa la
i=1

similitud de esta suma con una suma de Riemann; de hecho, esta

definicion es una generalizacién de una suma de Riemann a curvas

arbitrarias en el espacio. Al igual que con las sumas e integrales de

b
Riemann de forma / g(z)dx, definimos una integral dejando que el
a

ancho de las piezas de la curva se reduzca a cero tomando un limite.
El resultado es la integral de linea escalar de f alolargo de C.

y

%

Figura 6.12. La curva C se ha dividido en n piezas y se ha elegido un
punto dentro de cada pieza.
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Es posible que hayas notado una diferencia entre esta definicion de
una integral de linea escalar y una integral de una sola variable. En
esta definicién, las longitudes de arco Asy, Ass,...,As, no son

necesariamente iguales; en la definicién de integral de una sola
variable, la curva en el eje x se divide en partes de igual longitud. Esta

diferencia no tiene ninglin efecto en el limite. A medida que
reducimos las longitudes de arco a cero, sus valores se acercan lo
suficiente como para que cualquier pequena diferencia se vuelva
irrelevante.

DEFINICION

Sea f una funcién con un dominio que incluye la curva suave C
que esta parametrizada por boldr(t) = (z(t),y(t), 2(t)),a <
t < b.Laintegral de linea escalar de f alolargode C'es

/ f(z,y,2)dz = lim Zf(Pi*)Asi (6.5)
c n—00 —

si este limite existe (¢! y As; se definen como en los parrafos
anteriores). Si C es una curva plana, entonces Cse puede
representar mediante las ecuaciones paramétricas x =
z(t),y=y(t) y a<t<b Si C es suave y f(z,y) es una
funcién de dos variables, entonces la integral de linea escalar de
f alolargo de C se define de manera similar como

[, Sohas =t 3 s
i=1

si este limite existe
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Si f es una funcion continua en una curva suave C, entonces fc fds
siempre existe. Dado que fc fds se define como un limite de las
sumas de Riemann, la continuidad de f es suficiente para garantizar

la existencia del limite, asi como la integral fabg(:z:)dac existe si g es
continua sobre [a, b)].

Antes de ver como calcular una integral de linea, debemos examinar
la geometria capturada por estas integrales. Supén que f(z,y) > 0
para todos los puntos (z,y) en una curva plana suave C. Imagina
tomar la curva C y proyectarla "hacia arriba" a la superficie definida
por f(z,y), creando asi una nueva curva C’ que se encuentra en la
graficade f(x,y) (Figura 6.13). Ahora dejamos caer una “hoja” desde
C’ hasta el plano xy. El drea de esta hoja es [, f(x,y)ds Si
f(z,y) <0 para algunos puntos en C, entonces el valor de
fC f(z,y)ds es el area por encima del plano zy menos el area por
debajo del plano zy (observa la similitud con integrales de la forma

I? g(z)dz).

Figura 6.13. El area de la hoja azul es [, f(z,y)ds
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A partir de esta geometria, podemos ver que la integral de linea

/ f(z,y)ds no depende de la parametrizacién r(t) de C. Siempre
c

que la curva sea recorrida exactamente una vez por la
parametrizacién, el area de la hoja formada por la funcién y la curva
es la misma. Este mismo tipo de argumento geométrico se puede
ampliar para mostrar que la integral de linea de una funcién de tres
variables sobre una curva en el espacio no depende de la
parametrizacién de la curva.

B Ejercicio Hallando el valor de una integral de linea

Encuentra el valor de la integral / 2ds, donde Ces la mitad
c
superior del circulo unitario

(%) Solucién

Observa que en una integral de linea escalar, la integracion se realiza
con respecto a la longitud del arco s, lo que puede hacer que una

integral de linea escalar sea dificil de calcular. Para facilitar los
calculos, podemos traducir/ fds aunaintegral con una variable de

c
integracién que es t.

Sear(t) = (x(t),y(t), 2(t)) paraa < t < buna parametrizacion de
C. Dado que asumimos que C es suave, r'(t) = (2'(t), y'(t), 2/ (¢))
es continua para todo t en [a,b]. En particular, 2'(t),y'(t) v 2'(¢)
existen para todo ¢ en [a, b]. Segin la férmula de la longitud del arco,
tenemos
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t;
longitud(C;) = As; = / [|x'||dt
ti1

Si el ancho At; =t; —t;_1 es pequeiio, entonces la funcion
t;

/ ||r'||dt ~ ||r't}||At;, ||t/ (t)|| es casi constante en el intervalo
i—1

[ti_1,t;]. Por lo tanto,

t;
/ ][t ~ || (£2)] 1 At
ti-1

y tenemos

D F(x(t))As = Zf DT (£)]|1A; (6.6)

i=1

Ver figura Figura 6.15.

M "
v
\

Curva C

pequefios segmentos
de curva es casi lineal

Figura 6.15. Si ampliamos la curva lo suficiente haciendo At; muy
pequefio, entonces la parte correspondiente de la curva es
aproximadamente lineal.
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Observa que

nlggto DIl HAt—/f 1)1t

En otras palabras, a medida que los anchos de los intervalos [t;_1, t;]
se reducen acero, lasuma }_" | f(r(¢7))||r' (¢;) ]| At; converge ala

integral f f(r(@))||r'(t)||dt. Por lo tanto, tenemos el siguiente
teorema.

TEOREMA 6.3
Evaluacion de una integral de linea escalar

Sea f una funcion continua con un dominio que incluye la curva
suave C con parametrizacionr(t),a < t < b.Luego

b
/C fds = / £ (8)) || dt (6.7)

Aunqgque hemos etiquetado la ecuaciéon 6.6 como una ecuacién, se
considera con mayor precision una aproximacion porque podemos
demostrar que el lado izquierdo de la ecuacion 6.6 se aproxima al
lado derecho cuando n — oo. En otras palabras, dejar que el ancho
de las piezas se reduzca a cero hace que la suma de la derecha se
acerque arbitrariamente a la suma de laizquierda. Ya que

= (@) + () + (2)°

obtenemos el siguiente teorema, que usamos para calcular integrales
de linea escalares.
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TEOREMA 6.4

Calculo de unaintegral de linea escalar
Sea f una funcién continua con un dominio que incluye la curva

suave C con parametrizacionr(t) = (z(t), y(t), z(t)). Luego

b
/Cf(m,y,z)ds :/ f(r(t))\/(:l:’)2 + (y’)2 + (z’)2dt (6.8)

Similarmente,

/Cf(;v,y)ds = /ab f(x(t)y/ (w/)2 n (y’)th

si C esunacurvaplanay f es una funcién de dos variables.

Ten en cuenta que una consecuencia de este teorema es la ecuacién
ds = ||r'(¢)||dt. En otras palabras, el cambio en la longitud del arco
puede verse como un cambio en el dominio ¢, escalado por la
magnitud del vector r' ().

B Ejercicio Evaluando una integral de linea

Encuentra el valor de la integral / (z® 4+ y* + 2)ds, donde C
c
es parte de la hélice parametrizada por r(t)=

(cost, sent,t),0 < t < 2.
(% Solucién
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B Ejercicio Independencia de la parametrizacién

Encuentra el valor de la integral / (z* 4+ y* + 2)ds, donde C
c

es parte de la hélice parametrizada por r(t)=
(cos(2t), sen(2t),2t),0 < t < . Observa que esta funcién y
curva son las mismas que en el ejemplo anterior; la Unica
diferencia es que la curva se ha vuelto a parametrizar para que
el tiempo transcurra dos veces mas rapido.

(% Solucién

Ahora que podemos evaluar integrales de linea, podemos usarlas
para calcular la longitud del arco. Si f (z,y, z) = 1, entonces

n—o00 4

/Cf(a:,y, z)ds = lim zn:f(t;‘)Asi
i=1

= Jm ) A
= lim longitud(C)
= longitud(C)

Por lo tanto, / 1ds es la longitud de arcode C.
c
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B Ejercicio Calculando la longitud de arco

Un cable tiene una forma que se puede modelar con la
parametrizacionr(t) = (cos t, sen t,t),0 < t < 4. Calculala
longitud del cable.

(%) Solucién

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Elena E. Alvarez Saiz,
se muestra la interpretacion geométrica de la integral de linea de un
campo escalar sobre una curva plana. El campo escalar a elegir puede
venir dado por la tercera componente de una curva en el espacio que
se proyecta sobre la curva plana o por el valor de una funcién de dos
variables que es evaluable en los puntos de la curva plana.

A
|Cu|‘va en el espacio v] J — ,J _-r !
- — = B _)

x(t)= |1+cos(t)

=L
yit)=  [sinft)

Y= [tz
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6.3.2 Integrales de linea en un campo vectorial

El segundo tipo de integrales de linea son las integrales de linea
vectoriales, o integrales de linea en un campo vectorial, en las que
integramos a lo largo de una curva a través de un campo vectorial.
Por ejemplo, sea

F(z,y,2z) = P(z,y,2)i + Q(z,y, 2)j + R(z,y,2)k

un campo vectorial continuo en Reals® que representa una fuerza
sobre una particula, y sea C una curva suave en Reals® contenida en
el dominio de F. ;Cémo calculariamos el trabajo realizado por F al
mover una particulaalolargode C?

Para responder a esta pregunta, primero ten en cuenta que una
particula podria viajar en dos direcciones a lo largo de una curva: una
direccion hacia adelante y una direcciéon hacia atras. El trabajo
realizado por el campo vectorial depende de la direccién en la que se
mueve la particula. Por lo tanto, debemos especificar una direccion a
lo largo de la curva C; tal direccién especificada se llama orientacion

de unacurva.

La direccion especificada es la direccion positiva a lo largo de C; la
direccion opuesta es la direccidn negativa alo largo de C. Cuando a C
se le ha dado una orientacion, a C se le llama curva orientada (Figura

6.16). El trabajo realizado en la particula depende de la direccién a lo
largo de la curva en la que se mueve la particula.

Una curva cerrada es aquella para la que existe una parametrizacion
r(t),a <t <b, tal que r(a)=r(b), y la curva se recorre
exactamente una vez. En otras palabras, la parametrizacion es uno a
uno en el dominio (a, b).
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Curva C

?a_(\:\-/

(a) Curva orientada (b) Curva cerrada

Figura 6.16. (a) Una curva orientada entre dos puntos. (b) Una curva
orientada cerrada

Sea r(t) una parametrizaciéon de C para a < t < b tal que la curva

sea atravesada exactamente una vez por la particula y la particula se
mueva en la direccion positiva a lo largo de C. Divide el intervalo de

parametros [a,b] en n subintervalos [t;_1,t;], 0 < i < n, de igual
ancho. Denota los puntos finales de r(ty),r(¢1),...,r(¢t,) por
Py, ..., P,.Los puntos P; dividen C en n piezas. Denota la longitud

de la pieza de P;,_; a P, por As;. Para cada 1, elige un valor ¢} en el
subintervalo [t;_1, ¢;].

Entonces, el punto final de r(¢}) es un punto en la pieza de C entre
P,_, y P, (Figura 6.17). Si As; es pequefio, entonces a medida que la
particula se mueve de P,_; a P, a lo largo de C, se mueve
aproximadamente en la direccion de T(P;), el vector tangente
unitario en el punto final de r(¢}). Sea P el punto final de r(t}).
Entonces, el trabajo realizado por el campo del vector de fuerza al
mover la particulade P;,_1 a P, es F(P}) - (As;T(P})), por lo que
el trabajo total realizado alo largo de C' es

ZF (P;) - (As;T ZF (P7) - T(P)As;
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Figura 6.17. La curva C se divide en n piezas y un punto dentro de cada
pieza se elige. El producto escalar de cualquier vector tangente en la i-
ésima pieza con el vector correspondiente F' se aproxima por F(Pj) .
T(P).

Al dejar que la longitud del arco de las piezas de C se vuelva
arbitrariamente pequena tomando un limite como n — oo nos da el
trabajo realizado por el campo al mover la particula a lo largo de C.
Por lo tanto, el trabajo realizado por F al mover la particula en la
direccion positiva a lo largo de C' se define como

W:/F-Tds
c

lo que nos da el concepto de integral de linea vectorial o, si se
prefiere, integral de linea en un campo vectorial.

884



DEFINICION

La integral de linea vectorial del campo vectorial F a lo largo de
la curva suave orientada C'es

n

/ F-Tds = lim 3 F(F;) - T(F)As,

si ese limite existe

Con las integrales de linea escalar, ni la orientacién ni la
parametrizacion de la curva importan. Siempre que la curva sea
atravesada exactamente una vez por la parametrizacion, el valor de la
integral de linea no se modifica. Con integrales de linea vectorial, la
orientacién de la curva si importa. Si pensamos en la integral de linea
como trabajo de computacion, entonces esto tiene sentido: si subes
una montana, entonces la fuerza gravitacional de la Tierra hace un
trabajo negativo sobre ti. Si caminas por la montana exactamente por
el mismo camino, entonces la fuerza gravitacional de la Tierra hace
un trabajo positivo en ti. En otras palabras, invertir la ruta cambia el
valor del trabajo de negativo a positivo en este caso. Ten en cuenta
que si C' es una curva orientada, entonces dejamos que —C'

represente la misma curva pero con orientacién opuesta.

Al igual que con las integrales de linea escalares, es mas facil calcular
una integral de linea vectorial si la expresamos en términos de la
funcién de parametrizacion r y la variable t. Para traducir la integral
fc F - Tds en términos de ¢, observa que el vector unitario tangente

T alolargode C estddadopor T = Hiigg\l (asumiendo ||’ (¢)||50).
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Dado que ds = ||r/(¢)||dt, como vimos al discutir las integrales de
linea escalar, tenemos

PTds = F((1) - bl ()t = F(e() ()

Por lo tanto, tenemos la siguiente férmula para calcular integrales de
lineas vectoriales:

b
/ F-Tds = / F(r(t)) - r'(t)dt (6.9)
C a

Debido a la ecuaciéon 6.9, a menudo usamos la notacién / -dr parala
F

integral de Iinea/ F - Tds.Sir(t) = (x(t),y(t), 2(t)), entonces dr
c
denota el vector (z'(t), 4/ (t), 2'(t)).

B Ejercicio Evaluando una integral de linea vectorial

Encuentra el valor de la integral F - dr, donde C es el

c
semicirculo parametrizado por r(t) = (cos t,sen t),0 < t <
myF = <_ya $>

(% Solucién
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B Ejercicio Orientacion inversa

Encuentra el valor de la integral / F - dr, donde C es el
c
semicirculo parametrizado por r(t) = (cos t + m, sen t),0 <

t<myF=(-yz)
(%) Solucién

Sea C una curva orientada y —C' la misma curva pero con la
orientacién invertida. Luego, los dos ejercicios anteriores ilustran el

siguiente hecho:
/F-dr:—/ F.dr
c -C

Es decir, invertir la orientacion de una curva cambia el signo de una
integral de linea.

Otra notacién estandar para la integral [, F -dr es [, Pdx+
Qdy + Rdz. En esta notacion, P, Q y R son funciones, y pensamos
en dr como el vector (dz,dy, dz). Para justificar esta convencion,
recuerdaque dr = Tds = r'(t)dt = (%2, % 42)dt Por lo tanto,

/ F.dr = (P,Q,R) - (dz,dy,dz) = Pdz + Qdy + Rdz
c

Sidr(dz, dy, dz), entonces & = (4 %, ) dt. Por lo tanto
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/F-dr:/Pdm+Qdy+Rdz
c o

. i (6.10)
~ [ (Peo) % + Q) % + Re) % )i

Hallando el valor de una integral de la forma
B Ejercicio

Pdz + Qdy + Rdz
c

Encuentra el valor de la integral / zdxr 4+ xdy + ydz,donde C

c
es la curva parametrizada por r(t) = (t2,/t,t),1 <t < 4.

(% Solucién

Hemos aprendido a integrar curvas de orientacién suave. Ahora,
supdn que C es una curva orientada que no es suave, pero que puede

escribirse como la unién de un nimero finito de curvas suaves. En
este caso, decimos que C' es una curva suave a trozos. Para ser

precisos, la curva C es suave por partes si C'se puede escribir como
una unioén de n curvas suaves C1, Cs, . . ., C,, de manera que el punto
final de C;; es el punto de partida de C;; (Figura 6.19). Cuando las
curvas C; satisfacen la condicién de que el punto final de C; es el
punto inicial de C;,1, escribimos su unién como Cy + Cy + - -+ +
Ch.

El siguiente teorema resume varias propiedades clave de las
integrales de lineas vectoriales.
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Cy

Figura 6.19. La union de C1, Cy, Cs es una curva suave a trozos.

TEOREMA 6.5
Propiedades de las integrales de linea vectoriales

Sean F y G campos vectoriales continuos con dominios que
incluyen la curva suave orientada C. Entonces

. /(F+G)-dr:/F-dr—|—/G-dr
c @ @

ii. / EF - dr = k/ F -dr kesconstante
c c

iii. / F-dr:—/F-dr
-C C

iv. Si C esuna curva suave a trozos en los dominios de F' y
G,donde C=C1+Cy +---+C, vy C1,Cs,...,C,
son curvas suaves de modo que el punto final de C; es el
punto de partida de C;. 1. Entonces
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/F-ds:/ F-ds+/ F-ds+---+/ F-ds
c o=1 C=2 C=n

Observa las similitudes entre estos elementos y las propiedades de
las integrales de una sola variable. Las propiedades i. y ii. dicen que
las integrales de linea son lineales, lo cual también es cierto para las
integrales de una sola variable. La propiedad iii. dice que invertir la
orientacién de una curva cambia el signo de la integral. Si pensamos
en la integral como el célculo del trabajo realizado en una particula
que viaja a lo largo de C, entonces esto tiene sentido. Si la particula
se mueve hacia atras en lugar de hacia adelante, entonces el valor del
trabajo realizado tiene el signo opuesto. Esto es analogo a la ecuacion

fabf(x)dq: = — [, f(z)dz. Finalmente, si
[a1,as], [az,as],...,[an_1,a,] sonintervalos, entonces

/ flado = [ fada+ [ Fa)de + -+ / fo)do

n

gue es analogo a la propiedad iv.

B Elercicio psando las pl)rop|edade_s para calcular una
integral de linea vectorial

Encuentra el valor de la integral fC F - Tds, donde C es el
rectangulo (orientado en sentido antihorario) en un plano con
vértices (0,0),(2,0),(2,1)y(0,1),y donde F = (z — 2y,y —
x) (Eigura 6.20)
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Figura 6.20. Rectangulo y campo vectorial
(%) Solucién

Para terminar este apartado, presentamos la siguiente escena
interactiva, disefiada por Elena E. Alvarez Saiz, en la cual se muestra
cémo la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una
curva, es laintegral de linea de la componente tangencial del campo a
la curva. Si F es un campo de fuerzas en el espacio, entonces una
particula que se mueva a lo largo de una curva mientras actda sobre
ella F, realizara un trabajo W. Para calcular este trabajo se hace una

particion de la curva C'y se calcula el trabajo parcial realizado por F

para mover una particula sobre un subarco cualquiera de la particion.
El trabajo total sera la suma de los trabajos sobre todos los subarcos
consideradosen C.
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6.3.3 Aplicaciones de las integrales de linea

Las integrales de linea escalar tienen muchas aplicaciones. Se pueden
usar para calcular la longitud o masa de un cable, el drea de superficie
de una hoja de una altura determinada o el potencial eléctrico de un
cable cargado dada una densidad de carga lineal. Las integrales de
linea vectoriales son extremadamente Utiles en fisica. Se pueden usar
para calcular el trabajo realizado en una particula a medida que se
mueve a través de un campo de fuerza, o el caudal de un fluido a
través de una curva. Aqui, calculamos la masa de un cable usando una
integral de linea escalar y el trabajo realizado por una fuerza usando
unaintegral de linea vectorial.

Supoén que un trozo de alambre esta modelado por la curva C en el

espacio. La masa por unidad de longitud (la densidad lineal) del cable
es una funcién continua p(z, y, z). Podemos calcular la masa total del

cable usando laintegral de linea escalar fC p(z,y, 2)ds.
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La razoén es que la masa es la densidad multiplicada por la longitud v,
por lo tanto, la densidad de una pequena pieza del cable se puede
aproximar por pz*,y*,z*As para algin punto (z*,y*,z*) en la
pieza. Al dejar que la longitud de las piezas se reduzca a cero con un
limite, se obtiene laintegral de linea [, p(z, y, z)ds.

B Ejercicio Calculando la masade un cable

Calcular la masa de un cable en forma de curva parametrizada
por (t, 2cost, 2sint),0 < t < 7, con una funcién de densidad
dada por p(z,y,z) = €* + yz kg/m (Eigura 6.21)

5 ;
T [ os
0.5 ~, I|| 7
10, |

15

Figura 6.21. El cable parametrizado.

(%) Solucién
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Cuando definimos por primera vez las integrales de linea vectorial,
usamos el concepto de trabajo para motivar la definiciéon. Por lo
tanto, no es sorprendente que el calculo del trabajo realizado por un
campo vectorial que representa una fuerza sea un uso estandar de
integrales de lineas vectoriales. Recuerda que si un objeto se mueve a
lo largo de la curva C en el campo de fuerza F, entonces el trabajo

requerido para mover el objeto esta dado por fC F - dr.

B Ejercicio Calculando el trabajo

¢Cuanto trabajo se requiere para mover un objeto en el campo
de fuerza vectorial F = (yz, zy, zz) alo largo de la trayectoria

r(t) = (£3,¢t,t%),0 < t < 1?(Ver figura figura 6.22)

(%) Solucién
6.3.4 Flujo y circulacién

Cerramos esta seccion discutiendo dos conceptos clave relacionados
con las integrales de linea: flujo a través de una curva plana y
circulacién a lo largo de una curva plana. El flujo se utiliza en
aplicaciones para calcular el flujo de un fluido a través de una curva, y
el concepto de circulacion es importante para caracterizar campos de
gradientes conservativos en términos de integrales de linea. Ambos
conceptos se utilizan mucho en el resto de este capitulo. La idea de
flujo es especialmente importante para el teorema de Green, y en
dimensiones superiores para el teorema de Stokes y el teorema de
divergencia.
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Sea C una curva plana y sea F un campo vectorial en el plano.
Imagina que C es una membrana a través de la cual fluye el fluido,
pero C no impide el flujo del fluido. En otras palabras, C' es una
membrana idealizada invisible para el fluido. Supén que F representa

el campo de velocidad del fluido. ;Cémo podriamos cuantificar la
velocidad a la que el fluido atraviesa C?

Recuerda que la integral de lineade F alo largo de C es fc F - Tds;

en otras palabras, la integral de linea es el producto escalar del campo
vectorial con el vector tangencial unitario con respecto a la longitud
del arco. Si reemplazamos el vector tangencial unitario con el vector
normal unitario N(¢) y en su lugar calculamos la integral fc F - Nds

y determinamos el flujo a través de C. Para ser precisos, la definicién
de la integral [, F - Nds; es la misma que la integral [, F - Tds;
excepto que la T en la suma de Riemann se reemplaza con N. Por lo
tanto, el flujo a través de C se define como

n
/CF -Nds = nlEgoz;F(g*) -N(P})As;
1=
donde (Pl*) y As; se definen como lo fueron para la integral fc F.
Tds. Por lo tanto, una integral de flujo es una integral que es
perpendicular a una integral de linea vectorial, porque N y T son

vectores perpendiculares.

Si F' es un campo de velocidad de un fluido y C' es una curva que
representa una membrana, entonces el flujo de F' a través de C es la
cantidad de fluido que fluye a través de C por unidad de tiempo, o la
tasa de flujo.
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Mas formalmente, sea C' una curva plana parametrizada por r(t) =
(z(t),y(t)),a <t <b Sean(t) = (y(t),—2'(t)) el vector que es
normal a C en el punto final de r(¢) y apunta a la derecha a medida
que recorremos C en la direccion positiva (figura 6.23). Entonces,
N(¢t) = % es el vector normal unitario a C' en el punto final de

r(t) que apunta a la derecha cuando atravesamos C.

DEFINICION

t
EIﬂujodeFatravésdeCesintegraIdell'nea/ F- n(t) ds
o Im@)

4
/

Campo vectorial F

Figura 6.23. El flujo del campo vectorial F' a través de la curva C' se calcula
mediante una integral similar a una integral de linea vectorial.
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Ahora damos una férmula para calcular el flujo a través de una curva.
Esta formula es andloga a la formula utilizada para calcular una
integral de linea vectorial (ver Ecuacién 6.9).

TEOREMA 6.6
Calculando el flujo a lo largo de una curva

Sea F un campo vectorial y sea C una curva suave con
parametrizacion r(t) = (x(t),y(t)),a <t <b. Sea n(t) =
(y'(t), —2'(t)). Elflujo de F a través de C'es

/ F-Nds = / "F(e(0)) - n(t)dt (6.11)
c a

Prueba

La demostracion de la ecuacion 6.11 es similar a la demostraciéon de
la ecuacion 6.8. Antes de deducir la férmula, ten en cuenta que

In@)|] = [[{y' (@), ==’ )] = vy'()* + ' (t)* = [[F'(#)]]. Por lo

tanto,
s n()
/CF Nd /ch a1 ”
B n(t) |,
‘/a gy ™ @l
)

=/ab(() n(t)dt
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B Ejercicio Flujo a través de una curva

Calcula el flujo de F = (2z, 2y) a través de un circulo unitario

orientado en sentido contrario a las agujas del reloj (Figura
6.24)

Yi

ww NN N NLBT N A A A S

wrwmwW NN R kM A A S A Ay

L TR T LT T T & [ 1 £ # # & ¥ ¥ owwr >

- R R W W W W N P B O AF G S g -
_— R WM W W W L3 Y P AR AF
- ER WM W WM W .5 o w oo
- e e W W Tw e L A i B g o

i i et ik s ol g e -

U i i t i t t
- e - -

o T e oy 'y S i S R
il il i ’—9_5 R R R e T
- FF L N N

i i A A A L T e

S B A Ay i ] N L T e,

Pt o S Y S A F ¥y L T T W W N

Al T i A A A 1.5 NN TR T

Figura 6.24. Un circulo unitario en el campo vectorial F = (2z, 2y).

(%) Solucién

SeaF(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) un campo vectorial bidimensional.
Recuerda que la integral fCF-Tds a veces se escribe como
fc Pdx + Qdy. De manera andloga, el flujo fc F - Nds a veces se
escribe en la notacién fc —Qdx + Pdy, porque el vector normal
unitario N es perpendicular a la tangente unitaria T. Al girar el
vector dr = (dz, dy) 90° se obtiene el vector (dy, —dz).
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Ahora que hemos definido el flujo, podemos centrar nuestra atencién
en la circulacion. La integral de linea del campo vectorial F a lo largo
de una curva cerrada orientada se llama circulacion de F alo largo de
C. Las integrales de linea de circulacion tienen su propia notacién:

fCF-Tds. El circulo en el simbolo integral denota que C' es
"circular" porque no tiene puntos finales.

Para ver de dénde proviene el término circulacion y qué mide, sea v
el campo de velocidad de un fluido y sea C' una curva cerrada
orientada. En un punto particular P, cuanto mas cerca esta la
direccion de v(P) a la direcciéon de T(P), mayor es el valor del
producto escalar v(P) - T(P). El valor maximo de v(P) - T(P)

ocurre cuando los dos vectores apuntan exactamente en la misma
direccién; el valor minimo de v(P) - T(P) ocurre cuando los dos

vectores apuntan en direcciones opuestas.

Asi, el valor de la circulacién fc v - T'ds mide la tendencia del fluido a
moverse en ladireccionde C

B Ejercicio Calculando la circulacidn

SeaF = (—y, z) el campo vectorial y sea C el circulo unitario
orientado en sentido anti-horario. Calcula la circulacién de F a
lolargode C.

(%) Solucién

En el ejercicio anterior, ;qué pasaria si hubiéramos orientado el
circulo unitario en el sentido de las agujas del reloj? Denotamos el
circulo unitario orientado en sentido horario por —C'. Luego
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?{ F-Tds:—%F-Tds:—%r
-C

Observa que la circulacion es negativa en este caso. La razon de esto
es que la orientacion de la curva fluye contra la direccion de F'.

B Ejercicio Calculando el trabajo

Calcula el trabajo realizado en una particula que atraviesa el
circulo C de radio 2 centrado en el origen, orientado en sentido

antihorario, por el campo F(z,y) = (—2,y). Supén que la
particula comienza su movimientoen (1, 0).

(% Solucién

Y Ejercicios

39. ¢Verdadero o falso? La integral de linea fc f(z,y)ds es igual a
una integral definida si C' es una curva suave definida en [a, b] y si la
funcion f es continua en alguna region que contiene la curva C

( ).

40. ¢Verdadero o falso? Las funciones vectoriales r; = ¢i+
t25,0<t<1 vy rp=(1-t)i+(1-1)32,0<t<1, definen la
misma curva orientada.

41.  ¢Verdadero o falso? [ ,(Pdz+ Qdy) = [,(Pdz—Qdy)
( ).
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47. :Verdadero o falso? Una curva suave C por partes consta de un
numero finito de curvas suaves que se unen de un extremo a otro.

43. ¢Verdadero o falso? Si C esta dado por z(t) = t,y(t) =¢,0 <
t < 1,entonces [, zyds = fol t2dt ( ).

== Para los siguientes ejercicios, usa un sistema de algebra
computarizado (CAS) para evaluar las integrales de linea sobre la ruta
indicada

44, [T [o(x +y)dsC : z = t,y = (1 — t),z = Odesde (0,1,0) a
(1,0,0).

45 [T [ (z —y)dsC : r(t) = 4ti+ 3tj cuando 0 <t <2
( ).

46. [T [, (z* +y* +2%)ds C :r(t) = sen ti+ cos tj + 8tk
cuando0 <t < 7/2

47. [T] Evalta fC zy*ds, donde C es la mitad derecha del circulo
z2 +y? =16 y se recorre en el sentido de las agujas del reloj
( ).

48. [T] Evalta fc 423ds, donde C es el segmento de linea desde
(—2,—1) hasta (1, 2).

== Para los siguientes ejercicios, encuentra el trabajo realizado.

49. Encuentra el trabajo realizado por el campo vectorial
F(z,y,z) = zi+ 3zyj — (z + 2z)k en una particula que se mueve a
lo largo de un segmento de linea que va desde (1,4, 2) hasta (0, 5,1)

( ).
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Encuentra el trabajo realizado por una persona que pesa 150 Ib
caminando exactamente una revolucién por una escalera circular en
espiral de unradio de 3 pies si la persona se eleva 10 pies.

Encuentra el trabajo realizado por el campo de fuerza

F(z,y,z2) = —%xi—%yj + }Ik en una particula a medida que se
mueve a lo largo de la hélice r(t) = cos ti + sen tj + tk desde el
punto (1,0, 0) hasta el punto (—1, 0, 37) ( ).

Encuentra el trabajo realizado por el campo vectorial
F(z,y) = yi + 2zj al mover un objeto a lo largo de la trayectoria C,

que une los puntos (1,0) y (0, 1).

Encuentra el trabajo realizado por la fuerza F(z,y) = 2yi +
3zj + (z + y)k al mover un objeto a lo largo de la curva r(t) =
cos (t)i+ sen (t)j + $k.donde0 < t < 2m ( ).

Encuentra la masa de un alambre en la forma de un circulo de
radio 2centrado en (3,4) con densidad de masa lineal p(z, y) = y>.

== Para los siguientes ejercicios, evalta las integrales de linea.

Evalta [, F - dr, donde F(z,y) = —1j, y C es la parte de la
gréficadey = 1a° — x desde (2,2) hasta (—2, —2) ( ).

Evalia [ (z° +y* +2%) 'ds, donde v es la hélice = =
cost,y=sent,z=t(0<t<T).

Evalua fc yzdx + xzdy + rydz sobre el segmento de linea
desde (1, 1,1) hasta (3, 2,0) ( ).

Sea C' el segmento de recta desde el punto (0,1,1) al punto
(2,2, 3). Evaluar integral de linea [, yds.
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59. [T] Usa un sistema de algebra de computadora para evaluar la
integral de linea fc y?’dx + zdy, donde C es el arco de la parabola

z = 4 — y? desde (—5, —3) hasta (0, 2) ( ).

60. [T]Usaun CAS para evaluar la integral de linea fc (z + 3y?)dy
sobre la trayectoria C dada por z = 2t,y = 10¢,donde 0 < ¢ < 1.
671. [T]Usaun CAS para evaluar la integral de linea fc xydr + ydy
sobre la ruta C' dada por x =2t,y = 10t, donde 0 <t <1
( ).

62. Evalla laintegral de linea [, (22 — y)dx + (2 + 3y)dy, donde
C se encuentraalolargo del eje x desde x = O hastax = 5.

63. [T] Usa un CAS para evaluar fc ﬁ’—fyﬂs, donde C es z =
tby=1t1<t<5( ).

64. [T] Usa un CAS para evaluar fc zyds,donde C es x = 2,y =
4,0 <t <1

== En los siguientes ejercicios, encuentra el trabajo realizado por el
campo de fuerza F sobre un objeto que se mueve a lo largo de la
trayectoria indicada.

65. F(z,y) = —xi—2yj C:y=2x> desde (0,0) hasta (2,8)
( ).

66. F(z,y) = 2zi+yj C: en sentido antihorario alrededor del
triangulo con vértices (0, 0), (1,0) y (1, 1).

67. F(z,y,z) =xi+yj—5zk C:r(t) =2costi+ 2sentj+
tk,0 <t < 27 ( ).

68. Sea F el campo vectorial F(z,y) = (y* + 2ze¥ + 1)i+
(2zy + x%e + 2y)j. Calcula el trabajo de la integral [, F -dr,
donde C es la trayectoriar(t) = sen ti + cos tj,0 <t < 7.
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69. Calcula el trabajo realizado por la fuerza F(z,y, z) = 2xi +
3yj — zk a lo largo de la trayectoria r(t) = ti + t%j + t3k, donde
0<t<1( ).

70. Evalda [, F -dr, donde F(z,y) = m—ﬂll—i— %‘] y C es el
segmento del circulo unitario que va en sentido antihorario desde

(1,0) hasta (0,1).

71. Lla fuerza F(z,y,2) = zyi + zj + 2’2k actla sobre una
particula que viaja desde el origen al punto (1,2,3). Calcula el
trabajo realizado si la particula viaja:

a. a lo largo de la ruta (0,0,0)— (1,0,0) — (1,2,0) —
(1,2,3) alo largo de segmentos de linea recta que unen cada
par de puntos finales.

b. alolargodelarectaque une los puntosinicial y final.

c. ¢Eltrabajoesel mismo en los dos caminos? ( )
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Encuentra el trabajo realizado por el campo vectorial
F(z,y, 2) = zi + 3zyj — (z + 2)k en una particula en movimiento
a lo largo de un segmento de linea que va desde (1,4,2) hasta
0,5,1).

¢Cuanto trabajo se requiere para mover un objeto en el campo
vectorial F(z,y) = yi+ 3zj a lo largo de la parte superior de la

elipse £ + y* = 1desde (2, 0) hasta (—2, 0)?( ).

Un campo vectorial estd dado por F(z,y) = (2z + 3y)i +
(3z + 2y)j. Evalta la integral de linea del campo alrededor de un

circulo de radio unitario atravesado en el sentido de las agujas del
reloj.

Evalua la integral de linea de la funcién escalar zy a lo largo de
la trayectoria parabélica y = 22 que conecta el origen con el punto

(1,1)( ):

Encuentra [, y2dz + (:vy — w2)dy alolargode C:y =3z
desde (0, 0) hasta (1, 3).

Encuentra [, y?dz + (zy — 2?)dy a lo largo de C' : y* = 9z
desde (0, 0) hasta (1, 3) ( ).

== Para los siguientes ejercicios, usa un CAS para evaluar las
integrales de linea dadas.

[T] Evalia F(z,y,z) = x2zi + 6yj + y22%, donde C estd
representado porr(t) = ti + t2j + In tk,1 < t < 3.
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79. [T] Evalaa la integral de linea fy xeYds donde, 7y es el arco de la
curvaz = ey desde *(1,0) hasta (e, 1) ( ).

80. [T] Evalda la integral fw zy’ds, donde v es un tridngulo con
vértices (0, 1,2),(1,0,3) y (0,—1,0).

81. [T] Evalda la integral de linea [ (y* — zy)dz, donde 7 es la
curvay = In z desde (1, 0) hacia (e, 1) ( ).

82. [T] Evalda la integral de linea f7 zy*ds, donde 7 es la mitad
derecha del circulo 22 + y? = 16.

83. [T] Evalda [, F-dr, donde F(z,y,z2) = z*yi+ (¢ — 2)j +
zyzky C :r(t) = ti+ 3§ + 2k, 0 < t < 1( ).

84. Evalua [, F - dr, donde F(z,y) = 2zsen(y)i + (zcos(y) —
3y?)jy C es cualquier camino desde (—1, 0) hasta (5, 1).

85. Encuentra la integral de linea de F(z,y, z) = 12z2%i — 5zyj +
zzk sobre la ruta C definida por y = z2, 2z = 2® desde el punto
(0,0,0) al punto (2,4, 8) ( ).

86. Encuentra la integral de linea de fC (1 + :1:2y) ds,donde C es la
elipser(t) = 2cos ti + 3sen tjde 0 <t < .

== Para los siguientes ejercicios, encuentre el flujo.

87. Calcula el flujo de F = x2i + yj a través de un segmento de
linea desde (0, 0) hasta (1, 2) ( ).

88. SeaF =5iyseaC lacurvay=0,0<z <4. Encuentra el
flujoatravésde C.

89. Sea F =5jyseaC lacurvay=0,0<uz<4. Encuentra el
flujo atravésde C ( ).
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SeaF = —yi+azjyseaC:r(t)=costi+ sentj(0 <t <
27). Calcula el flujo através de C.

Sea F = (2® + y®)i+ (2wy)j. Calcula el flujo F orientado en
sentido antihorarioatravésdelacurvaC : 22 + % = 9( ).

Encuentra laintegral de linea de [, 2°dx + ydy + 2ydz, donde
C consta de dos partes: C7 y Cs. C; es la interseccion del cilindro
x? + y? = 16 y el plano 2z = 3 desde (0, 4, 3) hasta (—4,0, 3). Cs es
un segmento de linea desde (—4, 0, 3) hasta (0, 1, 5).

Un resorte estd hecho de un alambre delgado retorcido en
forma de hélice circular z = 2cos t,y = 2sen t, z = t. Encuentra la

masa de dos vueltas del resorte si el alambre tiene una densidad de
masa constante ( ).

Un alambre delgado se dobla en forma de semicirculo de radio a
. Si la densidad de masa lineal en el punto P es directamente

proporcional a su distancia desde la linea que pasa por los puntos
extremos, calcula la masa del cable.

Un objeto se mueve en el campo de fuerza F(z,y, z) = y?i +
2(z + 1)yj en sentido antihorario desde el punto (2, 0) a lo largo de
la trayectoria eliptica 2% + 4y® = 4 hasta (—2,0), y de regreso al
punto (2, 0) a lo largo del eje z. ;Cuanto trabajo realiza el campo de
fuerza sobre el objeto? ( ).

Encuentra el trabajo realizado cuando un objeto se mueve en el
campo de fuerza F(z,y,z) = 2zi — (z + 2)j + (y — z)k a lo largo
de la trayectoriadadaporr(t) = t*i+ (t2 — t)j + 3k,0 < ¢t < 1.
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97. Si un campo de fuerza inverso F esta dado por F(z,y, z) =
#r, donde k es una constante, encuentra el trabajo realizado por F

cuando su punto de aplicacién se mueve a lo largo del eje x desde
A(1,0,0) hacia B(2,0,0) ( ).

98. Davidy Sandra planean evaluar la integral de linea fc F.dralo
largo de una trayectoria en el plano zy desde (0, 0) hasta (1,1). El
campo de fuerzaes F(z,y) = (z + 2y)i + (—z + )]

David elige la ruta que corre a lo largo del eje = desde (0,0) hasta
(1,0) y luego corre a lo largo de la linea vertical z = 1 desde (1,0)
hasta el punto final (1, 1). Sandra elige el camino directo a lo largo de
la linea diagonal y = = desde (0,0) hasta (1,1). ;De quién es la
integral de linea mas grande y en cuanto?

3.4 Campos vectoriales conservativos

En este apartado, continuaremos el estudio de campos vectoriales
conservativos. Examinaremos el Teorema fundamental para
integrales de linea, que es una generalizaciéon util del Teorema
fundamental del caélculo para integrales de linea de campos
vectoriales conservativos. También descubriremos como probar si un
campo vectorial dado es conservativo y determinar como construir
una funcion potencial para un campo vectorial que se sabe que es
conservativo.
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6.4.1 Curvas y regiones

Antes de continuar nuestro estudio de campos vectoriales
conservativos, necesitamos algunas definiciones geométricas. Todos
los teoremas de las secciones siguientes se basan en la integracion
sobre ciertos tipos de curvas y regiones, por lo que aqui
desarrollaremos las definiciones de esas curvas y regiones.

Primero definiremos dos tipos especiales de curvas: curvas cerradas
y curvas simples. Como hemos aprendido, una curva cerrada es
aquella que comienza y termina en el mismo punto. Una curva simple
es aquella que no se cruza. Una curva que es a la vez cerrada y simple
es una curva cerrada simple (figura 6.25).

DEFINICION

La curva C es una curva cerrada si hay una parametrizacién
r(t),a <t <bde C tal que la parametrizacion atraviesa la
curva exactamente una vez y r(a) = r(b). La curva C es una
curva simple si C no se cruza. Es decir, C es simple si existe una
parametrizacién r(t),a <t < b de C tal que r es uno a uno
sobre (a, b). Es posible que r(a) = r(b), lo que significa que la
curva simple también esta cerrada.
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ISSYs

(a) Simple, no cerrada (b} Simple, cerrada (c) No simple, cerrada (d) No simple, no cerrada

Figura 6.25. Tipos de curvas que son simples o no simples y cerradas o no
cerradas.

B Ejercicio Determinar si una curva es simple y cerrada

o at
¢Es la curva con parametrizacion r(t) = (cos t, %()%0 <
t < 27 ;unacurva cerrada simple?

(%) Solucién

Muchos de los teoremas de este capitulo relacionan una integral
sobre una regién con una integral sobre el limite de la regién, donde
el limite de la regién es una curva cerrada simple o una unién de
curvas cerradas simples. Para desarrollar estos teoremas,
necesitamos dos definiciones geométricas para regiones: la de una
regién conectada y la de una regidén simplemente conectada. Una
regién conectada es aquella en la que hay una ruta en la region que
conecta dos puntos cualesquiera que se encuentren dentro de esa
regién. Una region simplemente conectada es una regiéon conectada
gue no tiene ningln agujero.

910



Estas dos nociones, junto con la nocién de una curva cerrada simple,
nos permiten formular varias generalizaciones del Teorema
fundamental del calculo mas adelante en este capitulo. Estas dos
definiciones son vdlidas para regiones en cualquier nimero de
dimensiones, pero solo nos interesan las regiones en dos o tres
dimensiones.

DEFINICION

Una regiéon D es una regiéon conectada si, para dos puntos
cualesquiera P; y P», hay una ruta de P; a P, con una traza
contenida completamente dentro de D. Una regién D es una
region simplemente conectada si D estd conectada para
cualquier curva cerrada simple C que se encuentra dentro de D,
y la curva C se puede reducir continuamente a un punto
mientras permanece completamente dentro de D. En dos

dimensiones, una region simplemente estd conectada si esta
conectaday no tiene agujeros.

Todas las regiones simplemente conectadas estan conectadas, pero
no todas las regiones conectadas estdn simplemente conectadas
(figura 6.27).

6.4.2 Teorema fundamental para integrales de linea

Ahora que entendemos algunas curvas y regiones basicas,
generalicemos el Teorema fundamental del célculo a integrales de
linea.
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(a) Regiones simples conectadas

(I (b) Regiones conectadas que no estan
simplemente conectadas

"\ ” 4

(c) Una region que no esta conectada

Figura 6.27. No todas las regiones conectadas estan simplemente
conectadas. (a) Las regiones simplemente conectadas no tienen agujeros.
(b) Las regiones conectadas que no estan simplemente conectadas pueden
tener agujeros, pero aun puede encontrar una ruta en la region entre dos
puntos cualesquiera. (c) Una regién que no esta conectada tiene algunos
puntos que no pueden conectarse mediante una ruta en la region.

Recuerda que el Teorema fundamental del calculo dice que si una
funcion f tiene una antiderivada F’, entonces la integral de f desde a

abdepende solode los valores de F'enay en b, es decir,
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b
/ f(z)dz = F(b) - F(a)

Si pensamos en el gradiente como una derivada, entonces el mismo
teorema se aplica a las integrales de lineas vectoriales. Mostramos
cémo funciona esto usando un ejercicio motivacional.

B Ejercicio Evaluacion de unaintegral de lineay las
antiderivadas de los puntos finales

Sea F(z,y) = (2x,4y). Calcula [, F-dr, donde C es el
segmento de linea desde (0, 0) hasta (2, 2) (figura 6.28).

(% Solucién

El siguiente teorema dice que, bajo ciertas condiciones, lo que
sucedié en el ejercicio anterior es vélido para cualquier campo
gradiente. El mismo teorema es valido para integrales de linea
vectoriales, que llamamos Teorema fundamental para integrales de
linea.

TEOREMA 6.7
El Teorema Fundamental para Integrales de Linea

Sea C' una curva suave a trozos con parametrizacion r(t),a <
t < b. Sea f una funcion de dos o tres variables con derivadas
parciales de primer orden que existen y son continuas en C
Entonces
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Prueba

De la ecuacién 6.9

/C Vf-dr= /ab V£(r(t) - r'(t)dt

Por lareglade la cadena

d /
5 (1) = VI(x(t) - r'(t)

Por lo tanto, seglin el Teorema Fundamental del Célculo,
b
/ Vf-dr= / Vf(x(t) r'(t)dt
C a
- [ 4 pema
AT A

t=b

- few)]
— 7)) - f(r(a))

Sabemos que si F es un campo vectorial conservativo, existen
funciones potenciales f tales que V f = F. Por lo tanto, fC F.dr =

Jo Vf-dr = f(x(b) — f(r(a)).
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En otras palabras, al igual que con el Teorema Fundamental del
Caélculo, calcular la integral de linea fC F.-dr, donde F es
conservativa, es un proceso de dos pasos: (1) encontrar una funcién
potencial ("antiderivada") f para F y (2) calcular el valor de f en los
puntos extremos de C'y calcular su diferencia f(r(b)) — f(r(a)).Sin
embargo, ten en cuenta que hay una diferencia importante entre el
Teorema Fundamental del Célculo y el Teorema Fundamental para
Integrales de Linea. Una funcién de una variable que es continua
debe tener una antiderivada. Sin embargo, un campo vectorial,
incluso si es continuo, no necesita tener una funcién potencial.

B Ejercicio Aplicando el Teorema Fundamental

Calcular la integral [, F-dr, donde F(z,y,z)=

<2:1:ln Y, ”;—2 + 22, 2yz< y C' es una curva con parametrizacion
r(t) = (3 t,t),1 <t<e

a. sin utilizar el Teorema Fundamental de las Integrales de
Lineay

b. utilizando el Teorema Fundamental de las Integrales de
Linea.

(%) Solucién

El ejercicio anterior ilustra una caracteristica interesante del
Teorema Fundamental de Integrales de Linea: nos permite calcular
mas facilmente muchas integrales de linea vectoriales. Mientras
tengamos una funcién potencial, calcular la integral de linea es solo
una cuestién de evaluar la funcién potencial en los puntos finales y
restar.
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El Teorema Fundamental de las Integrales de Linea tiene dos
consecuencias importantes. La primera consecuencia es que si F es
conservativay C es una curva cerrada, entonces la circulacién de F a
lolargo de C es cero, es decir, fc F - dr = 0. Para ver por qué esto es
cierto, sea f una funcion potencial para F. Dado que C' es una curva
cerrada, el punto terminal r(b) de C es el mismo que el punto inicial
r(a) de C, es decir, r(a) = r(b). Por lo tanto, segln el Teorema
Fundamental para Integrales de Linea,

%OF-dr:%CVf-dr

= f(x(b)) — f(r(a))
= f(x(b)) — f(x (b))
=0

Recuerda que la razén por la que un campo vectorial conservativo F
se llama "conservativo" es porque tales campos vectoriales modelan
fuerzas en las que se conserva energia. Hemos demostrado que la
gravedad es un ejemplo de tal fuerza. Si pensamos en el campo
vectorial F en la integral fo F - dr como un campo gravitacional,

entonces se sigue que la ecuacién ]{ F - dr = 0. Si una particula
C
viaja a lo largo de un camino que comienza y termina en el mismo

lugar, entonces el trabajo realizado por la gravedad sobre la particula
es cero.

La segunda consecuencia importante del Teorema Fundamental para
Integrales de Linea es que las integrales de linea de los campos
vectoriales conservativos son independientes de la ruta, es decir,
dependen sélo de los puntos finales de la curva dada y no dependen
de laruta entre los puntos finales.
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DEFINICION

Sea F' un campo vectorial con dominio D. El campo vectorial F

es independiente de la ruta si / F.-dr = / F - dr para
01 CZ

cualquier ruta C; y Cy en D con los mismos puntos iniciales y
terminales.

La segunda consecuencia se establece formalmente en el siguiente
teorema.

TEOREMA 6.8
Independencia de la ruta de los campos conservativos

Si F es un campo vectorial conservativo, F es independiente de
la trayectoria.

Prueba

Sea D el dominio de F y sean C; y C5 dos caminos en D con los
mismos puntos inicial y terminal (Figura 6.29). Llama al punto inicial
P; y al punto terminal P,. Dado que F es conservativa, existe una
funcion potencial f para F. Segun el Teorema Fundamental para
Integrales de Linea,

/CIF-dr:f(Pz)—f(Pl):/ F - dr

Cy
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Por lo tanto, / F-dr :/ F-dr vy F es independiente del
e} C
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o Tl Tt -
1ap

P or oA

roroaE

d & & F w r r = e n a4

4

d 4 4 4 v Fv v e e
4 4

i

» L]
s A g e e B S5 R N N S TR I T
" |

P e . 1 7 2 0 T T T T d d 4 # ¥ v ¥ v ovoremun

Figura 6.29. El campo vectorial es conservador y, por tanto, independiente
de la ruta.

Para visualizar lo que significa la independencia del camino, imagina a
tres excursionistas subiendo desde el campamento base hasta la cima
de una montafa. El excursionista 1 toma una ruta empinada
directamente desde el campamento hasta la cima. El excursionista 2
toma una ruta sinuosa que no es empinada desde el campamento
hasta la cima. El excursionista 3 comienza tomando la ruta empinada,
pero a mitad de camino hacia la cima decide que es demasiado dificil
para él. Por tanto, vuelve al campamento y toma el camino no
empinado hasta la cima. Los tres excursionistas viajan por caminos en
un campo gravitacional. Dado que la gravedad es una fuerza en la que
se conserva la energia, el campo gravitacional es conservativo. Por
independencia de camino, la cantidad total de trabajo realizado por
gravedad sobre cada uno de los excursionistas es el mismo porque
todos comenzaron en el mismo lugar y terminaron en el mismo lugar.
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El trabajo realizado por los excursionistas incluye otros factores
como la friccién y el movimiento muscular, por lo que la cantidad
total de energia gastada por cada uno no es la misma, pero la energia
neta gastada contra la gravedad es la misma para los tres
excursionistas.

Hemos demostrado que si F es conservativa, entonces F es
independiente de la trayectoria. Resulta que si el dominio de F esta
abierto y conectado, entonces lo contrario también es cierto. Es decir,
si F' es independiente de la trayectoria y el dominio de F esta abierto
y conectado, entonces F' es conservativa. Por lo tanto, el conjunto de
campos vectoriales conservativos en dominios abiertos y conectados
es precisamente el conjunto de campos vectoriales independientes
de laruta.

TEOREMA 6.9

La prueba de independencia de la trayectoria para campos
conservativos

Si F es un campo vectorial continuo que es independiente de la
ruta y el dominio D de F estd abierto y conectado, entonces F

es conservativo.

Prueba

Demostramos el teorema para campos vectoriales en R2. La prueba
de campos vectoriales en R® es similar. Para demostrar que F =
(P, Q) es conservativo, debemos encontrar una funcién potencial f
para F. Para ese fin, sea X un punto fijoen D.
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Para cualquier punto (x, y) en D, sea C' un camino de X a (z,y).
Definamos f(x,y) por f(z,y) = [, F - dr (ten en cuenta que esta
definicién de f tiene sentido solo porque F es independiente de la
ruta. Si F no fuera independiente de la ruta, entonces podria ser
posible encontrar otra ruta C' de X a (z,y) tal que [, F-

dr> fc F - dr,yental caso f(x,y) no seria una funcién) Queremos
demostrar que f tiene la propiedad Vf = F.

Dado que el dominio D esta abierto, es posible encontrar un disco
centrado en (z,y) tal que el disco esté contenido por completo
dentro de D. Sea (a, y) con a < z un punto en ese disco. Sea C un
camino de X a (z,y) que consta de dos piezas: C; y Cs. La primera
pieza, C, es cualquier camino de C' a (a, y) que permanece dentro
de D; C; es el segmento de linea horizontal desde (a,y) a (z,y)

(Figura 6.30). Luego

f(a:,y):/CIF~dr+/CzF-dr

La primera integral no depende de x, entonces

0
—— [ F.
fo oz /., dr

Si parametrizamos C por r(t) = (t,y),a < t < x, entonces

0
fz:%/Cder

_ aa—w/zF(r(t)) 2 (8)dt
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_ % /;F(r(t)) : %(@, y))dt

a X
_ %/a F(x()) - (1,0)dt

o T
= 6_{1:/; P(t,y)dt

Segln el Teorema Fundamental del Calculo (parte 1),

fz = ag/ P(t,y)dt:P(.'I},y

T

v

Figura 6.30. Aqui, C: es cualquier camino de C' a (a,y) que permanece
dentro de D, y C» es el segmento de linea horizontal desde (a,y) a (z, y).
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Un argumento similar que usa un segmento de linea vertical en lugar
de un segmento de linea horizontal muestra que f, = Q(z,y). Porlo

tanto, Vf = F y F es conservativa.

Hemos pasado mucho tiempo discutiendo y probando Ia
Independencia de la ruta de los campos conservativos y la Prueba
de independencia de la ruta para los campos conservativos, pero
podemos resumirlos simplemente: un campo vectorial F en un
dominio abierto y conectado es conservativo si y solo si es
independiente de la trayectoria. Es importante saber esto porque los
campos vectoriales conservativos son extremadamente importantes
en las aplicaciones, y estos teoremas nos brindan una forma diferente
de ver lo que significa ser conservativo usando la independencia de la
trayectoria.

B Ejercicio Demostrar que un campo vectorial no es
conservativo

Usa la independencia de la trayectoria para demostrar que el
campo vectorial F(z,y) = (z?y,y + 5) no es conservativo.

(%) Solucién

6.4.3 Campos vectoriales conservativos y funciones
potenciales

Como hemos aprendido, el Teorema Fundamental para Integrales de
Linea dice que si F es conservativo, entonces calcular fC F - dr tiene

dos pasos: primero, encontrar una funcidon potencial f para F vy,
segundo, calcular f(P;) — f(P : 0), donde P; es el punto final de C
y P, es el punto de partida.
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Para usar este teorema para un campo conservativo F', debemos
poder encontrar una funcion potencial f para F. Por lo tanto,

debemos responder la siguiente pregunta: Dado un campo vectorial
conservativo F, ;como encontramos una funcién f tal que Vf = F?

Antes de dar un método general para encontrar una funcién
potencial, motivemos el método con un ejercicio.

B Ejercicio Encontrando una funcion potencial

Encuentra una funciéon potencial para F(z,y) =
(2zy?,3x%y® + cos (y)), demostrando asi que F es
conservativa.

(%) Solucién

La légica del ejercicio anterior se extiende a encontrar la funcion
potencial para cualquier campo vectorial conservativo en R2. Por lo
tanto, tenemos la siguiente estrategia de resolucion de problemas
para encontrar funciones potenciales:

Estrategia de resolucion de problemas: encontrar una funcién
potencial para un campo vectorial conservativo

F(X, Y) = <P(X’ }’), Q(X’ y)>

1. Integra P con respecto a z. Esto resulta en una funcién
delaformag(z,y) + h(y), donde h(y) es desconocida.
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2. Toma la derivada parcial de g(z, y) + h(y) con respecto
ay, que da como resultado la funcion g, (z,y) + h'(y).

3. Usa la ecuacion gy,(z,y) +h'(y) = Q(z,y) para
encontrar h/(y).

4. Integrah/(y) paraencontrar h(y).

Cualquier funcién de la forma f(z,y) = g(z,y) +
h(y) + C, donde C es una constante, es una funcion
potencial para F'.

Podemos adaptar esta estrategia para encontrar funciones
potenciales para campos vectoriales en R®, como se muestra en el
siguiente ejercicio.

B Ejercicio Encontrando una funcion potencial en R3

Encuentra una funcién potencial para F(z,y) = (2zy, 2% +
2yz3, 3y*2? + 2z), demostrando asi que F es conservativa.

(%) Solucién

Podemos aplicar el proceso de encontrar una funcién potencial a una
fuerza gravitacional. Recuerda que, si un objeto tiene masa unitariay
esta ubicado en el origen, entonces la fuerza gravitacional en R? que
el objeto ejerce sobre otro objeto de masa unitaria en el punto (z, y)

viene dada por el campo vectorial
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z Yy
F(z,y) = _G< (22 + 2)3/2 (22 + y2)3/2 >

donde GG es la constante gravitacional universal. En el siguiente
ejercicio, construimos una funcién potencial para F', confirmando asi
lo que ya sabemos: que la gravedad es conservativa.

B Ejercicio Encontrando una funciéon potencial

Encontrar una funcién potencial f para F(z,y) =

_G< (m2+:;2)3/2 ’ (w2+1y/2)3/2 >

(%) Solucién
6.4.4 Probando un campo vectorial

Hasta ahora, hemos trabajado con campos vectoriales que sabemos
gue son conservativos, pero si no nos dicen que un campo vectorial es
conservativo, debemos poder probar si es conservativo. Recuerda
que, si F es conservativo, F tiene la propiedad de parciales cruzadas.
Es decir, si F=(P,Q,R) es conservativo, entonces P, =
Q. P. =R, y Q. = R,. Entonces, si F tiene la propiedad de
parciales cruzadas, ¢es F' conservativo? Si el dominio de F esta
abierto y simplemente conectado, entonces la respuesta es si.
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TEOREMA 6.10
La prueba de parciales cruzadas para campos conservativos

SiF = (P,Q, R) es un campo vectorial en una regién abierta
simplemente conectadaDy P, = Q,, P, = R, yQ. = R, alo
largo de D, entonces F es conservativo.

A\

Aunqgue una demostracion de este teorema esta mas alla del alcance
del texto, podemos descubrir su poder con algunos ejemplos. Mas
adelante, veremos por qué es necesario que la region esté
simplemente conectada.

Combinando este teorema con la propiedad de las parciales

cruzadas, podemos determinar si un campo vectorial dado es
conservativo:

TEOREMA 6.11
Propiedad de parciales cruzadas de campos conservativos

SeaF = (P, @, R) un campo vectorial en una regién D abierta,
simplemente conectada. Entonces P, = Q,, P, = R, y Q, =
R, alolargode D siy solosi F es conservativa.

\ v

La version de este teorema en R? también es cierta. SiF = (P, Q) es

un campo vectorial en un dominio abierto, simplemente conectado
enR?, entonces F es conservativo siy solo si P, =Q,.
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B Ejercicio Determinando si un campo vectorial es
conservativo

Determina si el campo vectorial F(z,y, z) = (zy?z, 22yz, 22)
es conservativo.

(%) Solucién

B Ejercicio Determinando si un campo vectorial es
conservativo

Determina si el campo vectorial F(z,y) = (zln (y), g-;) es
conservativo.

(%) Solucién

Cuando se usa la propiedad de parciales cruzadas de campos
conservativos, es importante recordar que un teorema es una
herramienta y, como cualquier herramienta, solo se puede aplicar en
las condiciones adecuadas. En el caso de la propiedad de parciales
cruzadas de los campos conservadores, el teorema se puede aplicar

solo si el dominio del campo vectorial esta simplemente conectado.

Para ver qué puede salir mal al aplicar mal el teorema, considere el

campo vectorial de:

LA R
2+ w2—|—y2‘]

F(z,y) =
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Este campo vectorial satisface la propiedad de parciales cruzadas, ya
que

8 ( vy @+ -y@2y) -y
8y :v2+y2 - (:I:2+y2)2 - (:I:2+y2)2

9 -z \ —(+y)+z@2) -9
Oz \ 22 + y? (22 + y?)? (22 +y2)?

Dado que F satisface la propiedad de las parciales cruzadas,
podriamos estar tentados a concluir que F es conservativa. Sin
embargo, F no es conservativa. Para ver esto, deja

r(t) = (cost,sent),0 <t <m

sea una parametrizacién de la mitad superior de un circulo unitario
orientado en sentido antihorario (denotado como C1) y deja

s(t) = (cost,—sent),0 <t <m

sea una parametrizacion de la mitad inferior de un circulo unitario
orientado en sentido horario (denotado como C5). Observa que C y

C, tienen el mismo punto inicial y final. Dado que sen?t + cos®t = 1,

F(r(t)) - ' = (sen(t), —cos(t)) - (—sen(t), cos(t)) = —1

F(s(t)) - s’ = (—sen(t), —cos(t)) - (—sen(t), —cos(t))
= sen’t + cos’t
=1
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Por lo tanto

/F-dr:/ —ldt=—7 y /F-dr:/ ldt=m
G 0 Cy 0

Luego, C1 y C5 tienen el mismo punto de inicio y final, pero fCl F-
dr # f02 F - dr. Por tanto, F no es independiente de la trayectoriay
F no es conservativa.

Para resumir: F satisface la propiedad de parciales cruzadas v, sin
embargo, F no es conservativa. ;Qué saliéo mal? ;Contradice esto la
propiedad de parciales cruzadas de los campos conservativos? El
problema es que el dominio de F es todo R? excepto el origen.

En otras palabras, el dominio de F tiene un agujero en el origeny, por
lo tanto, el dominio no esta simplemente conectado. Dado que el
dominio no esta simplemente conectado, la propiedad entre parciales
de campos conservativos no se aplicaa F.

Cerramos esta secciéon mirando un ejercicio de la utilidad del
Teorema Fundamental para Integrales de Linea. Ahora que podemos
probar si un campo vectorial es conservativo, siempre podemos
decidir si el Teorema Fundamental para Integrales de Linea se puede
usar para calcular una integral de linea vectorial. Si se nos pide que
calculemos una integral de la forma fCF-dr, entonces nuestra
primera pregunta deberia ser: ;F es conservativa? Si la respuesta es
si, entonces debemos encontrar una funcién potencial y usar el
Teorema Fundamental para Integrales de Linea para calcular la
integral. Si la respuesta es no, entonces el teorema no puede
ayudarnos y tenemos que usar otros métodos, como usar la ecuacién
6.9.
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B Elercidio Usando el Teor,ema Fundamental para
Integrales de Linea

Calcula la integral de linea [, F -dr, donde F(z,y,z) =
(2ze¥z + €%z, x%eYz, x2e¥ + €®) y C es cualquier curva suave
que va desde el origen hasta (1,1, 1)

() Solucién

B Ejercicio Trabajo realizado en una particula

Sea F(z,y) = (2zy?, 2z%y) un campo de fuerza. Supén que

una particula comienza su movimiento en el origen y termina su
movimiento en cualquier punto de un plano que no esta en el eje
z ni en el eje y. Ademas, el movimiento de las particulas se

puede modelar con una parametrizacion suave. Demuestra que
F realiza un trabajo positivo en la particula.

(%) Solucién
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| Ejercicios

99. ¢Verdadero o falso? Si el campo vectorial F' es conservativo en
la region abierta y conectada D, entonces las integrales de linea de F
son independientes de la trayectoria de D, independientemente de la
formade D ( ).

100. ;Verdadero o falso? La funcién r(t) = a + t(b — a), donde
0 <t <1, parametriza el segmento delinearectadeaab.

101.  ;Verdadero o falso? El campo vectorial F(z,y,z)=
(ysen z)i+ (xzsen z)j + (zycos z)k es conservativo ( ).

102. ;Verdadero o falso? El campo vectorial F(z,y,z) = yi +
(x + z)j — yk es conservativo.

103. Justifica el Teorema Fundamental de las Integrales de Linea
para [, F - drenelcasoenque F(z,y) = (2z + 2y)i + (2z + 2y)j
y C es una porcion del circulo de orientacién positiva 22 + y2 = 25
desde (5, 0) hasta (3,4) ( ).

104. [T] Encuentra Jo F - dr,donde F(z,y) = (ye*y + cos z)i +
(ace Yty ) y C' es una porcion de la curva y = sen x desde

x—Ohastaw— 5

105. [T] Evalta la integral de linea fCF - dr, donde F(z,y) =
(e"sen y — y)i+ (e*cos y — x — 2)j, y Ces la trayectoria dada por
r(t) = [t3sen Z]i— [Zcos(Z + Z)]jpara0 <t < 1( ).
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== Para los siguientes ejercicios, determina si el campo vectorial es
conservativoYy, si lo es, encuentra la funcién potencial.

106.
107.
108.
109.
110.
111

(a3}

F(z,y) = 2zy%i + 3’z

F(z,y) = (—y + e"sen y) + [(z + 2)e®cos y|j (Solucion).

)
) =
F(z,y) = (e sen y) [ezzcos y]J
) =(
) =
) =

F(z,y 6z + 5y)i + (5 + 4y)j (Solucion).
F(z,y 2zcos(y) — ycos(z)]i + [—z*sen(y)—sen(z)]j
F(z,y

ye® + sen(y)|i+ [e* + zcos(y)]j (Solucion).

[
[

== Para los siguientes ejercicios, evalua las integrales de linea
usando el Teorema Fundamental de las Integrales de Linea.

112.

$o(yi+ zj) - dr, donde C es cualquier trayectoria desde

(0,0) hasta (2, 4).
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113, §,(2ydz + 2xdy), donde C es el segmento de linea desde
(0,0) hasta (4,4) ( ). )

114, M ¢, [arctan?— 5] de + [ 555 +e V(1 —y)]dy,
donde C es cualquier curva suave desde (1, 1) hasta (—1, 2).

115. Encuentra el campo vectorial conservativo para la funcién
potencial f(z,y) = 5x? + 3zy + 10y ( ).

== Para los siguientes ejercicios, determina si el campo vectorial es
conservativoy, de ser asi, encuentra una funcién potencial.

116. F(z,y) = (12zy)i+ 6(z? + y?)j

117. F(z,y) = (e*cos y) + 6(e” sen Y)j( ).
118. F(z,y) = (2.7:;1;6z y)l + 6( )J.

119. F(z,y,2) = (ye*)i+ (ze®)j + (zye? )k ( ).
120. F(z,y,2) = (sen y)i — (zcos y)j + k

121, F(z,y,2) = (5)i+ (523 + (22 — Dk ).
122. F(z,y,2) = 32%i — cos yj + 222k

123. F(z,y,2) = (2zy)i+ (2® + 2y2)j + v’k ( ).

== Para los siguientes ejercicios, determina si el campo vectorial
dado es conservativo y encuentra una funcién potencial.

124, F(z,y) = (e*cos y)i + 6(e"sen y)j.
125, F(z,y) = (2:1:yem2y)i + 6(:1:2ewzy)j( ).
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== Para los siguientes ejercicios, evalia la integral usando el
Teorema Fundamental de las Integrales de Linea.

126, Evalta [, Vf-dr, donde f(x,vy,z) = cos(rz)+
sen(my) — zyz y C es cualquier trayectoria que comience en
(1,1/2,2) ytermineen (2,1, —1).

127. [T] Evaltaf, Vf - dr, donde f(z,y) = 2y +e” y C es una
linearectade (0,0)a(2,1)( ).

128. [T] Evalta [, Vf-dr, donde f(z,y)=z*y —z y C es
cualquier trayectoria en un plano desde (1, 2) hasta (3, 2).

129. Evalta [, Vf - dr, donde f(z,y,2) = zyz’—yz y C tiene el
punto inicial (1, 2) y el punto terminal (3, 5) ( ).

==\ Para los siguientes ejercicios, sea F(z,y) = 2zy2i + (2yz® +
29)jyG(z,y) = (y + )i+ (y — z)j, y sea C; lacurva que consiste
en el circulo de radio 2, centrado en el origen y orientado en sentido
antihorario, y Cs ser la curva que consta de un segmento de linea
desde (0,0) hasta (1,1) seguido de un segmento de linea desde
(1,1) hasta (3,1).

FX, V) = 2xy4 + (2yx2 + 2V)j

Yi
\..3'._., /,/
r,,:,:
e e
VAR e T
frompdEecy:
= W B N S B B
P B A
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y+x0+ = x)
Y
3

Vrrrorres

130. Calculalaintegral de linea de F sobre C.

131. Calculalaintegral de linea de G sobre C] ( ).
132. Calculalaintegral de linea de F sobre Cs.
133. Calculalaintegral de linea de G sobre Cs ( ).

134. [T]Sea F(z,vy,2) = x*i + zsen(yz)j + ysen(yz)k. Calcula
$. F - dr, donde C es un camino desde A = (0,0,1) hasta B =
(3,1,2).

135. [T]Encuentra laintegral de linea fc F - dr del campo vectorial
F(z,y,2) = 3z%2i + 2% + (2 + 2yz)k a lo largo de la curva C
parametrizada por r(t) = (2L)i+ ¢¥/2j+tcos(mt),1 <t <4
( ).

== Para los siguientes ejercicios, demuestra que los siguientes

campos vectoriales son conservativos usando una computadora.
Calcula fc F - dr paralacurvadada.
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F = (zy? + 32%y)i + (z + y)x2j; C es la curva que consta
de segmentos de linea desde (1,1) a (0,2) a (3, 0).

2
F = yzZLi— zfl;zif)i)j; C estad parametrizado por x = t3 —
Ly=1t—t,0<t<1( ).

[TIF = [cos(zy?) — zy?sen(zy?)]i — 2z2ysen(zy?)j; C es
lacurva (e!,ef +1),-1 <t < 0.

La masa de la Tierra es de aproximadamente 6 x 10%” g y la

del Sol es 330.000 veces mayor. La constante gravitacional es 6.7 x
108 ecm3/s?-g. La distancia de la Tierra al Sol es de

aproximadamente 1,5 x 10'2 ¢m. Calcula, aproximadamente, el
trabajo necesario para aumentar la distancia de la Tierra al Sol en
1em( ).

[T] Sea F = (z,y,2)= (e®sen y)i+ (e®cosy)j+ z°k.
Evaltalaintegral [, F - ds,donde c(t) = (t,¢%,ev?),0 <t < L.

[T] Sea c: [1,2] — R? dado por z = et1,y = sen(%). Usa
una computadora para calcular la integral fc F.-ds=
Jo 2zcos ydx — x*sen ydy, donde F = (2zcosy)i—(z’sen y)j

( ).

[T] Usa un sistema de algebra por computadora para encontrar
la masa de un cable que se encuentra a lo largo de la curva r(t) =

(t* —1)j + 2tk,0 < t < 1,siladensidad es 3t.

Encuentra la circulacién y el flujo del campo F = —yi + xj

alrededor y a través de la trayectoria semicircular cerrada que consta
de un arco semicircular ry(t) = (acos t)i + (asen t)j,0 <t <,
seguido de segmento derectarsy(t) = ti, —a <t < a( ).
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144.  Caleula [, cos zcos ydx — sen xsen ydy, donde c(t) =
(t,8%),0<t <1

145. Completa la prueba de independencia de trayectoria para
campos conservativos mostrando que f, = Q(z,y).

3.5 Teorema de Green

En esta seccién, examinaremos el teorema de Green, que es una
extensién del Teorema Fundamental del Calculo a dos dimensiones.
El teorema de Green tiene dos formas: una forma de circulacién y una
forma de flujo, las cuales requieren que la regién D en la integral
doble esté simplemente conectada. Sin embargo, ampliaremos el
teorema de Green a regiones que no estan simplemente conectadas.

En pocas palabras, el teorema de Green relaciona una integral de
linea alrededor de una curva plana C simplemente cerrada y una

integral doble sobre la regién encerrada por C.

937



El teorema es Gtil porque nos permite traducir integrales de linea
dificiles en integrales dobles mas simples o integrales dobles dificiles
en integrales de linea mas simples.

6.5.1 Ampliacion del Teorema Fundamental del
Calculo

Recuerda que el Teorema Fundamental del Célculo dice que

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a)

Como enunciado geométrico, esta ecuacion dice que la integral sobre
la regidn debajo de la grafica de F'(x) y arriba del segmento de recta

[a, b] depende solo del valor de F en los puntos extremos a y b de ese
segmento. Dado que los nimeros a y b son el limite del segmento de
linea [a,b], el teorema dice que podemos calcular la integral
fab F'(z)dz con base en la informacién sobre el limite del segmento
de linea [a, b] (Figura 6.32). La misma idea es cierta del Teorema
Fundamental para Integrales de Linea:

JRZRCE0)
C

Cuando tenemos una funcién potencial (una "antiderivada"),
podemos calcular la integral de linea basdandonos Gnicamente en la
informacion sobre el limite de lacurva C.

El teorema de Green toma esta idea y la extiende al calculo de
integrales dobles. El teorema de Green dice que podemos calcular
una integral doble sobre la region D basandonos Gnicamente en la

informacion sobre el limite de D.
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El teorema de Green también dice que podemos calcular una integral
de linea sobre una curva cerrada simple C' basada Unicamente en la

informacion sobre la region que C encierra. En particular, el teorema
de Green conecta una integral doble sobre la region D con una
integral de linea alrededor del limite de D.

yi
[ fx)ax
R
0 a b x

Figura 6.32. El Teorema Fundamental del Calculo dice que la integral sobre
el segmento de linea [a, b] depende solo de los valores de la antiderivada

en los puntos finales de [a, b].

6.5.2 Forma de circulacion del teorema de Green

La primera forma del teorema de Green que examinaremos es la
forma de circulacién. Esta forma del teorema relaciona la integral de
linea vectorial sobre una curva plana simple cerrada C' con una

integral doble sobre la regién encerrada por C. Por lo tanto, la

circulacién de un campo vectorial a lo largo de una curva cerrada
simple se puede transformar en una integral doble y viceversa.
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TEOREMA 6.12
Teorema de Green - Forma de circulacion

Sea D una regién abierta, simplemente conectada, con una
curva limite C que es una curva cerrada simple, suave a trozos,
orientada en sentido antihorario (Figura 6.33).Sea F = (P, Q)

un campo vectorial con funciones componentes que tienen
derivadas parciales continuas en D. Entonces,

?{CF .dr = ﬁpdx + Qdy = //D(Qm — P,)dA(6.13)

Figura 6.33. La forma de circulacion del teorema de Green relaciona una
integral de linea sobre la curva C con una integral doble sobre la regién D.
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Observa que el teorema de Green solo se puede usar para un campo
vectorial bidimensional F. Si F' es un campo tridimensional, entonces
el teorema de Green no se aplica. Ya que

/Pdm+Qdy:/F-Tds,
C C

esta version del teorema de Green a veces se denomina la forma
tangencial del teorema de Green.

La prueba del teorema de Green es bastante técnica y esta mas alla
del alcance de este texto. Aqui examinaremos una demostracion del
teorema en el caso especial de que D es un rectangulo. Por ahora,

observa que podemos confirmar rapidamente que el teorema es
cierto para el caso especial enel que F = (P, Q) es conservativo. En

este caso,
7{ Pdz 4+ Qdy =0
c

porque la circulacién es cero en campos vectoriales conservativos.
Por la propiedad de parciales cruzadas de los campos conservativos,
F satisface la condicién de parciales cruzadas, por lo que P, = Q.

Por lo tanto,

J[ @a=Pyaa~ [[ oaa- 72 Pda + Qdy,

lo que confirma el teorema de Green en el caso de campos
vectoriales conservativos.
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Prueba

Probemos ahora que la forma de circulacién del teorema de Green es
verdadera cuando la region D es un rectangulo. Sea D el rectangulo

[a, b] X [c, d] orientado en sentido antihorario. Entonces, el limite C
de D consta de cuatro partes lisas C1,C5y,Cs y C4 (Figura 6.34).
Parametrizamos cada lado de D de la siguiente manera:

Cy:ri(t) = (t,c),a <t <b
Cy:ra(t) = (bt),c<t<d
—03 Irg(t) = (t,d),a S i S b
—Cy :14(t) = (a,t),c <t <d
Yi
C
dl -
CaY AC;
cT .
Cy
a b x

Figura 6.34. El rectangulo D esta orientado en sentido antihorario.

Luego,
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/F-dr
c

/F-dr+/ F-dr+/ F-dr+/ F.dr
C Cy Cs Cy

/ F-dr+/ | dr—/ F~dr—/ F-dr
C Cz C?, *04

d
/ (£1(8)) - 1 ()t + / F(ry(t) - r(t)dt
b d
/ F(rs(£)) - s (£)dt / F(ra(t)) - ra(t)dt

b
/P ,cdt+/thdt—/Ptddt—/Qat

b
_ / (P(t,¢)—P(t,d))dt + / (Q(,)-Q(a,t))dt

c

"-d

b d
= —/ (P(t,d)—P(t,c))dt+/ (Q(b,)—Q(a, t))dt.
Por el Teorema Fundamental del Célculo,
d
0
P(t’ d) - P(t, C) = _P(t7y)dy
/c ba%
v Qb.0-Qat) = [ 5 @ e

Por lo tanto,

b d
(P(t,d)—P(t, c))dt+/ (Q(b,t)—Q(a,t))dt

// _ptydydt+//6—Q(mtdacdt

Pero,

943



_/ / P(t, y)dydt+/ / —Q z,t)dzdt
—/ / 8_ P(z,y dydac+/ / (z,y)dzdy
/ (Qz—P,)dydzx = / D(Qm—Py)dA.

Por lo tanto, [, F -dr = [[,,(Qz—Py)dA y hemos demostrado el
teorema de Green en el caso de un rectangulo.

Para probar el teorema de Green sobre una region general D,
podemos descomponer D en muchos rectangulos diminutos y usar la

prueba de que el teorema funciona sobre rectangulos. Sin embargo,
los detalles son técnicos y estan mas alla del alcance de este texto.

B i e Aplicando el teorema de Green sobre un
Ejercicio .
rectangulo

Calculalaintegral de linea
]{ z*ydz + (y — 3)dy,
c

donde C es un rectangulo con vértices (1,1), (4,1),(4,5) vy
(1, 5) orientados en sentido antihorario.

(% solucién
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D Ejercicio Aplicando el teorema de Green para
calcular el trabajo

Calcula el trabajo realizado en una particula por el campo de
fuerza

F(z,y) = {(y+ sen @, ¢! — o)

a medida que la particula atraviesa el circulo a:2+y2 =4

exactamente una vez en el sentido contrario a las agujas del
reloj, comenzando y terminando en el punto (2, 0).

(%) Solucién

En los dos ejercicios anteriores, la integral doble en el teorema de
Green fue mas facil de calcular que la integral de linea, por lo que
usamos el teorema para calcular la integral de linea. En el siguiente
ejercicio, la integral doble es mas dificil de calcular que la integral de
linea, por lo que usamos el teorema de Green para transformar una
integral doble en unaintegral de linea.

B Ejercicio Aplicando el teorema de Green sobre una
elipse

2 2
Calcular el area encerrada por la elipse 2—2 + 2% =1 (ver la

b
siguiente figura).
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(a 0)

SX

—251(0, —b)

)

Figura 6.37. Elipse %; + %7 = 1 denotada por C.
(%) Solucién

En el ejercicio anterior, usamos el campo vectorial F(z,y) =
(P,Q) = (=%, %) para encontrar el 4rea de cualquier elipse. La

l6gica del ejercicio se puede ampliar para derivar una férmula para el
area de cualquier regién D. Sea D cualquier regién con un limite que

sea una simple curva cerrada C orientada en sentido antihorario. Si

F(z,y) = (P,Q) = (—4%,3),entonces Q, — P, = 1.

Por lo tanto, por la misma légica que en el ejercicio anterior,

1
dreade D = // dA = _j[ —ydz + zdy (6.14)
D 2 c

Vale la pena sefnalar que si F(z,y) = (P, Q) es cualquier campo
vectorial con @, — P, = 1, entonces la légica del parrafo anterior

funciona. Entonces. La ecuacion 6.14 no es la Ginica ecuacion que usa
parciales mixtos de un campo vectorial para obtener el area de una
region.
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6.5.3 Forma de flujo del teorema de Green

La forma de circulacion del teorema de Green relaciona una integral
doble sobre la regiéon D con la integral de linea fc F - Tds,donde C

es el limite de D. La forma de flujo del teorema de Green relaciona
una integral doble sobre la region D con el flujo a través del limite C.

El flujo de un fluido a través de una curva puede ser dificil de calcular
utilizando la integral de la linea de flujo. Esta forma del teorema de
Green nos permite transformar una integral de flujo dificil en una
integral doble que a menudo es mas facil de calcular.

TEOREMA 6.13
Teorema de Green - Forma de flujo

Sea D una region abierta, simplemente conectada, con una
curva limite C que es una curva cerrada simple, suave a trozos,
orientada en sentido antihorario (Figura 6.38). Sea F = (P, Q)

un campo vectorial con funciones componentes que tienen
derivadas parciales continuas en una region abierta que
contiene D. Entonces,

]fCF-Nds = //D(Pw —Q,)dA (6.15)

Debido a que esta forma del teorema de Green contiene el vector
normal unitario N, a veces se le llama la forma normal del teorema de
Green.
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Prueba

Recuerda que §,F -Nds= §,
N = P.Segun laforma de circulac

]( —Qdx + Pdy =
C

—Qdx + Pdy. Sea M =—-Q vy

ion del teorema de Green,

]{ Mdz + Ndy

/N - MydA

Y

- J[ P-+Quaa

Yy

LA AL A A

H AR AL LS
/LS Lol L]

PV '
/ / /
Vs

Y 7 X
e 4

LR A

K AA LS AT

M VR
% s
FR LSS RS

VISP

Figura 6.38. La forma de flujo del teo

rema de Green relaciona una integral

doble sobre la region D con el flujo a través de la curva C.
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B Ejercicio Apllca,ndo el te(?rema de Green para el flujo
através de uncirculo

Sea C un circulo de radio r centrado en el origen (ver siguiente
figura) y sea F(z,y) = (,y). Calculael flujo através de C.

b e B s ¥ ¢ & F ¥
RGN T8 B I
b 1 £ 2SS Sk
- AR AR A o
B L / A i B -
-— - W N s e L e
-~ -~ - v R -
s~ y 'S & b AP = &
- - s T Y i -
- i i it N N A S - e
Pt Pt o N T S S
- ST A L T PR S N T
WS LA A FZETE YN NN N i
P s APy UK L
AL A2 T T T T T LT "

Figura 6.39. La curva C' es un circulo de radio r centrado en el
origen

(% Solucién
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B Ejercicio Aplicando el teorema de Green para el flujo
através de un tridngulo

Sea S el tridangulo con vértices (0,0), (1,0) y (0, 3) orientados
en el sentido de las agujas del reloj (ver figura). Calcula el flujo
de F(z,y) = (P(z,v),Q(x,y)) = (2* + ey, z + y) a través
de S.

i

|
\

SRR ST R RAEE

VERA AR

x

1

FlEdsdedid )

A
B RSN

BAEETE ISR EE

%

Figura 6.40. La curva S es un triangulo con vértices (0,0),(1,0) y
(0, 3) orientadosen el sentido de las agujas del reloj.

(%) Solucién
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B Ejercicio Aplicando el teorema de Green para el flujo
de agua a través de un rectangulo

El agua fluye de un manantial ubicado en el origen. La velocidad
del agua se modela mediante el campo vectorial v(z,y) =
(b + y,z + 3y) m/seg. Encuentra la cantidad de agua por
segundo que fluye a través del rectdngulo con vértices
(-1,-2),(1,-2),(1,3) y (—1,3), orientados en sentido
antihorario (ver la siguente figura).

[—1,3) ¥ (1, -3)

T T T L S T U v i T A (A e
——y e e T Ny N VUL A XS
o, . S T %f FART R T G A T
NS <5 W T R A B EF O B g o
wh i i mias i XY N AT Ao i i
S, o, SR S E ¥ S S i gF S N R i
P, R N e e e
T P I T T e
e et o B FLRET T RN e o g latt gl Codhy
S bt Y i et o g G Y R M R e e
B e ) R iatons
T A S P e
I . s e g s i

oo e
Vol el ol i e O T e e G O
e . L S0 N T W T S ———

Figura 6.41. El agua fluye a través del rectangulo con vértices
(-1,-2),(1,-2),(1,3) y (-1, 3), orientados en sentido antihorario.

(w solucién

Recuerda que si el campo vectorial F' es conservativo, F' no funciona
alrededor de curvas cerradas, es decir, la circulacién de F alrededor
de una curva cerrada es cero.
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De hecho, si el dominio de F' esta simplemente conectado, entonces
F es conservativo si y solo si la circulaciéon de F alrededor de
cualquier curva cerrada es cero. Si reemplazamos la "circulacion de F
" con el "flujo de F", obtenemos una definicion de campo vectorial
libre de la fuente. Las siguientes declaraciones son todas formas
equivalentes de definir un campo libre de la fuente F = (P, Q) enun

dominio simplemente conectado (observa las similitudes con las
propiedades de los campos vectoriales conservativos):

1. Elflujo fc F - Nds a través de cualquier curva cerrada C es
cero

2. Si C; y C5 son curvas en el dominio de F con los mismos
puntos iniciales y finales, entonces fCl F - Nds = f02 F.
Nds. En otras palabras, el flujo es independiente de la
trayectoria.

3. Hay una funcién de flujo g(, y) para F. Una funcién de flujo
paraF = (P, Q) es una funcién gtalque P = g, y Q = —g,.
Geométricamente, F = (a, b) es tangencial a la curva de un
nivel de g en (a,b). Dado que el gradiente de g es
perpendicular a la curva de nivel g en (a, b), la funcién de flujo
g tiene la propiedad F(a,b) - Vg(a,b) = 0 para cualquier
punto (a, b) en el dominio de g (las funciones de transmision
desempenan el mismo papel para los campos sin fuente que
las funciones potenciales para los campos conservativos).

En las siguientes escenas interactivas, disefadas por Daniel
Monsivais Veldsquez, podras: en la primera, verificar la propiedad 2,y
en la segunda escena interactiva, una aplicacion en la mecanica de
fluidos.
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Campos conservativos

Cuando las parciales del campo F son iguales, tenemos
g AP
uei—a—ﬂ.’l. por lo gue la integral de linea se anula.
M A
Sl tomamos dos puntosp, yp, enfacurva C |, que dividan
at endos cuvas ), y O, | el Teorema de Green nos

asegura gue las integrales de trayectoria entre dichos
puntos. yenido por la curva €; o por lacurva —C; son
iguales (el signo significa recarreria en sentido contrario al
ariginal].

Cuando la integral de linea de un campa s independients
de la rayectoria, se dice que el campo €5 conservativo.

En |a grafica elige un campo a evaluar presionandd fas
flechas {azul o roja).

Observa st la integral de linea de un punto verde al otio es
indepencdiente de la rayectora .

4»r Fix,oyde (y=tyd + (x-a)f

[ Fdr =-131

.

Recuerda hacer clic en la esquina superior derecha, para interactuar
con las escenas en una ventana ampliada.

Aplicaciones: Mecanica de fluidos

Un soncepto importante en la mecanica de fiuidos
e< gl de circulacion del campo de velocidades de
urn fuido o, v.7). Esta puede ayudar, por ejamplo,
a calcular Ia sustentacion del ala de un avién, Si es
independiente del iempo, la circulacion 4 de wivv)
alo largo de una curva 8C se calcula segun

=, vdl,

condl el diferencial a la large de &C, y usando el
TG, se puede resolver la ecuacion antefior.

En el cuadro de la derecha, podras calcular la
circulacion de distintos pos a bo largo de
distintas trayectorias. ¢ Cuales no tienen
circulacion, es deci. son inotacionales?

4P Fix,y)= x+ypwd + (a—yivi

=270

'_j
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B Ejercicio Encontrando una funcion de flujo

Verifica que el campo de vector de rotacion F(z,y) = (y, —x)
no tenga fuente y encuentra una funcién de flujo para F

(%) Solucién

Los campos vectoriales que son tanto conservativos como libres de
fuentes son campos vectoriales importantes. Una caracteristica
importante de los campos vectoriales conservativos y libres de la
fuente en un dominio simplemente conectado es que cualquier
funcién potencial f de dicho campo satisface la ecuacién de Laplace
fzz + fyy = 0. La ecuacién de Laplace es fundamental en el campo
de las ecuaciones diferenciales parciales porque modela tales
fendbmenos como potenciales gravitacionales y magnéticos en el
espacio, y el potencial de velocidad de un fluido ideal. Una funcién
que satisface la ecuacion de Laplace se llama funciéon arménica. Por
lo tanto, cualquier funcién potencial de un campo vectorial
conservativoy libre de la fuente es armodnica.

Para ver que cualquier funcién potencial de un campo vectorial
conservativo y libre de fuente en un dominio simplemente conectado
es armonica, sea f una funcién potencial del campo vectorial F =

(P,Q). Entonces, f, = Py f, = Q porque V f = F. Por lo tanto,

fzz = Pr Y fyy = Qy. Como F no tiene fuente, fop + fyy = P +
Q, = 0,y tenemos que f es armoénica.
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B Ejercicio Satisfaciendo la ecuacion de Laplace

Para el campo vectorial F(z,y) = (e*sen y, e*cos y), verifica
que el campo sea tanto conservativo como libre de fuentes,
encuentra una funcién potencial para F' y verifica que la funcién
potencial sea armdnica.

(%) Solucién
6.5.4 Teorema de Green sobre regiones generales
El teorema de Green, como se dijo, se aplica solo a las regiones que
estan simplemente conectadas, es decir, el teorema de Green, como
se dijo hasta ahora, no puede manejar regiones con agujeros. Aqui,

ampliamos el teorema de Green para que funcione en regiones con
un numero finito de agujeros (Figura 6.43).

000

Figura 6.43. El teorema de Green, como se establece, no se aplica a una
region no simplemente conectada con tres agujeros como este.

Antes de discutir las extensiones del teorema de Green, necesitamos
repasar alguna terminologia con respecto al limite de una regién. Sea
D unaregiény sea C un componente del limite de D.
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Decimos que C esta orientada positivamente si, mientras caminamos
a lo largo de C en la direccién de orientacion, la region D esta

siempre a nuestra izquierda. Por lo tanto, la orientacién en sentido
antihorario del limite de un disco es una orientacion positiva, por
ejemplo. La curva C estd orientada negativamente si, mientras

caminamos por C en la direccidn de orientacion, la region D siempre

estd a nuestra derecha. La orientacién en el sentido de las agujas del
reloj del limite de un disco es una orientacién negativa, por ejemplo.

Sea D una regién con un nimero finito de huecos (de modo que D
tenga un namero finito de curvas de limite) y denota el limite de D
con OD (Figura 6.44). Para extender el teorema de Green para que
pueda manejar D, dividimos la region D en dos regiones, D7 y Dy
(con limites respectivos 8D; y 8D), de tal manera que D = D, U
D5 y ni Dq ni Dy tienen agujeros.

D T

(a) (b)
Figura 6.44. (a) La region D con un limite orientado tiene tres agujeros. (b)

La region D dividida en dos regiones simplemente conectadas no tiene
agujeros.
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Supodn que el limite de D esta orientado como en la figura, con los

orificios internos con orientacién negativa y el limite externo con
orientacién positiva. El limite de cada regién simplemente conectada
D1 y Dy esta orientado positivamente. Si F' es un campo vectorial

definido en D, entonces el teorema de Green dice que

fi?DF-er%aDlF-dr—ngDzF-dr
-/ (@~ R4+ i [ (@~ Py

~ /[ @ - Py

Por lo tanto, el teorema de Green todavia funciona en una regién con
huecos.

Para ver como funciona esto en la practica, considera el anillo D en la
figura 6.45 y supén que F = (P, @) es un campo vectorial definido
en este anillo. La region D tiene un agujero, por lo que no esta

simplemente conectada. Orienta el circulo exterior del anillo en
sentido contrario a las agujas del reloj y el circulo interior en el
sentido de las agujas del reloj (Figura 6.45) de modo que, cuando
dividimos la regiéon en D; y Dy, podamos mantener la region a

nuestra izquierda mientras caminamos por un camino que atraviesa
el limite. Sea D; la mitad superior del anillo y D5 la mitad inferior.

Ninguna de estas regiones tiene agujeros, por lo que hemos dividido
D en dos regiones simplemente conectadas.

Etiquetamos cada parte de estos nuevos limites como P; para alguna
i, como en la figura 6.45. Si comenzamos en P y viajamos a lo largo
del limite orientado, el primer segmento es Py, luego P, P3 y Py.
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Ahora hemos atravesado D; y regresado a P. Luego, comenzamos en
P nuevamente y atravesamos D,. Dado que la primera parte del
limite es la misma que P, en D, pero orientada en la direccién
opuesta, la primera parte de Dy es — Py. A continuacién, tenemos P,
luego — P, y finalmente F.

Py

Figura 6.45. Romper el anillo en dos regiones separadas nos da dos
regiones simplemente conectadas. Las integrales de linea sobre los limites
comunes se cancelan.

La figura 6.45 muestra un camino que atraviesa el limite de D.
Observa que este camino atraviesa el limite de la regién D1, regresa
al punto de partida y luego atraviesa el limite de la regiéon D-.

Ademas, mientras caminamos por el sendero, la regién siempre esta a
nuestra izquierda. Observa que este recorrido de las trayectorias P;

cubre todo el limite de la regiéon D. Si solo hubiéramos atravesado
una porcion del limite de D, entonces no podemos aplicar el teorema
de Green a D. El limite de la mitad superior del anillo, por lo tanto, es
P, U P, U P; U Pyyellimite de la mitad inferior del anilloes — P, U
P; U —P, U Pg. Entonces, el teorema de Green implica
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—

F-dr+/ F-dr
P

/ F-dr:/ F-dr+
3D P1 2
+ F-dr+/ F-dr—I—/ F-dr
Py P P
F-dr+/ F-dr+/ F-dr

P p) Py Py

—/ F-dr+/ F-dr—/ F-dr—i—/ F-dr
P4 P5 P2 PG

/F-dr+ F-dr+/ F-dr+/ F-dr
Py 3 P P

/ F-dr+/ F-dr
aD; aD,

= // (Qz + Py)dA + iintyp,(Q, + P,)dA
0Dy

= //M(Qz + P)dA

Por lo tanto, llegamos a la ecuacién que se encuentra en el teorema
de Green, a saber

ﬁDF-dr://D(Qx—Py)dA

La misma légica implica que la forma de flujo del teorema de Green
también se puede extender a una region con un ndmero finito de

agujeros:
% F-Nds:// (Qs: + P,)dA
c D
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B Bercido Usando.el teorema de Green en unaregion
con agujeros

Calculalaintegral

3 3
f <senm—y—>dm+ (y—+seny>dy
oD 3 3

donde D es el anillo dado por las desigualdades polares 1 <
r<20<6<2r

(%) Solucién

B Bercidio Usando la forma extendida del teorema de
Green

_ _ g _ X
SeaF—<P,Q>_<z2+y2, m2+y2>
cerrada simple en un plano orientado en sentido antihorario.
¢Cudles son los valores posibles de fC F - dr?

y sea C cualquier curva

(%) Solucién

960



Proyecto estudiantil

Medir el area desde un limite: el planimetro

Figura 6.47. Esta imagen de resonancia magnética del cerebro de un
paciente muestra un tumor, que esta resaltado en rojo (crédito:
modificacion del trabajo de Christaras A, Wikimedia Commons).

Imagina que eres un médico que acaba de recibir una imagen de
resonancia magnética del cerebro de tu paciente. El cerebro tiene
un tumor (Figura 6.47). ;Qué tan grande es el tumor? Para ser
precisos, ;cual es el drea de la regién roja? La seccién transversal
roja del tumor tiene una forma irregular vy, por lo tanto, es poco
probable que puedas encontrar un conjunto de ecuaciones o
desigualdades para la regién y luego poder calcular su area por
medios convencionales.
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Puedes aproximar el area cortando la regién en pequeiios
cuadrados (un enfoque de suma de Riemann), pero este método
siempre da una respuesta con algun error. En lugar de intentar
medir el area de la regiéon directamente, podemos usar un
dispositivo llamado planimetro rodante para calcular el area de la
region exactamente, simplemente midiendo su limite. En este
proyecto, investigaras como funciona un planimetro y usaras el
teorema de Green para demostrar que el dispositivo calcula el area
correctamente.

Un planimetro rodante es un dispositivo que mide el area de una
region plana trazando el limite de esa region (Figura 6.48). Para
medir el area de una regién, simplemente ejecutamos el trazador
del planimetro alrededor del limite de la regién. El planimetro mide
el nimero de vueltas a través de las cuales gira la rueda a medida
que trazamos el limite; el drea de la forma es proporcional a este
nimero de vueltas de rueda. Podemos derivar la ecuacién de
proporcionalidad precisa usando el teorema de Green. A medida
que el trazador se mueve alrededor del limite de la regién, el brazo
del trazador gira y el rodillo se mueve hacia adelante y hacia atras
(pero no gira).

Pivate

Figura 6.48. a) Un planimetro rodante. El pivote permite que el brazo
trazador gire. El rodillo en si no gira; solo se mueve hacia adelante y
hacia atras. (b) Una vista interior de un planimetro rodante. Observa
que la rueda no puede girar si el planimetro se mueve hacia adelante
y hacia atras con el brazo trazador perpendicular al rodillo.

962


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/imagenes/cap6/648.png

Observa en el siguiente video una animacion de Daniel Farah, el
cual hace parte de la Unidad Interactiva "El Teorema de Green", del
Proyecto Un_100:

“EC Movimiento

> 0:00/1:16

Sea C el limite de la region D, el area a calcular. A medida que el
trazador atraviesa la curva C, supon que el rodillo se mueve a lo
largo del eje y (dado que el rodillo no gira, se puede asumir que se
mueve a lo largo de una linea recta). Utiliza las coordenadas (z, y)
para representar puntos en el limite C' y las coordenadas (0,Y)

para representar la posicion del pivote. A medida que el planimetro
traza C, el pivote se mueve a lo largo del eje y mientras el brazo
trazador gira sobre el pivote.

Comienza el andlisis considerando el movimiento del trazador a
medida que se mueve desde el punto (z, y) en sentido antihorario al

punto (z + dz,y + dy) que esta cercade (z, y) (Eigura 6.49).
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El pivote también se mueve, desde el punto (0, Y") al punto cercano
(0,Y + dy). ;Cuanto gira la rueda como resultado de este

movimiento? Para responder a esta pregunta, divide el movimiento
en dos partes. Primero, haz rodar el pivote a lo largo del eje y desde

(0,Y) hasta (0,Y +dY') sin girar el brazo trazador. El brazo
trazador luego termina en el punto (z,y + dY') mientras mantiene
un angulo constante ¢ con el eje x. En segundo lugar, gira el brazo
trazador en un angulo d@ sin mover el rodillo. Ahora el trazador esta
en el punto (z + dz,y + dy). Sea [l la distancia desde el pivote
hasta la rueda y sea L la distancia desde el pivote hasta el trazador
(la longitud del brazo del trazador).

yi

(x + dx, y + dy)
xy +dy)

/" il Rueda
Y+ dw%h

ve.
Pivote

Figura 6.49. Analisis matematico del movimiento del planimetro.
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Explica por qué la distancia total a través de la cual la rueda
gira el pequefo movimiento que se acaba de describir es
sen ¢pdY + 1df = 7dY + 1d6.

Demuestra que §, df = 0.

Usa el paso 2 para mostrar que la distancia total de rodadura
de la rueda cuando el trazador atraviesa la curva C es

Rodadura total de larueda = % 390 zdY .

Ahora que tienes una ecuacién para la distancia total de
rodadura de la rueda, conecta esta ecuacién al teorema de
Green para calcular el drea D encerrada por C.

Demuestraque z? + (y — Y?) = L2

Supdn que la orientacion del planimetro es como se muestra
en la figura 6.49. Explica por qué Y <y, y usa esta
desigualdad para demostrar que hay un valor Unico de Y
paracadapunto (z,y) : Y =y = v/ L2 — 22

Usa el paso 5 para demostrar que dY’ = dy + " dz.

Usa el teorema de Green para demostrar que
o iemde = 0.

Usa el paso 7 para demostrar que el giro total de la rueda es
Giro total de latueda = 7 §, zdy

Tomd un poco de trabajo, pero esta ecuacion dice que la
variable de integracion Y en el paso 3 se puede reemplazar

cony.

Usa el teorema de Green para demostrar que el areade D es
fo xdy. La loégica es similar a la légica utilizada para
demostrar que el areade D = % fo —ydz + zdy.
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10. Concluye que el drea de D es igual a la longitud del brazo
trazador multiplicada por la distancia total de rodadura de la
rueda. Ahora sabes como funciona un planimetro y has
utilizado el teorema de Green para justificar que funciona.
Para calcular el area de una regiéon plana D, usa un
planimetro para trazar el limite de la regién. El area de la
region es la longitud del brazo trazador multiplicada por la
distancia que rodé la rueda.

g Ejercicios

== Para los siguientes ejercicios, evalta las integrales de linea
aplicando el teorema de Green.

146. [, 2zydz + (z + y)dy, donde C es la trayectoria desde (0, 0)
hasta (1,1) a lo largo de la grafica de y = 2% y desde (1,1) hasta

(0,0) a lo largo de la gréfica de y = orientada en sentido
antihorario.

147. fo 2zydz + (z + y)dy, donde C es el limite de la regién que
se encuentra entre las graficas de y = 0 y y = 4 — z? orientado en
sentido antihorario ( ).

148. [, 2arctan(¥)dz + In(z? + y*)dy, donde C se define por
x =4+ 2cos 0,y = 4sen 6 orientado en sentido antihorario.

149. [, sen zcos ydx + (zy + cos xsen y)dy, donde C es el
limite de la region que se encuentra entre las graficasdey = xyy =

v/ orientadas en sentido antihorario ( ).
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150. [, zydx + (x + y)dy, donde C es el limite de la region que se
encuentra entre las graficas de z2 + y*> = 1y 2 4 y? = 9 orientada
en sentido antihorario.

151, §,(—ydz + xdy), donde C consiste en el segmento de recta
C; desde (—1, 0) hasta (1, 0), seguido del arco semicircular C5 desde
(1,0) deregresoa(1,0) ( )

== Para los siguientes ejercicios, usa el teorema de Green.

152. SeaC lacurva que consta de segmentos de linea desde (0,0) a
(1,1)a(0,1) y de regreso a (0, 0). Encuentra el valor de [, zydz +
VY2 + 1dy.

153. Evalta la integral de linea fc re Xdx + (a:4 —|—2zc2y2dy),
donde C es el limite de la regién entre los circulos z2 + 42> =1y
z? + y? = 4,y es una curva de orientacién positiva ( )

154. Encuentra la circulacién en sentido antihorario del campo
F(z,y) = zyi + y*j alrededor y sobre el limite de la regién
encerrada por las curvas y = 22 e y = z en el primer cuadrante y
orientado en sentido antihorario

—02.9. 02 04.06 08 .10
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155. Evalia §, y*dz — z*y*dy, donde C es el circulo de radio 2 de
orientacion positiva centrado en el origen ( ).

156. Evalta §, y*de — a*dy, donde C incluye los dos circulos de
radio 2 y radio 1 centrados en el origen, ambos con orientacion
positiva.

41
Yy
. Yy
LR
Ly
L
Ml
t ot
- oy
kf X
i*3 4
[
rf}
N
FFy
=l

157. Calcula fc —z’ydz + zy?dy, donde C es un circulo de radio 2
centrado en el origen y orientado en sentido antihorario ( ).

158. Calcula la integral ¢, 2[y + zsen(y)|dz + [z*cos(y) —
3y*]dy a lo largo del tridngulo C con vértices (0,0), (1,0) y (1,1),
orientados en sentido antihorario, utilizando el teorema de Green.

159. Evalua la integral j;c (a:2 +y2)da: + 2zydy, donde C es la

curva que sigue a la parabola y = z? desde (0,0) (2,4), luego la

recta de (2,4) a (2,0), y finalmente la recta de (2,0) a (0,0)
).
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160. EvalGa la integral de linea §,(y — sen(y)cos(y))dx +
2zsen®(y)dy, donde C se orienta en una trayectoria en sentido
antihorario alrededor de la regién limitada por x = -1,z = 2,y =
4—2’yy=2—2.
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== Para los siguientes ejercicios, usa el teorema de Green para
encontrar el drea.

161. Halla el drea entre la elipse %2 + yfj =1y el circulo 22 +
y? = 25( ).

162. Encuentra el area de la region encerrada por la ecuacién
paramétrica p(0) = cos(0) — cos*(0)i + sen(6) — cos(0)sen(6)j

para0 < 0 < 2.

—2b-15-10-05 9]\ 0.5¥

1.5+

163. Halla el drea de la region limitada por el hipocicloide r(t) =
cos®(t)i + sen3(t)j. La curva estd parametrizada por t € [0, 27]

( ).

164. Halla el area de un pentigono con vértices
(0> 4)’ (4’ 1)’ (3’ 0)’ (_1a _1) Y (_2a 2)-

165. Usa el teorema de Green para evaluar [, (y* + «*)dz +
zdy, donde C+ es el perimetro del cuadrado [0,1] x [0,1]
orientado en sentido antihorario ( ).
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166. Usa el teorema de Green para demostrar que el drea de un
2

discoconradioaes A = wa“.
167. Usa el teorema de Green para encontrar el area de un bucle de
una rosa de cuatro hojas r = 3sen 20 (sugerencia: xdy — ydxz =
r’df) ( ).

168. Usa el teorema de Green para encontrar el drea debajo de un
arco de la cicloide dada por el plano paramétricox =t — sen t,y =
1—-cost,t <O.

169. Usa el teorema de Green para encontrar el area de la regién
encerrada por la curva ( ).

r(t) = t*i + (g — )}, —V3<tV3

170. [T] Evalta el teorema de Green usando un sistema de algebra
computarizada para evaluar la integral fc zxeVdx + e*dy,donde C es

el circulo dado por :1:2—i—y2 =4 y estd orientado en sentido

antihorario.
171. Evalia [, (¢°y — 2zy + y°)ds, donde C es el limite del
cuadrado unitario 0 < x < 1,0 <y <1, atravesado en sentido

antihorario ( ).
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172. Evalta fo %{M, donde C es cualquier curva

cerrada simple con un interior que no contiene el punto (1, —2)
atravesado en sentido antihorario.

173. Evalte fC m‘ifizgy,dondeCes cualquier curva cerrada simple,
a trozos, suave, que encierra el origen, atravesada en sentido
antihorario ( ).

== Para los siguientes ejercicios, usa el teorema de Green para
calcular el trabajo realizado por la fuerza F sobre una particula que
se mueve en sentido antihorario alrededor de la trayectoria cerrada

C.

174, F(z,y) =zyi+ (z+9)j,C: 2> +y* =4

175. F(z,y) = (z¥* = 3y)i+ (6z + 5y)j, C: limite de un
triangulo con vértices (0, 0), (5,0) y (0,5) ( ).

176. Evalta [, (22° — y*)dz + (2* + y*)dy, donde C es un
circulo unitario orientado en sentido antihorario.

177. Una particula comienza en el punto (—2,0), se mueve a lo
largo del eje x hasta (2, 0) y luego viaja a lo largo del semicirculoy =
v/4 — x2 hasta el punto de partida. Utiliza el teorema de Green para
encontrar el trabajo realizado en esta particula por el campo de
fuerzaF(z,y) = =i + (¢° + 3zy?)j ( ).

178. David y Sandra estan patinando en un estanque sin friccion
con el viento. David patina por dentro, recorriendo un circulo de
radio 2 en sentido antihorario. Sandra patina una vez alrededor de un
circulo de radio 3, también en sentido antihorario. Supén que la
fuerza del viento en el punto (z,y) es F(z,y) = (¢%y + 10y)i+
(a:3 + 2wy2)j. Utiliza el teorema de Green para determinar quién
hace mas trabajo.
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Usa el teorema de Green para encontrar el trabajo realizado
por el campo de fuerza F(z,y) = (3y — 42)i + (4z — y)j cuando
un objeto se mueve una vez en sentido antihorario alrededor de la
elipse 4z + y? = 4( ).

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
$ €*sen 2ydx 4 e**cos 2ydy, donde C es la elipse 9(z — 1) +
4(y — 3)? = 36 orientada en sentido antihorario.

Evala la integral de linea §, y*dz + z2dy, donde C es el
limite de un tridngulo con vértices (0,0),(1,1) y (1,0), con la
orientacion en sentido antihorario ( ).

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
Joh-dr si h(z,y) = e¥i—sen wxj, donde C es un triangulo con
vértices (1,0), (0,1) y (—1, 0) desplazado en sentido antihorario.

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
Jo v1+ 23dz + 2zydy donde C es un tridngulo con vértices
(0,0),(1,0) y (1, 3) orientado en el sentido de las agujas del reloj

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
[ @*ydz — zy>dy donde C es un circulo z2*y? = 4 orientado en
sentido antihorario.

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea

Jo By —e*"*)dw + (Tz + \/y* + 1)dy donde C es el circulo
z? + y? = 9 orientado en sentido antihorario ( ).

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
[ (3z — 5y)dx + (z—6y)dy, donde C es elipse %2 +9y? =1yestd
orientada en sentido antihorario.
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0-15-1.0-05 0

187. Sea C una curva triangular cerrada de (0,0) a (1,0) a (1,1)y
finalmente de vuelta a (0,0). Sea F(z,y) = 4yi + 62%j. Usa el
teorema de Green para evaluar fo F-ds( ).

188. Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
fc ydx — xzdy, donde C es el circulo 2 + 3* = a? orientado en el
sentido de las agujas del relo;j.

189. Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
fc (y + z)dz + (z + siny)dy, donde C es cualquier curva cerrada
simple y suave que une el origen consigo mismo orientada en sentido
antihorario ( ).

190. Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
$o (y — In(2® + y*))dz + (2arctan¥)dy, donde C es el circulo de
orientacién positiva (z — 2)? + (y — 3)* = 1.

191. Usa el teorema de Green para evaluar 560 zydz + z3y°dy,
donde C' es un triangulo con vértices (0,0),(1,0) y (1,2) con
orientacién positiva ( ).

192. Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
fc sen ydx + xcos ydy, donde C es la elipse z? +zy+1y> =1
orientada en sentido antihorario.
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Sea F(z,y) = (cos(z®))—3¢°i + 32%. Encuentra la
circulaciéon en sentido antihorario fo F . dr, donde C es una curva
que consta del segmento de recta que une (—2,0) y (—1,0), el
semicirculo y = v/1 — 22, el segmento de recta que une (1,0) y
(2,0),y el semicirculoy = v/4 — 22 ( ).

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
[ sen x3dx + 2ye® dy, donde C' es una curva triangular cerrada
que conecta los puntos (0, 0), (2,2) y (0, 2) en sentido antihorario.

Sea C el limite del cuadrado 0 <z <7, 0<y<m,
atravesado en sentido antihorario. Usa el teorema de Green para
encontrar [, sen(x + y)dz + cos(x + y)dy ( ).

Usa el teorema de Green para evaluar la integral de linea
Jo F - dr, donde F(z,y) = (y* —2?)i+ (z> +3?)j, y C es un
tridngulo acotado por y = 0,2 = 3 y y = z, orientado en sentido
antihorario.

Usa el teorema de Green para evaluar la integral f() F . dr,
donde F(z,y) = zy%i + zj, y C es un circulo unitario orientado en
sentido antihorario ( ).

Usa el teorema de Green en un plano para evaluar la integral
de linea §,, (zy + y*)dx + z2dy, donde C' es una curva cerrada de

una regién delimitada por y = e y = z? orientada en sentido
antihorario.

Calcula el flujo hacia afuera de F = —zi+ 2yj sobre un
cuadrado con esquinas (£1,+1), donde la normal unitaria apunta
hacia afuera y estad orientada en la direccion contraria a las
manecillas del reloj ( ).

[T] Sea C el circulo 2 +y? =4 orientado en sentido
antihorario. Evalte ¢, [(3y — et‘mflx)dm + (7o + /y* + 1dy]
usando un sistema de algebra informatica.
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Encuentra el flujo del campo F = —zi + yj a través de z? +
y? = 16 orientado en la direccién contraria a las manecillas del reloj

( ).

Sea F = (y? —2%)i+ (22 +y%)j, y sea C un tridngulo
delimitado por y=0,z =3 e y=a orientado en sentido
antihorario. Encuentra el flujo hacia afuerade F a través de C.

[T] Sea C el circulo unitario z2 + y2 = 1 atravesado una vez
en sentido  antihorario.  Evalla fc [—y3 + sen(zy) +
zycos(zy)|dz + [¢° + z?cos(zy)]dy usando un sistema de 4lgebra
computarizada ( ).

[T] Encuentra el flujo hacia afuera del campo vectorial F =
zy?i + z%yj a través del limite del anillo R = {(z,y) : 1 < 2® +
y? <4} ={(r,0):1<r <2,0<80 <2} usando un sistema de
algebra por computadora.

Considera la regién R limitada por parabolasy = 22y z = 32
Sea C el limite de R orientado en sentido antihorario. Utiliza el
teorema de Green para evaluar ffo (y + eﬁ)d:ﬂ + (2:c +

cos (yZ))dy( ).
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3.6 Divergenciay rotacional

En este apartado, examinaremos dos operaciones importantes en un
campo vectorial: divergencia y rotacional. Son importantes para el
campo del calculo por varias razones, incluido el uso del rotacional y
la divergencia para desarrollar algunas versiones de dimensiones
superiores del Teorema Fundamental del Calculo. Ademas, el
rotacional y la divergencia aparecen en las descripciones
matematicas de la mecdanica de fluidos, el electromagnetismo vy la
teoria de la elasticidad, que son conceptos importantes en fisica e
ingenieria. También podemos aplicar rotacional y divergencia a otros
conceptos que ya exploramos. Por ejemplo, bajo ciertas condiciones,
un campo vectorial es conservativo siy solo si su rotacional es cero.

Ademas de definir el rotacional y la divergencia, observaremos
algunas interpretaciones fisicas de ellos y demostraremos su relacion
con los campos vectoriales conservativos y libres de fuentes.

6.6.1 Divergencia

La divergencia es una operacién en un campo vectorial que nos dice
cémo se comporta el campo hacia o desde un punto. Localmente, la
divergencia de un campo vectorial F en R? o R? en un punto
particular P es una medida de la "salida" del campo vectorial en P.Si
F representa la velocidad de un fluido, entonces la divergencia de F
en P mide la tasa neta de cambio con respecto al tiempo de la
cantidad de fluido que fluye desde P (la tendencia del fluido a fluir
"fuera" de P). En particular, si la cantidad de fluido que fluye hacia P
es la misma que la cantidad que sale, entonces la divergenciaen P es
cero.
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Observa la siguiente escena interactiva, la cual hace parte de la
Unidad Interactiva "Campos Vectoriales", del Proyecto Prometeo, en
la que se usa una caja en diferentes situaciones (tuberias, campo
gravitacional, carga eléctrica, etc.), permitiendo analizar si entra mas
flujo que el que sale o viceversa:

La divergencia

Procura visitar

Agua girando v :
| todos los ejemplos.

Ejemple igual al presentado en la seccion
del rotacional.

a) Muestra las componentes verticales y
compara lo que fluye por abajo contra lo
que fluye por arriba.

b) Haz un anélisis similar para las
componentes horizontales.

~Ineta del
campo a la caja

DEFINICION

SiF = (P,Q, R) es un campo vectorial en R®y P,,Q, v R,
existen, entonces la divergencia de F se define por

W F - _9P  0Q  OR
divF =P, +Q,+R, = e + ay+ax (6.16)
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La divergencia de un campo vectorial no es un campo vectorial, sino
una funcidén escalar. En términos del operador gradiente V =
<%, 8%, %>, la divergencia puede escribirse simbdélicamente como el
producto punto:

divF=V.F

Ten en cuenta que esto es simplemente una notacion util, porque el
producto escalar de un vector de operadores y un vector de
funciones no estd definido de manera significativa dada nuestra
definicion actual de producto escalar.

Si F = (P,Q) es un campo vectorial en R?, y tanto P, como @,
existen, entonces la divergencia de F se define de manera similar
como

Para ilustrar este punto, considera los dos campos vectoriales de la
figura 6.50. En cualquier punto en particular, la cantidad que fluye
hacia adentro es la misma que la cantidad que fluye hacia afuera, por
lo que en cada punto la "salida" del campo es cero.

Por lo tanto, esperamos que la divergencia de ambos campos sea
cero, y este es el caso, ya que

div((1,2)) = 2-(1) + a%(z) ~0
y
dinl(~3,2)) = 5 (-9) + 5(2) =0
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Figura 6.50. (a) EI campo vectorial (1,2) tiene divergencia cero. (b) El
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campo vectorial (—y, z) también tiene divergencia cero.



Retornando a las escenas interactivas de la Unidad Interactiva
"Campos Vectoriales", disefiadas por Alejandro Radillo Diaz,
presentamos el siguiente modelo en el que puedes ingresar los
campos vectoriales y verificar si es divergente o no. Para ello,
desplaza la caja (azul) y verifica para cualquier punto. Por ejemplo,
usa los campos vectoriales de la figura 6.50 para verificar la
divergencia en cualquier punto.

La divergencia

Introduce U campo.

E.= [x*y/10

f:'l = [%/10

rerprEEELEL

\
§.

Da un tamafio a tu caja y muévela a donde

quieras medir la divergencia. M EEES

Desmenuza los vectores con 'Analizar'. : : & : : : :Q:Q

Introduce la divergencia y verifica tu resultado. N : : : :::&QQQ

Lado= % 0.80 unidades SIS :::i‘&

Divergencia = 0.00000 @ﬂ:‘*:: ;:@
: B - i

Para cada caso, te sugerimos usar una escala menor; por ejemplo,
usar los campos vectoriales (0.1,0.2) y (—y/5,2/5), que para el
andlisis de divergencia surte el mismo efecto que los ejemplos
originales de la figura 6.50.

Por el contrario, considera el campo vectorial radial R(z,y) =
(—x, —y) enlafigura 6.51. En cualquier punto dado, entra mas fluido
del que saley, por lo tanto, la "extroversion" del campo es negativa.
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Esperamos que la divergencia de este campo sea negativa, y este es el
caso,yaque div(R) = a%(—oc) + aiy(—y) = -2

yi
SANSANANNANNV b b pr 0222
WRNNNUEN XN VH R SRR & TS
MEAANNNRANNNANNYF R P PR R RS
SEEATRCRTER N W NN U B R e A
B NS e e e . U U U VW Y T I B o L
T . N
e N L U T o e aad B
S e e Sl S e S S B, N N, WS S R S AR A 4t At A A e
g e v e ogr o w10 # DN W W] Te e w3 v e e e o0 e X
B i e N A A T T T T T
B L e s o AN A S N TER SRR T B A e e
il il o A G S N B LT T T R R R A TR e
B e R A A A A N R T T R T T N R R
DT grr s g S A A A N B e C T O T T T R R R
g st de dr g i O g S 15 o T T T o, R TR R S S
P i P .*ffff%t't\\\*. b %N NN

Figura 6.51. Este campo vectorial tiene divergencia negativa

Para tener una idea global de lo que nos dice la divergencia, supén
gue un campo vectorial en R2 representa la velocidad de un fluido.
Imaginate tomando un circulo elastico (un circulo con una forma que
puede ser cambiada por el campo vectorial) y soltandolo en un fluido.
Si el circulo mantiene su area exacta a medida que fluye a través del
fluido, entonces la divergencia es cero. Esto ocurriria para ambos
campos vectoriales en la figura 6.50.

Por otro lado, si la forma del circulo se distorsiona de modo que su
area se contrae o se expande, entonces la divergencia no es cero.
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Imagina dejar caer tal circulo elastico en el campo vectorial radial de
la figura 6.51 de modo que el centro del circulo aterrice en el punto
(3, 3). El circulo fluiria hacia el origen, y mientras lo hacia, el frente
del circulo viajaria mas lentamente que la parte posterior, causando
que el circulo se "arrugara" y perdiera area. Asi es como se puede ver
una divergencia negativa (verificalo en la escena interactiva).

B Ejercicio Calculando la divergencia en un punto

Si F(z,y,2) = e%i + yzj — y2’k, entonces encuentra la
divergenciade F en (0,2, —1).

(% Solucién

Una aplicacion de la divergencia ocurre en fisica, cuando se trabaja
con campos magnéticos. Un campo magnético es un campo vectorial
que modela la influencia de corrientes eléctricas y materiales
magnéticos. Los fisicos utilizan la divergencia en la ley de Gauss para
el magnetismo, que establece que si B es un campo magnético,
entonces V - B = 0; en otras palabras, la divergencia de un campo
magnético es cero.

B Ejercicio Determinando si un campo es magnético

¢:Es posible que F(z,y) = (x?y,y — zy?) sea un campo
magnético?

(% Solucién
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Otra aplicacién para la divergencia es detectar si un campo est4 libre
de fuentes. Recuerda que un campo libre de la fuente es un campo
vectorial que tiene una funcién de flujo; de manera equivalente, un
campo libre de la fuente es un campo con un flujo que es cero a lo
largo de cualquier curva cerrada. Los siguientes dos teoremas dicen
gue, bajo ciertas condiciones, los campos vectoriales sin fuente son
precisamente los campos vectoriales con divergencia cero.

TEOREMA 6.14
Divergencia de un campo vectorial sin fuente

Si F = (P,Q) es un campo vectorial continuo sin fuente con
funciones componentes diferenciables, entonces div F = 0.

Prueba

Como F no tiene fuente, hay una funcién g(z,y) con g, =Py
—gy = Q. Por lo tanto, F = (gy, —g,) Y divF =gy, — gzy =0
segln el teorema de Clairaut.

Lo contrario de "Divergencia de un campo vectorial libre de fuente"
es cierto en regiones simplemente conectadas, pero la prueba es
demasiado técnica para incluirla aqui. Por lo tanto, tenemos el
siguiente teorema, que puede probar si un campo vectorial en R?

estd libre de fuentes.
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TEOREMA 6.15
Prueba de divergencia para campos vectoriales sin fuente

Sea F = (P,Q) un campo vectorial continuo con funciones
componentes diferenciables con un dominio que estd
simplemente conectado. Entonces, divF = 0 si y solo si F es

libre de fuente.

B Eiercici Determinando si un campo est3 libre de
jercicio
fuentes

¢Elcampo F(z,y) = (z%y,5 — zy?) fuente es libre?

(% Solucién

Recuerda que la forma de flujo del teorema de Green dice que

ch-Nds://D(Pw—i—Qy)dA

donde C es una curva cerrada simple y D es la regidn encerrada por
C. Dado que P, + Q, = div F, el teorema de Green a veces se

escribe como
?(F-Nds:/ div FdA
c D
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Por tanto, el teorema de Green se puede escribir en términos de
divergencia. Si pensamos en la divergencia como una especie de
derivada, entonces el teorema de Green dice que la "derivada" de F
en una region se puede traducir en una integral de linea de F a lo
largo del limite de la regidn. Esto es analogo al Teorema Fundamental
del Célculo, en el que la derivada de una funcién f en un segmento de

linea [a, b] puede traducirse en un enunciado sobre f en el limite de
[a, b]. Usando la divergencia, podemos ver que el teorema de Green

es un analogo dimensional superior del Teorema Fundamental del
Célculo.

Podemos utilizar todo lo que hemos aprendido en la aplicacion de la
divergencia. Sea v un campo vectorial que modela la velocidad de un
fluido. Dado que la divergencia de v en el punto P mide la "salida" del
fluido en P, div v(P) > 0 implica que sale mas fluido de P que lo
que entra. De manera similar, div v(P) < 0 implica que mas fluido
fluye hacia P que el que fluye hacia afuera, y div v(P) = 0 implica
gue fluye la misma cantidad de fluido que fluye hacia afuera.

B Ejercicio Determinando del flujo de un fluido

Supén que v(z,y) = (—zy,y),y > 0 modela el flujo de un
fluido. ¢Entra mas liquido en el punto (1, 4) que sale?

(%) Solucién

Antes de continuar con el siguiente apartado, interactia con la
siguiente escena, disenada por Antonio Di Muro, en la cual puedes
modificar los campos vectoriales.
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Los campos iniciales corresponde al ejercicio anterior, observa que al
desplazar el punto P, la divergencia siempre serda —3 (haz clic en el

cuadro de la esquina inferior derecha, para ampliar la escena).

A
i e o A G, G TR R K
° V-
e . bt T, SRR X (xy) campos vectoriales
e o iy, S T Vy¥
ol AR Wi o= p z %3
s o T v o=(—(zy)) i+ (w) i
Al
e Kol N P =(1,4)
e T AR M e SR TSN divergencia
div ¥(P) = —3
ot e e e
fe s s o s o a tm e e rotacional
rot W{P}=1k
P i 3 e
R . = n=es siep =08
e N e e e - —- -
wedidm redtioein e sacaln | nimierd de prsilos
o
6.6.2 Rotacional

La segunda operacién en un campo vectorial que examinamos es el
rotacional, que mide la extensién de rotacién del campo alrededor de
un punto. Supén que F representa el campo de velocidad de un
fluido. Entonces, el rotacional de F en el punto P es un vector que
mide la tendencia de las particulas cercanas a P a rotar alrededor del
eje que apunta en la direccion de este vector. La magnitud del vector
rotacional en P mide la rapidez con la que giran las particulas
alrededor de este eje. En otras palabras, el rotacional en un punto es
una medida del "giro" del campo vectorial en ese punto. Visualmente,
imagina colocar una rueda de paletas en un fluido en P, con el eje de
la rueda de paletas alineado con el vector rotacional (Figura 6.54). El
rotacional mide la tendencia de la rueda de paletas a girar.
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Figura 6.54. Para visualizar el rotacional en un punto, imagina colocar una
pequeia rueda de paletas en el campo vectorial en un punto.

Considera los campos vectoriales de la figura 6.50. En la parte (a), el
campo vectorial es constante y no hay espin en ningln punto. Por lo
tanto, esperamos que la curvatura del campo sea cero, y este es el
caso. La parte (b) muestra un campo rotacional, por lo que el campo
tiene giro. En particular, si colocas una rueda de paletas en un campo
en cualquier punto de modo que el eje de la rueda sea perpendicular
a un plano, la rueda gira en sentido antihorario. Por lo tanto,
esperamos que el rotacional del campo sea distinto de cero, y este es
de hecho el caso (el rotacional es 2k).

Para ver qué rotacional mide globalmente, imagina que se dejas caer
una hoja en el liquido. A medida que la hoja se mueve junto con el
flujo de fluido, el rotacional mide la tendencia de la hoja a girar. Si el
rotacional es cero, entonces la hoja no gira mientras se mueve a
través del fluido.
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Nuevamente, una escena interactiva de Alejandro Radillo Diaz nos
describe el concepto de rotacional. Inicialmente, observaras un disco
flotante que gira segun las corrientes de agua justo debajo de él.
Posteriormente se indica que el rotacional se aplica a cualquier
campo, no necesariamente las corrientes de agua.

El rotacional

Introduccién "

¢Has observado como se vacia el agua cuando jalas
la palanca al WC?

El agua se vacia por el agujero, pero no sélo se
mueve hacia abajo.

Sitiras una hoja, veras claramente
fue ésta sigue una trayectoria

| giratoria, por lo que el agua ha de
estar girando también.

<>

DEFINICION

SiF = (P,Q, R) es un campo vectorial en R3,y P,,Q, vy R,
existen, entonces el rotacional de F se define por

rotF = (R, —Q.)i+ (P, — R,)j+ (Q. — Pk

_(9r 0@\ (9P oRY. (00 0P\ (611
_(By_8z>l+<8z_8m>‘]+<8m_8y>k
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La definicién de rotacional puede ser dificil de recordar. Para ayudar a
recordar, usamos la notacion V x F para representar un
"determinante" que da la formula de rotacional:

i j k
6 9 9
oz oy 0z
P @ R

El determinante de esta matriz es

(Ry - QZ)i - (Qw - Py)j + (Qac - Py)k
=(Ry—Q.)i+ (P.—R,)j+ (Q: — P)k=rot F
Por lo tanto, esta matriz es una forma de ayudar a recordar la férmula
del rotacional. Sin embargo, ten en cuenta que la palabra
determinante se usa de manera muy vaga. Un determinante no se

define realmente en una matriz con entradas que son tres vectores,
tres operadores y tres funciones.

SiF = (P, Q} es un campo vectorial en R2, entonces la curva de F,
por definicion, es

0 oP
rot F = (Qw — Py)k = (8_2:2 — (?_y)k

B Ejercicio Encont.ranc!o'el rot§C|onaI de un campo
vectorial tridimensional

Encuentra el rotacional de F (P, Q, R) = (z%2,€Y + zz, zyz)

(% solucién
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Compartimos una escena de GeoGebra, disefiada por Juan Carlos
Ponce Campuzano, en la cual puedes incluir los campos vectoriales y
calcular tanto la divergencia como el rotacional. Observa que los
campos iniciales son los mismos del ejercicio anterior.

A
2
Fy= ez bt
A=(1.0,0)
Fyexz F= <F;, B, P';,)
®=1 y=0 z=0
Fymayz
V-F=uy+2xz
divF(1,0,0) = 0
FREF= <mz—m,—yz+1:2_.z>
rotF(1,0,0) = — 1.1,u>
B Hercidio Encontrando el rotacional de un campo
vectorial bidimensional

Encuentra el rotacionalde F = (P, Q) = (y, 0)

(% Solucién

Observa que si F = (P,Q) es un campo vectorial en un plano,
entonces rotF -k = (Q,—P,)k -k = Q,—P,. Por lo tanto, la
forma de circulacion del teorema de Green a veces se escribe como
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%F-dr:// rot F -kdA
C D

donde C es una curva cerrada simple y D es la region encerrada por
C. Por lo tanto, la forma de circulaciéon del teorema de Green se
puede escribir en términos del rotacional.

Si pensamos en el rotacional como una especie de derivada, entonces
el teorema de Green dice que la "derivada" de F en una regién puede
traducirse en una integral de linea de F a lo largo del limite de la
regioén. Esto es andlogo al Teorema Fundamental del Calculo, en el
que la derivada de una funcién f en el segmento de linea [a, b] puede
traducirse en un enunciado sobre f en el limite de [a, b]. Usando el
rotacional, podemos ver que la forma de circulacion del teorema de
Green es un andlogo de dimensién superior del Teorema
Fundamental del Calculo.

Ahora podemos usar lo que hemos aprendido sobre el rotacional para
mostrar que los campos gravitacionales no tienen "giro". Supén que
hay un objeto en el origen con masa m; en el origen y un objeto con

masa ms. Recuerda que la fuerza gravitacional que el objeto 1 ejerce
sobre el objeto 2 viene dada por el campo
T Yy z

@ +92+22)"" @y +2)" (@2 2+ )

F(z,y,2) = me1m2< /z>

B Ejercicio Determinando el giro de un campo
gravitacional

Demuestra que un campo gravitacional no tiene giro.

(%) Solucién
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6.6.3 Usando la divergenciay la rotacion

Ahora que entendemos los conceptos basicos de divergencia y
rotacional, podemos discutir sus propiedades y establecer relaciones
entre ellos y los campos vectoriales conservativos.

Si F es un campo vectorial en R3, entonces la curva de F también es
un campo vectorial en R3. Por tanto, podemos tomar la divergencia
de un rotacional. El siguiente teorema dice que el resultado siempre
es cero. Este resultado es util porque nos da una forma de demostrar
gue algunos campos vectoriales no son el rotacional de ningun otro
campo. Para dar a este resultado una interpretacion fisica, recuerda
que la divergencia de un campo de velocidad v en el punto P mide la

tendencia del fluido correspondiente a fluir fuera de P. Dado que
div rot(v) = 0, la tasa neta de flujo en el campo vectorial 7ot(v) en
cualquier punto es cero. Tomar la curva del campo vectorial F elimina
cualquier divergencia que estuviera presente en F'.

TEOREMA 6.16
Divergencia de un rotacional

SeaF = (P,Q, R) un campo vectorial en R3 tal que todas las

funciones componentes tengan derivadas parciales continuas
de segundo orden. Entonces, div rot(F) = V - (V x F) = 0.

Prueba

Por las definiciones de divergencia y rotacional, y por el teorema de
Clairaut,
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divrot F = div[(R, — Q.)i+ (P, — R;)j + (Q. — P,)k]
:Ryw _sz+sz _Ryw+sz_sz:0

B Biercidio Demost.rando que un campo vectorial no es
el rotacional de otro

Demuestra que F(z,y,z) = e®i+yzj+ 2’k no es el
rotacional de otro campo vectorial. Es decir, demuestra que no
hay otro vector G conrot G = F.

(% Solucién

Con los dos teoremas siguientes, mostramos que si F' es un campo
vectorial conservativo, entonces su rotacional es cero, y si el dominio
de F esta simplemente conectado, lo contrario también es cierto.
Esto nos da otra forma de probar si un campo vectorial es
conservativo.

TEOREMA 6.17
Rotacional de un campo vectorial conservativo

SiF = (P, Q, R) es conservativo, entonces rot F = 0.

Prueba

Dado que los campos vectoriales conservativos satisfacen la
propiedad de las parciales cruzadas, todos las parciales cruzadas de
F soniguales. Por lo tanto,
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rot F = (R, — Q.)i+ (P, — R,)j + (Q. — P,)k = 0.

El mismo teorema es cierto para los campos vectoriales en un plano.

Dado que un campo vectorial conservativo es el gradiente de una
funcion escalar, el teorema anterior dice que rot V(f) = 0 para
cualquier funcién escalar f. En términos de nuestra notacién de
rotacion, V x V(f) = 0. Esta ecuacion tiene sentido porque el
producto cruz de un vector consigo mismo es siempre el vector cero.
Aveces, laecuacion V x V(f) = 0se simplificacomoV x V = 0.

TEOREMA 6.18
Prueba de rotacional para un campo conservativo

Sea F = (P,Q, R) un campo vectorial en el espacio en un
dominio simplemente conectado. Si el rotacional F = 0, F es
conservativo.

Prueba

Como rot F = 0, tenemos que R, = Q., P, = R, y Q, = P,. Por
lo tanto, F satisface la propiedad de parciales cruzadas en un
dominio simplemente conectado, y la propiedad de parciales
cruzadas de campos conservativos implica que F es conservativo.

El mismo teorema también es cierto en un plano. Por lo tanto, si F es
un campo vectorial en un plano o en el espacio y el dominio esta
simplemente conectado, entonces F es conservativo si y solo si
rot F = 0.
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B Elarciio Prueba de si un campo vectorial es
conservador

Usa el rotacional para determinar si F(z,y, z) = (yz, zz, zy)
es conservativo.

(%) Solucién

Hemos visto que el rotacional de un gradiente es cero. ;Qué es la
divergencia de un gradiente? Si f es una funcién de dos variables,

entonces div (Vf) =V - (Vf) = fzz + fyy. Abreviamos este

"producto de doble punto" como V2. Este operador se llama
operador de Laplace, y en esta notacién la ecuacidon de Laplace se
convierte en V2f = 0. Por lo tanto, una funcién arménica es una

funcion que se vuelve cero después de tomar la divergencia de un
gradiente.

De manera similar, si f es una funcion de tres variables, entonces
div (V) =V - (V) = fao + fyy + fe:

Usando esta notacién obtenemos la ecuacion de Laplace para
funciones arménicas de tres variables:

V2f=0

Las funciones arménicas surgen en muchas aplicaciones. Por ejemplo,
la funcién potencial de un campo electrostatico en una regién del
espacio que no tiene carga estatica es armonica.
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En la siguiente escena interactiva, disefiada por Lenore Horner,
hemos ingresado el campo vectorial F del ejercicio anterior. Puedes
mover el punto A y observar que su rotacional es cero para cualquier
punto A. Puedes cambiar las componentes de F, para el andlisis que
desees. jHaz clic en el botéon de la esquina inferior derecha para
interactuar en pantalla completa!

‘2

~

_ Plxyzlyz
Qxyzi=xz
Rixyzi=xy
F=({P,QR
V. F(3.11, -0.98,1.6) = 0

8l g 0
Vox F(311,-098 16) = (ﬂ)
il

B Ejercicio Analizando una funcion

¢Es posible que f(z,y) = z? + x — y sea la funcién potencial
de un campo electrostatico que se encuentra en una regién de
R? libre de carga estética?

(w solucién

997


https://www.geogebra.org/m/ymvjpxdc

) Ejercicios

== Para los siguientes ejercicios, determina si la afirmacién es
verdadera o falsa.

206. Si las funciones de coordenadas de F : R3 — R3 tienen
segundas derivadas parciales continuas, entonces rot (div(F)) es
igual a cero.

207. V- (zi+yj+ zk) = 1( ).

208. Todos los campos vectoriales de la forma F(z,y,z) =
f(x)i+ g(y)j + h(z)k son conservativos.

209. Sirot F = 0, entonces F es conservativo ( ).

210. SiF esuncampo vectorial constante, div F = 0.

211. Si F es un campo vectorial constante, entonces rot F = 0

( ).

== Para los siguientes ejercicios, encuentre el rotacional de F.

212. F(z,y,z) = zy?24i+ (22%y + 2)j + 432k

213. F(z,y,2) = 2%2i + y?zj + (y + 22)k ( ).

214. F(=z,y,z) = 3zyz?i+ y?sen zj + ze¥’k

215. F(=z,vy,z) = 22yzi + zy?2j + zy2’k ( ).

216. F(z,y,z) = (zcos y)i+ zy%j

217. F(z,y,2) = (x —y)i+ (y — 2)j + (z — )k ( ).
218. F(z,y,z) = zyzi + 22?22 + 4223k

219. F(z,y,z) = zyi + yzj + zzk ( ).

220. F(z,y,2z) = 2?1+ y?j + 2’k
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221. F(z,y,z) = ari+ byj+ ck para las constantes a,b,c
( )-

== Para los siguientes ejercicios, encuentre la divergencia de F.

222. F(z,y,2) = 2?2i + y?zj + (y + 22)k

223. F(z,y,2z) = 3zyz®i + y?sen zj + ze¥k( ).

224, F(z,y) = (sen )i+ (cos y)j

225. F(z,y,2) = 221+ y2j + 22k ( ).

226. F(z,y,2) = (z—y)i+(y—2)j+ (z —2)k

227. F(z,y) = \/xj+y2 i+ \/szzj ( ).

228. F(z,y) = zi— yj

229. F(z,y,z) = axi+ byj+ ck para las constantes a,b,c

( ).
230. F(z,y,z) = zyzi + z22y?2%j + 4223k
231. F(z,y,z) = zyi + yzj + zzk ( ).

== Para los siguientes ejercicios, determine si cada uno de los
funciones escalares dadas es armodnica.

232 u(z,y,z) = e *(cos y — sen y)

233, w(m,y,2) = (a2 + 12+ 22) 7 ).

234. SiF(z,y,z) = 2i+ 2zj + 3yky G(z,y,2) = zi — yj + 2k,
encuentrarot(F x G).

235, 235. Si F(z,y,z) =2i+2zj+ 3yk vy G(z,y,2) = zi —
yj + zk, encuentra div(F x G) ( ).
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236. Encuentra div F, dado que F = Vf, donde f(z,y,z2) =
zy22.

237. Encuentra la divergencia de F para el campo vectorial
F(z,y,2) = (¥* + 2°) (z + y)i+ (2* +2°) (y + 2)j + (z° +
y?)(z + z)k ).

238. Encuentra la divergencia de F para el campo vectorial
F(z,y,2) = fi(y,2)i + fa(z,2)j + fa(z, y)k

==Para los siguientes ejercicios,usar = |r|yr = (z,y, 2).

239. Hallaelrotacional rot r ( ).

240. Hallael rotacional rot I.

2471. Hallael rotacional rot T%( ).

242, Sea F(z,y) = :xi,%ﬁi, donde F se define en {(z,y) €

R|(z,y) # (0,0)}. Encuentrael rot F.

== Para los siguientes ejercicios, use un sistema de algebra

computarizada para encontrar la curva de los campos vectoriales
dados.

243. [T1F(z,y,2) = arctan(%)i +Iny/2? + 92§ + k( ).
244 [T] F(z,y,z) = sen (x —y)i+ sen (y — 2)j + sen (z —
z)k

== Para los siguientes ejercicios, encuentra la divergencia de F en
el punto dado.
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245, F(z,y,2) =i+j+ken(2,-1,3)( ).
246. F(z,y,2) = zyzi+ yj + zken(1,2,3).

247. F(z,y,2) = e i+ e™j+ e¥*ken(3,2,0) ).
248. F(z,y,2) = zyzi+ yj+ zken(1,2,1).
249. F(z,y,z) = e"sen yi — e*cos yjen (0,0, 3) ( ).

== Para los siguientes ejercicios, encuentra la rotacién de F en el
punto dado.

250. F(z,y,z) =i+j+ken(2,-1,3)

251. F(z,y,z) = zyzi+ yj + zken(1,2,3) ).
252. F(z,y,z) = e i+ e™j+ e¥*ken (3,2,0)
253. F(z,y,z) = zyzi+ yj+ zken(1,2,1)( ).

254, F(z,y,z) = e"sen yi — e"cos yjen (0,0, 3).

255. Sea F(z,y,z) = (3z%y + az)i + z3j + (3= + 32%)k. ;Para
qué valor de a es F conservativo? ( ).

256. Dado el campo vectorial F(z,y) = ﬂlTyQ(—y, z) en el
dominio D = {(52)} = {(z,y) € R?(z,y) = (0,0)}, F es

conservativo?

257. Dado el campo vectorial F(z,y) = @(w, y) en el dominio
_ R . A?
D= —{(0,0)},¢F es conservativo? ( ).

258. Encuentra el trabajo realizado por el campo de fuerza
F(z,y) = e Yi — ze ¥jal mover un objetode P(0,1) aQ(2,0).¢Es
el campo de fuerza conservativo?

259. Calcula la divergencia F = (senh z)i+ cosh yj — zyzk

( ).
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260. Calculael rotacional F = (senh x)i + cosh yj — zyzk.

Para los siguientes ejercicios, considera un cuerpo rigido que
gira alrededor del eje x en sentido antihorario con velocidad angular
constante w = (a, b, ¢). Si P es un punto en el cuerpo ubicado en
r = xi + yj + zk, lavelocidad en P esta dada por el campo vectorial
F=wxr.

2671. ExpresaF entérminos de los vectoresi, jy k (Solucion).
262. Encuentradiv F.
263. Hallarot F (Solucion).

En los siguientes ejercicios, suponque V-F =0y V - G = 0.

264. ;F + G tiene necesariamente cero de divergencia?
265. ¢F x G tiene necesariamente cero de divergencia? (Solucion)
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En los siguientes ejercicios, supén que un objeto sélido en R?
tiene una distribucién de temperatura dada por T'(z, y, z). El campo
del vector de flujo de calor en el objeto es F = —kVT,donde k > 0
es una propiedad del material. El vector de flujo de calor apuntaen la
direccion opuesta a la del gradiente, que es la direccién de mayor

disminucién de temperatura. La divergencia del vector de flujo de
caloresV-F = —kV .- VT = —kV?2T.

266. Calcula el campo vectorial de flujo de calor.
267. Calculaladivergencia (Solucion).

268. [T] Considera el campo de velocidad de rotacion v =
(0,10z, —10y). Si se coloca una rueda de paletas en el plano = +
y+ z =1 con su eje normal a este plano, usando un sistema de

algebra por computadora, calcula qué tan rapido gira la rueda de
paletas en revoluciones por unidad de tiempo.
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3.7 Integrales de superficie

Hemos visto que una integral de linea es una integral sobre una
trayectoria en un plano o en el espacio. Sin embargo, si deseamos
integrar sobre una superficie (un objeto bidimensional) en lugar de
una ruta (un objeto unidimensional) en el espacio, entonces
necesitamos un nuevo tipo de integral que pueda manejar la
integracion sobre objetos en dimensiones superiores. Podemos
extender el concepto de una integral de linea a una integral de
superficie para permitirnos realizar esta integracion.

Las integrales de superficie son importantes por las mismas razones
que las integrales de linea. Tienen muchas aplicaciones para la fisica y
la ingenieria, y nos permiten desarrollar versiones de dimensiones
superiores del Teorema Fundamental del Célculo. En particular, las
integrales de superficie nos permiten generalizar el teorema de
Green a dimensiones mas altas y aparecen en algunos teoremas
importantes que discutiremos en secciones posteriores.

6.7.1 Superficies paramétricas

Una integral de superficie es similar a una integral de linea, excepto
gue la integracién se realiza sobre una superficie en lugar de una
trayectoria. En este sentido, las integrales de superficie amplian
nuestro estudio de integrales de linea. Al igual que con las integrales
de linea, hay dos tipos de integrales de superficie: una integral de
superficie de una funcién con valores escalares y una integral de
superficie de un campo vectorial.

Sin embargo, antes de que podamos integrar sobre una superficie,
debemos considerar la superficie en si. Recuerda que para calcular
una integral de linea escalar o vectorial sobre la curva C, primero

necesitamos parametrizar C.
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De manera similar, para calcular una integral de superficie sobre la
superficie S, necesitamos parametrizar S. Es decir, necesitamos un

concepto de trabajo de una superficie parametrizada (o una
superficie paramétrica), de la misma forma que ya tenemos un
concepto de curva paramétrica.

Una superficie parametrizada viene dada por una descripcién de la
forma

r(u,v) = (z(u, v),y(u, ), 2(u, v))

Observa que esta parametrizacion involucra dos pardmetros, u y v,

porque una superficie es bidimensional y, por lo tanto, se necesitan
dos variables para trazar la superficie. Los parametros u y v varian en

una region denominada dominio de pardmetros, o parametros
espaciales, el conjunto de puntos en el plano uv que pueden

sustituirse en r. Cada eleccién de v y v en el dominio del parametro
da un punto en la superficie, asi como cada elecciéon de un parametro
t da un punto en una curva parametrizada. La superficie completa se
crea haciendo todas las elecciones posibles de u y v sobre el dominio
de parametros.

DEFINICION

Dada una parametrizaciéon de la superficie r(u,v)=
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), el dominio de parametros de la
parametrizacion es el conjunto de puntos en el plan uv que se
puede sustituir enr.
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B Ejercicio Parametrizando un cilindro

Describir la superficie S parametrizada por

r(u,v) = (cos u, sen u,v), —00 < u < 00, —00 < vV < 00

(% solucién

Del ejercicio anterior se deduce que podemos parametrizar todos los
cilindros de la forma z2 + y? = R2.Si S es un cilindro dado por la

ecuacion z? 4 y? = R?, entonces una parametrizacién de S es
r(u,v) = (Rcos u, Rsen u,v),0 < u < 27, —00 < v < 00.

También podemos encontrar diferentes tipos de superficies dada su
parametrizacion, o podemos encontrar una parametrizacion cuando
se nos da una superficie.

B Ejercicio Describiendo una superficie

Describir la superficie S parametrizada por

r(u,v) = (ucos v,usen v,u*),0 < u < 00,0 < v < 27

(% Solucién
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B Ejercicio Encontrando una parametrizacion

2

Dar una parametrizacion del cono z2 + y2 = 2z* que se
encuentraenosobreel planoz = —2.
(%) Solucién

Hemos discutido las parametrizaciones de varias superficies, pero
dos tipos importantes de superficies necesitan una discusion
separada: esferas y graficos de funciones de dos variables. Para
parametrizar una esfera, es mas facil utilizar coordenadas esféricas.
La esfera de radio p centrada en el origen viene dada por la

parametrizacién
r(¢,0) = (pcosbsing, psinfsing, pcos ¢),0 < 0 < 2w, 0< ¢ <

La idea de esta parametrizacién es que a medida que ¢ se desplaza
hacia abajo desde el eje z positivo, se traza un circulo de radio psen ¢
dejando que 6 vaya de 0 a 27. Para ver esto, fijemos ¢. Luego

z? + y? = (pcos Osen ¢)* + (psen Osen ¢)?
= p’sen®¢(cos*0 + sen’d)
= p?sen’d
— (psen ¢)*

Esto da como resultado el circulo deseado (observa la siguiente
figura).
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Figura 6.61. La esfera de radio p tiene parametrizacion r(¢,0) =
(pcos Bsen ¢, psen Osen @, pcos $),0 < 0 < 27,0 < ¢ < .

Escena interactiva disefiada por Lenore Horner
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Finalmente, para parametrizar la grafica de una funcién de dos
variables, primero dejamos que z = f(z,y) sea una funcion de dos

variables. La parametrizacion mas simple de la grafica de f es
r(z,y) = (z,y, f(z,y)), donde x e y varian en el dominio de f
(Eigura 6.62). Por ejemplo, la grafica de f(z,y) = 2%y se puede
parametrizar mediante r(z,y) = (z,y, zy), donde los pardmetros
x e y varian en el dominio de f. Si solo nos importa una parte de la
grafica de f (digamos, la parte de la grafica sobre el rectangulo
[1,3] x [2,5]), entonces podemos restringir el dominio del
parametro para dar esta parte de la superficie:

r(z,y) = (z,y,2%y),1 <2 <3,2<y<5

De manera similar, si S es una superficie dada por la ecuacion x =
9(y, z) olaecuaciéony = h(z, z), entonces una parametrizaciéon de S
€s r(y,z) = (9(y, 2),9, 2) o r(z,z) = (z, h(z, 2), 2),
respectivamente. Por ejemplo, la gréfica del paraboloide 2y = z2 +
22 puede parametrizarse mediante r(z, z) = (z, ’“’2‘2”2 ,2),0 <z <
00,0 < z < 00. Observa que no es necesario que varie todo el

dominio de y porque z y z son cuadrados.

Ahora generalicemos las nociones de suavidad y regularidad a una
superficie paramétrica. Recuerda que la parametrizacién de la curva
r(t),a <t < besregularsir'(t) 0 paratodo t en [a, b]. Para una
curva, esta condicién asegura que la imagen de r sea realmente una
curva y no solo un punto. Por ejemplo, considere la parametrizacién
de la curva r(t)=(1,2),0<t<5 La imagen de esta
parametrizacién es simplemente el punto (1, 2), que no es una curva.
Observa también que r’(¢t) = 0. El hecho de que la derivada sea cero
indica que en realidad no estamos mirando una curva.
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Figura 6.62. La parametrizacion mas simple de la grafica de una funcion es
r(z,y) = (z,y, f(z,y)).

De manera analoga, nos gustaria una nocioén de regularidad para las
superficies, de modo que una parametrizacion de superficies
realmente traza una superficie. Para motivar la definicion de
regularidad de una parametrizacion de superficie, considera la
parametrizacién

r(u,v) = (0,cos v,1),0<u<1,0<v <7

Aunque esta parametrizacién parece ser la parametrizacién de una
superficie, observa que la imagen es en realidad una linea (Figura
6.63). ¢Cémo evitar parametrizaciones como ésta?
¢Parametrizaciones que no dan una superficie real?

1010


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/imagenes/cap6/663.png

Observaquer, = (0,0,0) yr, = (0, —sen v,0), y el producto cruz
correspondiente es cero. El analogo de la condicién r'(t) = 0 es que
r, X I, no es cero para el punto (u, v) en el dominio del parametro,
gue es una parametrizacion regular.

A

TR

Figura 6.63. La imagen de la parametrizacion r(u,v) = (0, cos v,1),0 <
u<1,0<v < mesunalinea.

DEFINICION

La parametrizacién r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) es una
parametrizacién regular si r, X r, no es cero para el punto
(u,v) en el dominio de parametro.
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Si la parametrizacion r es regular, entonces la imagen de r es un
objeto bidimensional, como deberia ser una superficie. A lo largo de
este capitulo, se supone que las parametrizaciones r(u,v) =

(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) son regulares.

Recuerda que la parametrizacion de la curvar(t),a < t < bes suave
sir’(t) es continuay $\bold{r}*{\prime} (t)\;\cancle{=}\; 0% para todo
t en [a, b]. De manera informal, la parametrizacion de una curva es

suave si la curva resultante no tiene esquinas pronunciadas. La
definicion de parametrizaciéon de una superficie lisa es similar. De
manera informal, la parametrizacién de una superficie es suave si la
superficie resultante no tiene esquinas afiladas.

DEFINICION

La parametrizacién r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) es una
parametrizacién regular si r, X r, no es cero para el punto
(u, v) en el dominio de parametro.

Una parametrizacion de superficie r(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), 2(u,v)) es suave si el vector r, X r, no es cero
para cualquier eleccién de u y v en el dominio de parametros.

Una superficie también puede ser lisa por partes si tiene caras lisas

pero también tiene ubicaciones donde las derivadas direccionales no
existen.
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6.7.2 Area de superficie de una superficie
paramétrica

Nuestro objetivo es definir una integral de superficie y, como primer
paso, hemos examinado cémo parametrizar una superficie. El
segundo paso es definir el drea de superficie de una superficie
paramétrica. La notacidén necesaria para desarrollar esta definicion se
utiliza en el resto de este capitulo.

Sea S una superficie con parametrizacion r(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) sobre algiin dominio de pardmetros D.
Suponemos aqui y a lo largo de la superficie la parametrizacion
r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) es continuamente diferenciable,
es decir, cada funcién componente tiene derivadas parciales
continuas. En aras de la simplicidad, supén que D es un rectangulo

(aunque el siguiente material puede extenderse para manejar
dominios de parametros no rectangulares). Divide el rectangulo D en

subrectangulos D;; con ancho horizontal Au y longitud vertical Av.
Supén que ¢ varia de 1 am y j varia de 1 a n, de modo que D se
subdivide en mn rectangulos. Esta division de D en subrectangulos
da una divisién correspondiente de la superficie S en piezas S;;. Elige
el punto P;; en cada pieza S;;. El punto P;; corresponde al punto
(ui, v;) en el dominio de los pardmetros.

Ten en cuenta que podemos formar una cuadricula con lineas
paralelas al eje u y el eje v en el plano uv. Estas lineas de la cuadricula

corresponden a un conjunto de curvas de cuadricula en la superficie
S que estd parametrizada por r(u,v). Sin pérdida de generalidad,
asumimos que FP;; estd ubicado en la esquina de dos curvas de la
cuadricula, como en la figura 6.65.
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Si pensamos en r como un mapeo desde el plano uv hasta R3, las
curvas de la cuadricula son la imagen de las lineas de la cuadricula
debajo de r. Para ser precisos, considera las lineas de la cuadricula
que pasan por el punto (u;, v;). Una linea esta dada por z = u;,y =
v; el otro estd dado por x = u,y = v;. En la primera linea de la
cuadricula, el componente horizontal se mantiene constante,
produciendo una linea vertical que pasa por (u;, v;). En la segunda

linea de la cuadricula, el componente vertical se mantiene constante,
produciendo una linea horizontal que pasa por (u;, vj).

Las curvas de la cuadricula correspondientes son 7(u;, v) y r(u, v;),y
estas curvas se intersecan en el punto F;;.

Ly’ Dy Z)
jl 1

'_/_}Ar | .
Au

/

/

* l.r * -':l'
{U," Vj)

Figura 6.65. Las lineas de la cuadricula en un dominio de parametro
corresponden a curvas de la cuadricula en una superficie.

Ahora considera los vectores que son tangentes a estas curvas de la
cuadricula. Para la curva de la cuadricula r(u;, v), el vector tangente
en P es

tv(f)i') = rv(ui,vj) - <mv(uia'Uj)7yv(ui7'vj)7zv(ui7vj)>
Parala curvade la cuadricular(u, v;), el vector tangente en P;; es
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tu(-Pij) = ru(ui,vj) = <mu(uiavj)’yu(ui,vj)7zu(uivvj)>

Si el vector N = t,(P;;) X t,(P;;) existe y no es cero, entonces
existe el plano tangente en P;; (Eigura 6.66). Si la pieza S;; es lo
suficientemente pequena, entonces el plano tangente en el punto P;;
es una buena aproximacion de la pieza S;;.

v

Uy

Figura 6.66. Si existe el producto cruz de los vectores t, y t,, entonces
hay un plano tangente.

El plano tangente en P;; contiene los vectores tu(P;;) y t,(P;;) v,
por lo tanto, el paralelogramo generado por tu(P;;) y t,(P;;) estden
el plano tangente. Dado que el rectangulo original en el plano uv
correspondiente a S;; tiene ancho Au y largo Awv, el paralelogramo
que usamos para aproximar S;; es el paralelogramo generado por
Aut,(P;;) y Avt,(P;;). En otras palabras, escalamos los vectores
tangentes mediante las constantes Awu y Av para que coincidan con

la escala de la divisién original de rectangulos en el dominio de
parametros. Por lo tanto, el area del paralelogramo utilizada para
aproximar el areade S;j es

ASi; ~ ||(Autu(Py)) x (Avty(Py))|| = |[tu(Py) x tu(Py)|| AuAv
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La variacién del punto P;; sobre todas las piezas S;; y la

aproximacion anterior conduce a la siguiente definicién del area de
superficie de una superficie paramétrica (Figura 6.66).

tAv

Figura 6.67. El paralelogramo generado por t,, y t, se aproxima al trozo de
superficie Si;

DEFINICION

Sea r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) con el dominio de
parametros D una parametrizacidén suave de la superficie S.
Ademas, supdn que S se traza sélo una vez, ya que (u,v) varia
sobre D. El drea de superficie de S es

//D I X to||dA (6.18)

0z Oy Oz Ox Oy 0z
b= {5u' Bu 5u) ¥ {50’ B0’ B0/

donde
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B Ejercicio Calculando el rea de la superficie

Calcula el area de la superficie lateral (el drea del "lado", sin
incluir la base) del cono circular recto con altura Ay radio r.

(% solucién

B Ejercicio Calculando el 4rea de la superficie

Demuestra que el area de la superficie de la esfera 2 + y2 +

22 = r?es4nr?

(% Solucién

Ademas de parametrizar superficies dadas por ecuaciones o formas
geométricas estandar como conos y esferas, también podemos
parametrizar superficies de revolucion. Por tanto, podemos calcular
el area de superficie de una superficie de revolucién utilizando las
mismas técnicas. Sea y = f(x) > 0 una funcién positiva de una sola

variable en el dominio a < z < by sea S la superficie obtenida al
rotar f sobre el eje x (Figura 6.69). Sea 6 el angulo de rotacion.
Entonces, S se puede parametrizar con los parametros = y 6
mediante

r(z,0) = (z, f(x)cos 6, f(xz)sen 0),a < x < b,0 <z < 27
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f(x)

@) (b)

Figura 6.69. Podemos parametrizar una superficie de revolucion por
r(z,0) = (z, f(z)cos 0, f(xz)sen 0),a < & < b,0 <z < 27

B Ejercicio Calculando el 4rea de la superficie

Encuentra el area de la superficie de revolucion obtenida al
girary = 22,0 < = < balrededor del eje z (Figura 6.70).
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Figura 6.70. Se puede utilizar una integral de superficie para calcular
el area de superficie de este sélido de revolucion.

@ Solucién

6.7.3 Integral de superficie de una funcién con
valores escalares

Ahora que podemos parametrizar superficies y podemos calcular sus
adreas de superficie, podemos definir integrales de superficie.
Primero, veamos la integral de superficie de una funcién con valores
escalares. De manera informal, la integral de superficie de una
funcion con valores escalares es un analogo de una integral de linea
escalar en una dimensién superior. El dominio de integraciéon de una
integral de linea escalar es una curva parametrizada (un objeto
unidimensional); el dominio de integracién de una integral de
superficie escalar es una superficie parametrizada (un objeto
bidimensional).
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Por lo tanto, la definicién de integral de superficie sigue muy de cerca
la definicion de integral de linea. Para las integrales de linea escalar,
cortamos la curva de dominio en trozos pequenos, elegimos un punto
en cada trozo, calculamos la funciéon en ese punto y tomamos un
limite de la suma de Riemann correspondiente. Para integrales de
superficie escalar, cortamos la region del dominio (ya no es una curva)
en trozos diminutos y procedemos de la misma manera.

Sea S una superficie lisa a trozos con parametrizacién r(u,v) =
(z(u,v),y(u,v),z(u,v)) ) con dominio de pardmetros D y sea
f(z,y,2z) una funcién con un dominio que contenga S. Por ahora,
supon que el dominio de parametros D es un rectangulo, pero

podemos extender la légica basica de cdmo procedemos a cualquier
dominio de parametros (la eleccién de un rectangulo es simplemente
hacer la notacion mas manejable). Divide el rectangulo D en

subrectangulos D;; con ancho horizontal Au y longitud vertical Av.
Supén que ¢ varia de 1 am y j varia de 1 a n, de modo que D se
subdivide en mn rectangulos. Esta division de D en subrectangulos
da una divisién correspondiente de S en piezas S;;. Elige el punto P;;
en cada pieza S;;, evalta P;; en f y multiplica por el area AS;; para
formar la suma de Riemann

m n

3N f(Py)AS;

i=1 j=1

Para definir una integral de superficie de una funcién con valores
escalares, dejamos que las areas de las piezas de S se reduzcan a cero
tomando un limite
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DEFINICION

La integral de superficie de una funcién con valores escalares de
f sobre una superficie lisa a trozos S es

[ a5 = 1m 33" #Ppas,

i=1 j=1

Antes de continuar, presentamos la siguiente escena interactiva,
disefiada por Elena E. Alvarez Séiz, se considera una superficie S dada
por z = (z,y) que estd definida sobre un rectangulo R = [0, a] x
[0, b], una particion de R en mn subrectangulos. Se considera el area
de la superficie que se proyecta sobre cada uno de los subrectangulos
y se aproxima por el drea de un trozo de plano tangente a la
superficie en un punto cualquiera del subrectangulo.

7]

| Extremao Inferior lzquierdo VI

Recianguio R =[0,a] % [0.4] —

AS =AT =IN, | Ax Ay

Z AS = z AT, = z N AxAy - _‘.I' fs as :jn J|r V"'1+f_()< Y y)? dxdy

k=1 k=1
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En la escena interactiva, calculando el limite de la suma de todas
estas areas cuando la norma de la particion tiende a cero, se podra
obtener el area de la superficie siempre que el limite exista y no
dependa ni de la particion ni del punto elegido.

Nuevamente, observa las similitudes entre esta definicion y la
definicion de una integral de linea escalar. En la definicion de una
integral de linea cortamos una curva en pedazos, evaluamos una
funcion en un punto de cada pieza y dejamos que la longitud de las
piezas se reduzca a cero tomando el limite de la suma de Riemann
correspondiente. En la definicion de integral de superficie, cortamos
una superficie en pedazos, evaluamos una funciéon en un punto de
cada pieza y dejamos que el area de las piezas se reduzca a cero
tomando el limite de la suma de Riemann correspondiente. Por lo
tanto, una integral de superficie es similar a una integral de linea pero
en una dimensién superior.

La definicion de una integral de linea escalar puede extenderse a
dominios de parametros que no son rectangulos utilizando la misma
l6gica utilizada anteriormente. La idea basica es cortar el dominio del
pardmetro en trozos pequefios, elegir un punto de muestra en cada
trozo, etc. La forma exacta de cada pieza en el dominio de la muestra
se vuelve irrelevante a medida que las areas de las piezas se reducen
acero.

Las integrales de superficie escalar son dificiles de calcular a partir de
la definicién, al igual que las integrales de linea escalar. Para
desarrollar un método que facilite el calculo de integrales de
superficie, aproximamos las areas de superficie AS;; con pequefias
piezas de un plano tangente, tal como hicimos en la subseccién
anterior. Recuerda la definicion de los vectores t, y t,:

_ (9= %y Oz, = (9= Oy Oz,
YN ou Ou’ Bu Yot ov’ Ov’ Ov
1022



Por el material que ya hemos estudiado, sabemos que

ASij = [[tu(Bij) X to(Pyj)||Aulv

Por lo tanto,
uMﬂ%wM&mgQ;szwwﬂbﬂ(mva

Esta aproximacién se vuelve arbitrariamente cercana a
lim Y7 12] L F(Pij)AS;; a medida que aumentamos el

mn—>oo
nimero de piezas S;; dejando que m y m vayan al infinito. Por lo

tanto, tenemos la siguiente ecuacién para calcular integrales de
superficie escalar:

//S f(@,y,z)dS = /D F(r(u,v))|[tu X t,[|dA  (6.19)

La ecuaciéon 6.19 nos permite calcular una integral de superficie
transformandola en una integral doble. Esta ecuacién para integrales
de superficie es analoga a la Ecuacién para integrales de linea:

ﬂ#x%aw—/f Il ()t

En este caso, el vector t, x t, es perpendicular a la superficie,
mientras que el vector r’(¢) es tangente a la curva.
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B Ejercicio Calculando una integral de superficie

Calcula la integral de superficie [ 5dS, donde S es la
superficie con parametrizacion r(u,v) = (u,u? v) para 0 <
u<2y0<ov<u.

() Solucién

B Ejercidio C'a.lculando laintegral de superficie de un
cilindro

Calcula la integral de superficie [[(z + y?)dS, donde S es el
cilindroz? + y? = 4,0 < z < 3 (Figura 6.71)

z

»

¥

Figura 6.71. Funcién de integracion f(z,y,2) = = +y* sobre un
cilindro.

(w) Solucién
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B Bercido Calculando la integral de superficie de una
pieza de una esfera

Calcula la integral de superficie ([, f(x,y,2)dS, donde
f(z,y,2z) = 2% y S es la superficie que consta de la pieza de
esfera z2 + y? + 22 = 4 que se encuentra en o sobre el plano
z = 1yeldisco que esta encerrado por el plano de interseccion
z = lylaesferadada (Figura 6.72)

Zz

Figura 6.72. Calculando una integral de superficie sobre la superficie
S.

(w solucién

Las integrales de superficie escalar tienen varias aplicaciones del
mundo real. Recuerda que las integrales de linea escalar se pueden
usar para calcular la masa de un cable dada su funcién de densidad.
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De manera similar, podemos usar integrales de superficie escalar
para calcular la masa de una hoja dada su funcién de densidad. Si una
hoja delgada de metal tiene la forma de la superficie S y la densidad

de lahojaen el punto (z,y, z) es p(x, y, z), entonces la masa m de la
hojaesm = [¢ p(x,y,z)dS

B Ejercicio Calculando la masa de una hoja

Una hoja plana de metal tiene la forma de la superficie z = 1 +
 + 2y que se encuentra sobre el rectangulo 0 <z <4y 0 <
y < 2.Siladensidad de la hoja est4 dada por p(z, y, z) = x?yz,
;cudl es lamasa de la hoja?

(% Solucién
6.7.4 Orientacion de una superficie

Recuerda que cuando definimos una integral de linea escalar, no
tuvimos que preocuparnos por la orientacién de la curva de
integracion.

Lo mismo ocurrié con las integrales de superficies escalares: no
tuvimos que preocuparnos por una "orientacion" de la superficie de
integracion.

Por otro lado, cuando definimos integrales de lineas vectoriales, la
curva de integracién necesitaba una orientacion. Es decir,
necesitdbamos la nocidn de curva orientada para definir una integral
de linea vectorial sin ambigliedad.
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De manera similar, cuando definimos una integral de superficie de un
campo vectorial, necesitamos la nocién de una superficie orientada. A
una superficie orientada se le da una orientaciéon "hacia arriba" o
"hacia abajo" o, en el caso de superficies tales como una esfera o
cilindro, una orientacién "hacia afuera" o "hacia adentro".

Sea S una superficie lisa. Para cualquier punto (z,y,z) en S,
podemos identificar dos vectores normales unitarios N y —IN. Si es
posible elegir un vector normal unitario N en cada punto (z, y, z) de
S de modo que N varie continuamente sobre S, entonces S es

"orientable". Tal eleccion de vector normal unitario en cada punto da
la orientacidn de una superficie S. Si piensas que el campo normal

describe el flujo de agua, entonces el lado de la superficie hacia el que
fluye el agua es el lado "negativo" y el lado de la superficie por la que
fluye el agua, en sentido contrario, es el lado "positivo". De manera
informal, una eleccién de orientaciéon le da a .S un lado "exterior" y un
lado "interior" (o un lado "hacia arriba" y un lado "hacia abajo"), al
igual que una eleccién de orientacién de una curva da a la curva
"hacia adelante" y direcciones "hacia atras".

Las superficies cerradas, como las esferas, son orientables: si
elegimos el vector normal hacia afuera en cada punto de la superficie
de la esfera, entonces los vectores normales unitarios varian
continuamente. Esto se llama orientacién positiva de la superficie
cerrada (Figura 6.74). También podriamos elegir el vector normal
hacia adentro en cada punto para dar una orientacién "hacia
adentro”, que es la orientacion negativa de la superficie.

Una parte de la grafica de cualquier funcion suave z = f(z,y)
también es orientable. Si elegimos el vector normal unitario que
apunta "por encima" de la superficie en cada punto, entonces los
vectores normales unitarios varian continuamente sobre Ia
superficie.
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Figura 6.74. Una esfera orientada con orientacion positiva.

También podriamos elegir el vector normal unitario que apunta
"debajo" de la superficie en cada punto. Para obtener dicha
orientacion, parametrizamos la grafica de f de la manera estandar:

r(z,y) = (z,y, f(z,y)), donde z e y varian en el dominio de f.
Entonces, t, = (1,0, f;) yt, = (0,1, f,), y por lo tanto el producto
cruzado t, x t, (que es normal a la superficie en cualquier punto de
la superficie) es (—f,, —fy,1). Dado que el componente z de este

vector es uno, el vector normal unitario correspondiente apunta
"hacia arriba", y el lado hacia arriba de la superficie se elige como el
lado "positivo".
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Sea S una superficie lisa orientable con parametrizacion r(u, v). Para
cada puntor(a, b) de la superficie, los vectores t,, y t, se encuentran
en el plano tangente en ese punto. El vector t, x t, es normal al
plano tangente en r(a, b) y, por lo tanto, es normal a S en ese punto.
Por tanto, la eleccién del vector normal unitario

da una orientacién de la superficie S.

B Ejercicio Eligiendo una orientacién
Obtén una orientacién del cilindroz? + 32 = 2,0 < z < h.

(%) Solucién

Dado que cada curva tiene una direccién "hacia adelante" y "hacia
atras" (o, en el caso de una curva cerrada, una direccion hacia la
derecha y hacia la izquierda), es posible dar una orientacién a
cualquier curva. Por tanto, es posible pensar en cada curva como una
curva orientada. Sin embargo, este no es el caso de las superficies.
Algunas superficies no se pueden orientar; tales superficies se
denominan no orientables. Esencialmente, una superficie se puede
orientar si la superficie tiene un lado "interior" y un lado "exterior", o
un lado "hacia arriba" y un lado "hacia abajo". Algunas superficies
estan torcidas de tal manera que no existe una nocién bien definida
de unlado "interno" o "externo".

El ejemplo clasico de una superficie no orientable es la banda de
Mobbius.
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Para crear una tira de Mébius, toma una tira rectangular de papel, da
una media vuelta a la hoja de papel y pega los extremos (Figura 6.76).
Debido a la media torsion de la tira, la superficie no tiene un lado
"exterior" ni un lado "interior". Si imaginas colocar un vector normal
en un punto de la tira y hacer que el vector viaje alrededor de la
banda, entonces (debido a la media torsion) el vector apunta en la
direccion opuesta cuando vuelve a su posicién original. Por lo tanto,
la tira realmente solo tiene un lado.

>

B D
B cC B : 4 _:&
Figura 6.76. La construccion de una tira de Mdébius.

Dado que algunas superficies no son orientables, no es posible definir
una integral de superficie vectorial en todas las superficies lisas por
partes. Esto contrasta con las integrales de lineas vectoriales, que se
pueden definir en cualquier curva suave por partes.

6.7.5 Integral de superficie de un campo vectorial

Con la idea de superficies orientables en su lugar, ahora estamos
listos para definir una integral de superficie de un campo vectorial.
La definicién es analoga a la definicién del flujo de un campo vectorial
a lo largo de una curva plana. Recuerda que si F es un campo
vectorial bidimensional y C' es una curva plana, entonces la definicién
del flujo de F a lo largo de C implicé cortar C en trozos pequefios,
elegir un punto dentro de cada trozo y calcular F - N en el punto
(donde N es el vector normal unitario en el punto). La definicion de
una integral de superficie de un campo vectorial procede de la misma
manera, excepto que ahora cortamos la superficie S en trozos
pequefios, elegimos un punto en el trozo pequefio (bidimensional) y
calculamos F - N en el punto.
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Para colocar esta definicion en un entorno del mundo real, sea S una
superficie orientada con un vector normal unitario N. Sea v un
campo de velocidad de un fluido que fluye a través de .S, y supdn que
el fluido tiene densidad p(z, y, z). Imagina que el fluido fluye a través
de S, pero S es completamente permeable, de modo que no

obstaculiza el flujo de fluido (Figura 6.77). El flujo masico del fluido es
la tasa de flujo masico por unidad de area. El flujo de masa se mide en
masa por unidad de tiempo por unidad de area. ;Cémo podriamos
calcular el flujo de masa del fluido a través de S?

Figura 6.77. El fluido fluye a través de una superficie completamente
permeable S.

La tasa de flujo, medida en masa por unidad de tiempo por unidad de
area, es pN.
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Para calcular el flujo de masa a través de S, corta S en trozos
pequenos S;;. Si Si; es lo suficientemente pequeno, entonces puede
aproximarse mediante un plano tangente en alglin punto P en Sij-
Por lo tanto, el vector normal unitario en P se puede usar para
aproximar N(z, y, z) en toda la pieza S;;, porque el vector normal a

un plano no cambia cuando nos movemos a través del plano. La
componente del vector pv en P enladireccionde N es pv - N en P.

Dado que S;; es pequeno, el producto escalar pv - N cambia muy
poco a medida que variamos a través de Sij» Y por lo tanto pv - N
puede tomarse como aproximadamente constante a través de Sij.
Para aproximar la masa de fluido por unidad de tiempo que fluye a
través de Sij (y no solo localmente en el punto P), necesitamos
multiplicar (pv - N)(P) por el area de §,;. Por lo tanto, la masa de
fluido por unidad de tiempo que fluye a través de S;; en la direccién
de N se puede aproximar mediante (pv - N)AS;;,donde N, py v se
evalian en P (Eigura 6.78). Esto es analogo al flujo del campo
vectorial bidimensional F a través de la curva plana C, en el que
aproximamos el flujo a través de una pequefa parte de C con la
expresion (F - N)As. Para aproximar el flujo de masa a través de S,
forma la suma ", 377, (pv - N)AS;;. A medida que las piezas
Sij se hacen mas pequefias, la suma 377", 377 | (ov - N)AS;; se
acerca arbitrariamente al flujo de masa. Por lo tanto, el flujo de masa
es

pv-NdS = lim pv-N)AS;;
I dm 323 v

Esta es una integral de superficie de un campo vectorial. Dejando que
el campo vectorial pv sea un campo vectorial arbitrario F, se obtiene

la siguiente definicion.
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Figura 6.78. La masa de fluido por unidad de tiempo que fluye a través de
Si; en la direccion de N se puede aproximar mediante (pv - N)AS;;.

DEFINICION

Sea F un campo vectorial continuo con un dominio que contiene
una superficie orientada S con un vector normal unitario N. La
integral de superficie de F sobre S es

//SF-dsz//SF-Nds (6.20)
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Observa el paralelo entre esta definicién y la definicion de integral de
linea vectorial fo F - Nds. Una integral de superficie de un campo

vectorial se define de manera similar a una integral de linea de flujo a
través de una curva, excepto que el dominio de integracion es una
superficie (un objeto bidimensional) en lugar de una curva (un objeto
unidimensional). La integral ffs F - NdS se denomina flujo de F a

través de S, al igual que la integral fC F - Nds es el flujo de F a
través de la curva C. Una integral de superficie sobre un campo
vectorial también se llama integral de flujo.

Al igual que con las integrales de linea vectorial, la integral de
superficie ffs F - NdS es mas facil de calcular después de que se

haya parametrizado la superficie S. Sea r(u, v) una parametrizacién
de S con dominio de parametro D. Entonces, el vector normal

unitario viene dado por N = % y, de la ecuacién 6.20,
U v

obtenemos:

t, x t,
//F N5 = // TTtw < ]| xtvu
ty X ty
(F(r(u,v) ||ty x t,||dA
// ||tu><tv||)

_ //D (F(r(u,v)) - (b x t,)dA

Por lo tanto, para calcular una integral de superficie sobre un campo
vectorial, podemos usar la ecuacién

J[[Fomas =[] (B 0)- (6 x )24
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B Ejercicio Calculando una integral de superficie

Calcula la integral de superficie ffs F -NdS, donde F =
(—y,z,0) y S es la superficie con parametrizacion r(u,v) =
(u,v* —u,u+v),0<u<3,0<v<4

(%) Solucién

B Ejercicio Calculando la tasa de flujo masico

Seav(z,y,z) = (2z,2y, z) representar un campo de velocidad

(con unidades de metros por segundo) de un fluido con
densidad constante de 80 kg/m?®. Sea S el hemisferio z* +

y2 + 22 =9 con z > 0 tal que S esta orientado hacia afuera.
Encuentre la tasa de flujo masico del fluido a través de S.

(% Solucién

En el ejercicio anterior, calculamos el flujo masico, que es la tasa de
flujo masico por unidad de area. Si queremos encontrar el caudal
(medido en volumen por tiempo), podemos usar la integral de flujo
[f5 v - NdS, que omite la densidad. Dado que el caudal de un fluido
se mide en volumen por unidad de tiempo, el caudal no tiene en
cuenta la masa. Por lo tanto, tenemos la siguiente caracterizacién de
la tasa de flujo de un fluido con velocidad v a través de una superficie
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Tasa de flujo de fluido a través de S = // v -dS
s

Para calcular el caudal del fluido del ejercicio anterior, simplemente
eliminamos la constante de densidad, que da un caudal de
90 m3/seg.

Tanto el flujo masico como el caudal son importantes en fisica e
ingenieria. El flujo de masa mide cuanta masa fluye a través de una
superficie; el caudal mide cuanto volumen de fluido fluye a través de
una superficie.

Ademas de modelar el flujo de fluido, se pueden utilizar integrales de
superficie para modelar el flujo de calor. Supén que la temperatura en
el punto (z,y, z) de un objeto es T'(z,y, z). Entonces, el flujo de
calor es un campo vectorial proporcional al gradiente de temperatura
negativo en el objeto. Para ser precisos, el flujo de calor se define
como campo vectorial F = —kVT, donde la constante k es la
conductividad térmica de la sustancia a partir de la cual esta hecho el
objeto (esta constante se determina experimentalmente). La tasa de
flujo de calor a través de la superficie S en el objeto esta dada por la

integral de flujo
//F-dS:// —kVT - dS
5 s

Terminamos este apartado con un ultimo ejercicio y una escena
interactiva de Elena E. Alvarez Sdiz, en la cual se considera: i) una
superficie S dada por z = (z,y) que estd definida sobre un
rectangulo R = [0,a] x [0,b]; ii) una particion de R en mn
subrectangulos, y iii) un campo F definido en cada punto de la
superficie S.
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B Ejercicio Calculando el flujo de calor

Un cilindro sélido de hierro fundido viene dado por las
desigualdades 2% 4+ y?> < 1,1 < z < 4. La temperatura en el

punto (x,y,z) en una regidén que contiene el cilindro es
T(z,y,z) = (22 + y?)2z. Dado que la conductividad térmica
del hierro fundido es 55, encuentra el flujo de calor a través del
limite del sélido si este limite esta orientado hacia afuera.

(%) Solucién

Pl pars contins & |
¥
Rectanguie R ={0a]  [o.0]
| |
a 415
Ll

&l
b ‘Il.ﬁ

Sckecrion pumn.

Si consideramos una superficie

S gue se proyecta sobre R,

haciendo una particion del dominio, - = .
i S Fluo=/ [ Fends=[ [ FeNda dondesiSviene

considerando la aproximacion d 5 [

anterior, sumando y tomando

limites dada por z=f{x,y) definida sobre R, N=£(-, (Jt.}.').-f"r (xy).1) n=%
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Ejercicios

== Para los siguientes ejercicios, determina si las afirmaciones son
verdaderas o falsas.

269. Si la superficie S estd dada por {(z,y,2): 0 <z <1,0<

y < 1,z = 10}, entonces [[¢ f(z,y,2)dS = fol fol f(z,y,10)dzdy
( ).

270. Si la superficie S estd dada por {(z,y,2): 0 <z <1,0<
y <1,z = z},entonces [[¢ f(z,y,2)dS = fol fol f(z,y,z)dzdy
271. Superficie r = (vcos u,vsen u, v2>, para 0 <u <m,0<
v < 2, esigual que la superficier = (,/vcos 2u, \/vsen 2u, v), para
0§u§%,0§v§4( ).

272. Dada la parametrizacién estandar de una esfera, los vectores
normales t, x t, sonvectores normales hacia afuera.

== Para los siguientes ejercicios, busca descripciones paramétricas
de las siguientes superficies.

273. Plano 3z — 2y 4+ z = 2( ).
274. Paraboloide z = % 4 y?,paraQ < z < 9.
275. Plano 2z — 4y + 3z = 16 ( ).

276. Eltroncodelcono 22 = z? + y?,para2 < z < 8
277. Laporcion del cilindro 22 + % = 9 en el primer octante, para
0<2<3( ).
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278. Un cono con radio de base r y altura h, donde r y h son
constantes positivas.

== Para los siguientes ejercicios, usa un sistema de algebra

computarizada para aproximar el area de las siguientes superficies
usando una descripcion paramétrica de la superficie.

279. [Tl Medio cilindro {(r,0,2): r=4,0<0 <7m,0<2<7}
(Solucién).
280. [T]Planoz = 10 — & — y sobre el cuadrado |z| < 2, |y| < 2

Para los siguientes ejercicios, sea S el hemisferio z? + y* +
22 =4, con z > 0, y evalta cada integral de superficie, en sentido
antihorario.
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281, [fg zdS (Solucion).
282, [[4(x — 2y)dS
283, [fg (z* + y?)2dS (Solucion).

Para los siguientes ejercicios, evalta ffS F - Nds para el campo

vectorial F', donde N es un vector normal hacia afuera a la superficie
S.

284. F(z,y,z) = zi+ 2yj — 3zk,y S es la parte del plano 15z —
12y + 3z = 6 que se encuentra por encima del cuadrado unitario
0<z<1,0<y< L

285. F(=z,y,2) = zi+ yj,y S es el hemisferio z = /1 — 22 — y?
(Solucién).

286. F(z,y,z) = 2?1+ y%j + 2%k, y S es la parte del plano z =
y + 1 que se encuentra dentro del cilindro z2 + y? = 1.
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== Para los siguientes ejercicios, calcula la masa de la ldamina
homogénea que tiene la forma de la superficie dada S. Redondea a
cuatro decimales.

287. [T] S eslasuperficiez=4—x—2y,conz >0,z >0,y >
0;§ =z ( ).

288. [T] S eslasuperficie z = 2% + y?,conz < 1;¢ = z.

289. [T] S es la superficie £2 +y> + 22 =5, con z > 1;£ = 6§
( ).

290. Evalua [f (y?zi+ y°j + zzk) - dS, donde S es la superficie
del cubo -1 <z<1,-1<y<1l vy 0<2<2. en sentido
antihorario.

291. Evalia la integral de superficie [[¢ gdS, donde g(z,y, z) =
xz + 222 — 3zyy S es la porcién del plano 2z — 3y + z = 6 que se
encuentra sobre el cuadrado unitario R: 0<zz<1,0<y <1
( ).

292. Evalta [[4(z +y + 2)dS, donde S es la superficie definida
paramétricamente por R(u,v) = (2u +v)i+ (u—2v)j + (u +
3v)kpara0 <u <1ly0<wv <2
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293. [T] Evalia [[4(xz —y* + 2)dS, donde S es la superficie
definida  por R(u,v)=uli+vj+uk,0<u<1,0<0v<1
(Solucion).

294. [T] Evaluar donde S es la superficie definida por R(u,v) =
wi—ulj+ok,0<u<2,0<v<lpara0<u<1,0<v<2
295. Evalua [ (#* + y*)dS, donde S es la superficie delimitada
por encima del hemisferio z = 1/1 — 2 — y2, y por debajo del plano
z = 0(Solucion).

296. Evalua [[g (z* + 4 + 2?)dS, donde S es la porcién del plano
z = z + 1 que se encuentra dentro del cilindro 22 + 3% = 1.

297. [T] Evalda [ 222dS, donde S es la porcion del cono 2% =
z? + y? que se encuentraentre los planos z = 1y z = 4 (Solucion).
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298. [T] Evalta f[¢(zz/y)dS, donde S es la porcion del cilindro
x = y? que se encuentra en el primer octante entre los planos z =
0,z=5,y=1ley=4.
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299. [T]Evalta [[;(z + y)dS, donde S es la parte de la grafica de
z = /1 — z? en el primer octante entre el plano zz y el plano y = 3
(Solucion).

300. Evalla [[g zyzdS si S es la parte del plano z = = + y que se
encuentra sobre la regién triangular en el plano xy con vértices
(0,0,0), (1,0,0)y (0,2,0).

301. Encuentra la masa de una lamina de densidad &(z,y,2) = 2z
en la forma del hemisferio z = (a?—z? — y2)1/2 (Solucién).

302. Calcula [[¢ F - NdS, donde F(z,y, z) = zi—5yj + 4zk y N
es un vector normal hacia afuera de S, donde S es la unién de dos
cuadrados 1 : 2 =0,0<y<1,0<2<1y S :z2=1,0<z<
,0<y<1
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1.0

303. Calcula [fy F-NdS, donde F(z,y,z) = zyi+ zj + (= +
y)k y N es un vector normal hacia afuera de S, donde S es la regién
triangular cortada del plano z+y+2=1 por los ejes de
coordenadas positivos (Solucion).

304. Calcula  [[{F-NdS, donde F(z,y,z)=2yzi+
(tanfla:z)j + ek y N es un vector normal hacia afuera de S,
donde S es lasuperficie de laesferaz? + y? + 22 = 1.

305. Calcule Calcula [fo F-NdS, donde F(z,y,z) = zyzi+
xyzj + xyzk y N es un vector normal hacia afuera de S, donde S es
la superficie de las cinco caras del cubo unitario0 < 2 < 1,0 < y <
1,0 < z < 1ausente z = 0 (Solucion).

‘1-" . . . . . . .
== Para los siguientes ejercicios, expresa la integral de superficie
como una integral doble iterada usando una proyeccién en S en el

plano yz.

1045


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r303.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r305.html

306. [[5xy®2*dS; S es la porcion de primer octante del plano
2z + 3y + 4z = 12.

307. [fs («* — 2y + 2)dS; S es la parte de la graficade 4z 4 y =
8 limitada por los planos de coordenadas y el plano z = 6 ( ).

== Para los siguientes ejercicios, expresa la integral de superficie
como una integral doble iterada usando una proyeccion en S en el

plano zz

308. [[gxy*2°dS; S es la porcion de primer octante del plano
2z + 3y + 4z = 12.

309. [fs («* — 2y + 2)dS; S es la parte de la graficade 4z 4 y =
8 limitada por los planos de coordenadas y el plano z = 6 ( ).

310. Evalta la integral de superficie [[g yzdsS, donde S es la parte
del primer octante del plano x4+ y + 2z =\, donde A es una
constante positiva.

311. Evalda la integral de superficie [ (z*z + y%2)dS, donde S
es el hemisferio 2% + y2? + 22 = a2,z > 0( ).

312. Evalda la integral de superficie [[, zdA, donde S es la

superficiez = v/ 22 + 92,0 < 2 < 2.

313. Evalla la integral de superficie [[g *yzdS, donde S es la
parte del plano z =1+ 2z 4+ 3y que se encuentra sobre el
rectangulo0 <z < 3y0 <y < 2( ).
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314. Evalta la integral de superficie [f yzdS, donde S es el plano
x + y + z = 1 que se encuentra en el primer octante.

315. Evalia la integral de superficie ffs yzdS, donde S es la parte
del plano z = y + 3 que se encuentra dentro del cilindro 2 + y? =

1( ).

== Para los siguientes ejercicios, usa el razonamiento geométrico
para evaluar las integrales de superficie dadas.

316, [[s v/x* +y* + 2%dS, donde S es la superficie 2 +y? +
22=4,2>0

317. [fg(xi+ yj) - dS, donde S es la superficie 2 + y* = 4,1 <
z < 3, orientada con vectores normales unitarios apuntando hacia
afuera ( ).

318. [[4(zk) - dS, donde S esel disco z* + y* < 9enel plano z =
4, orientado con vectores normales unitarios apuntando hacia arriba

319. Unalamina tiene la forma de una porcién de esfera 2% + y? +
2% = a? que se encuentra dentro del cono z = y/z2 + y2. Sea S la
concha esférica centrada en el origen con radio a, y sea C' el cono

circular recto con un vértice en el origen y un eje de simetria que
coincide con el eje z. Determina la masa de la lamina si (z, y, z) =

z2y%2 ( ).
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320. Unalamina tiene la forma de una porcién de esfera 2% + y2 +
2% = a? que se encuentra dentro del cono z = y/z2 + y2.Sea S la
concha esférica centrada en el origen con radio a, y sea C' el cono

circular recto con un vértice en el origen y un eje de simetria que
coincide con el eje z. Supdn que el dngulo del vértice del cono es ¢y,

con 0 < ¢y < /2. Determina la masa de esa porcion de la forma
encerrada en lainterseccién de S'y C. Supén 6(z, y, 2) = z2y?2.
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3271. Un vaso de papel tiene la forma de un cono circular recto
invertido de 6 pulgadas de altura y un radio de 3 pulgadas. Si el vaso
esté lleno de aguay pesa 62.5 Ib/pie?, calcula la fuerza total ejercida
por el agua en el interior superficie de la taza ( ).

==\ Para los siguientes ejercicios, el campo vectorial de flujo de calor

para objetos conductores F = —kVT, donde T'(z,y,z) es la

temperatura en el objeto y k£ > 0 es una constante que depende del

material. Encuentra el flujo exterior de F a través de las siguientes

superficies S para las distribuciones de temperatura dadas y supén
=1

322, T(z,y,z) = 100e*"¥; S consta de las caras del cubo |z| <
Ly <1,z <L

323, T(z,y,2) = —ln(av2 +9? + z2); S es la esfera 2 + 2 +
2

22 = a?( ).
== Para los siguientes ejercicios, considera los campos radiales

F = % = > donde pes un numero real. Sea S formado
224y%+22

por esferas A y B centradas en el origen con radios 0 < a < b. El
flujo total hacia afuera a través de S consiste en el flujo hacia afuera a
través de la esfera externa B menos el flujo hacia S a través de la
esferainterna A.
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324. Encuentra el flujo total a través de S conp = 0.

325. Demuestra que para p=3 el flujo a través de S es
independientede ay b (Solucion).
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3.8 Teorema de Stokes

En este apartado, estudiaremos el teorema de Stokes, una
generalizacion de dimensiones superiores del teorema de Green.
Este teorema, como el Teorema fundamental para Integrales de Linea
y el teorema de Green, es una generalizacion del Teorema
Fundamental del Calculo a dimensiones superiores. El teorema de
Stokes relaciona una integral de superficie vectorial sobre la
superficie S en el espacio con una integral de linea alrededor del

limite de S. Por lo tanto, al igual que los teoremas anteriores, el

teorema de Stokes se puede usar para reducir una integral sobre un
objeto geométrico S a una integral sobre el limite de S.

Ademas de permitirnos transformar entre integrales de linea e
integrales de superficie, el teorema de Stokes conecta los conceptos
de rotacién y circulacion. Ademas, el teorema tiene aplicaciones en
mecanica de fluidos y en el electromagnetismo. Usamos el teorema
de Stokes para deducir la ley de Faraday, un resultado importante
gue involucra campos eléctricos.

6.8.1 Teorema de Stokes

El teorema de Stokes dice que podemos calcular el flujo del
rotacional F a través de la superficie S conociendo informacion solo

sobre los valores de F alo largo del limite de S. A la inversa, podemos
calcular la integral de linea del campo vectorial F a lo largo del limite
de la superficie S transformnado a una integral doble del rotacional
de F' sobre S.

Sea S una superficie lisa orientada con un vector normal unitario N.
Ademas, supon que el limite de S es una curva cerrada simple C.
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La orientacion de S induce la orientacion positiva de C' si, mientras
camina en la direcciéon positiva alrededor de C con su cabeza
apuntando en la direccién de N, la superficie siempre esta a su
izquierda. Con esta definicién en su lugar, podemos enunciar el
teorema de Stokes.

TEOREMA 6.19

Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada suave a tramos con un limite que
es una curva cerrada simple C con orientacién positiva (Figura
6.79). Si F es un campo vectorial con funciones componentes

gue tienen derivadas parciales continuas en una regién abierta
gue contiene S, entonces

/F~dr://rotF-dS
C S

Supdn que la superficie S es una regién plana en el plano xy con
orientacién hacia arriba. Entonces, el vector normal unitarioesk y la
integral de superficie ffs rotF - dS es en realidad la integral doble
ffs rotF - kdA. En este caso especial, el teorema de Stokes da
Jo F-dr = [[ rotF - kdA. Sin embargo, esta es la forma de flujo
del teorema de Green, que nos muestra que el teorema de Green es
un caso especial del teorema de Stokes. El teorema de Green solo
puede manejar superficies en un plano, pero el teorema de Stokes
puede manejar superficies en un plano o en el espacio.

La prueba completa del teorema de Stokes esta mas alla del alcance
de este texto.
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Figura 6.79. El teorema de Stokes relaciona la integral de flujo sobre la
superficie con una integral de linea alrededor del limite de la superficie. Ten
en cuenta que la orientacion de la curva es positiva.

Observamos una explicacién intuitiva de la verdad del teorema y
luego vemos la prueba del teorema en el caso especial de que la
superficie S es una porcién de una grafica de una funcién, y S, el

limite de S'y F son bastante mansos.

Prueba

Primero, miramos una demostracion informal del teorema. Esta
demostracidon no es rigurosa, pero esta destinada a dar una idea
general de por qué el teorema es verdadero. Sea S una superficie y

sea D una pequeia parte de la superficie para que D no comparta
ningin punto con el limite de S. Elegimos que D sea lo

suficientemente pequefo como para que pueda aproximarse
mediante un cuadrado orientado F.
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Sea D tal que herede su orientacion de S y dé a E la misma
orientacién. Este cuadrado tiene cuatro lados; denotados como
E,,E. E, vy E; para los lados izquierdo, derecho, arriba y abajo,
respectivamente. En el cuadrado, podemos usar la forma de flujo del
teorema de Green:

/ F-dr://rotF-NdS://rotF-dS
El+Ed+Er+Eu E E

Para aproximar el flujo sobre toda la superficie, agregamos los
valores del flujo en los cuadrados pequefos que se aproximan a los
pequefios pedazos de la superficie (Figura 6.80).

aproximando el cuadrado E N
Superficie S Yie e
O\ N
0 \OiE
o O sO"
e Q.
|

La orientacion de cada
cuadrado es la misma
guelades

Figura 6.80. Pica la superficie en trozos pequefos. Las piezas deben ser lo
suficientemente pequefias como para que puedan aproximarse mediante
un cuadrado.

Segun el teorema de Green, el flujo a través de cada cuadrado
aproximado es una integral de linea sobre su limite. Sea F' un

cuadrado aproximado con una orientacion heredada de S y con un
lado derecho E; (entonces F estd alaizquierdade E).
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Sea F; el lado derecho de F’; entonces, E; = —F,.. En otras palabras,
el lado derecho de F' es la misma curva que el lado izquierdo de E,
simplemente orientado en la direccién opuesta. Por lo tanto,

/ F-dr:—/ F.-dr
E F,

A medida que sumamos todos los flujos sobre todos los cuadrados
que se aproximan a la superficie S, las integrales de linea intg, F - dr

y fF F . dr se cancelan entre si. Lo mismo ocurre con las integrales
T
de linea sobre los otros tres lados de FE. Estas tres integrales de linea

se cancelan con la integral de linea del lado inferior del cuadrado
sobre F, la integral de linea sobre el lado izquierdo del cuadrado a la

derecha de FE, y la integral de linea sobre el lado superior del
cuadrado debajo de E (Figura 6.81).

(@) {b)

Figura 6.81. (a) La integral de linea a lo largo de E; anula la integral de
linea a lo largo de F,. porque E; = —F,.. (b) La integral de linea a lo largo
de cualquiera de los lados de E se cancela con la integral de linea a lo
largo de un lado de un cuadrado aproximado adyacente
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Después de que ocurra toda esta cancelacién en todos los cuadrados
aproximados, las Unicas integrales de linea que sobreviven son las
integrales de linea sobre los lados que se aproximan al limite de S. Por
lo tanto, la suma de todos los flujos (que, seglin el teorema de Green,
es la suma de todas las integrales de linea alrededor de los limites de
los cuadrados aproximados) se puede aproximar mediante una
integral de linea sobre el limite de S. En el limite, cuando las areas de
los cuadrados aproximados van a cero, esta aproximacion se acerca
arbitrariamente al flujo.

Veamos ahora una demostracion rigurosa del teorema en el caso
especial de que S es la grafica de la funcién z = f(z,y),donde z e y
varian en una region D limitada y simplemente conectada de area

finita (Figura 6.82).

Figura 6.82. D es la "sombra" o proyeccion de S en el plano y C’ es la
proyeccion de C.

Ademas, supon que f tiene derivadas parciales continuas de segundo
orden. Sea C el limitede Sy C’ el limite de D.
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Entonces, D es la "sombra" de S en el planoy C’ es la "sombra" de C.
Supon que S estd orientado hacia arriba. La orientacién en sentido
antihorario de C' es positiva, al igual que la orientacion en sentido
antihorario de C'. Sea F(z,y,z) = (P,Q, R) un campo vectorial

con funciones componentes que tienen derivadas parciales
continuas.

Tomamos la parametrizacion estandar de S:x=z,y=y,z =
g(z,y). Los vectores tangentes son t, = (1,0,g,) y t, = (0,1, g,),
y por lotanto, t,, - t, = (—g;, —gy, 1). Por laecuacién 6.19,

//S rotF - dS = //D[—(Ry ~Q.)2.—(P. — R.)z, + (Q, — P,)|dA

donde todas las derivadas parciales se evaltan en z,y, g(z,y), lo que hace
que el integrando dependen de z e y solamente. Supon que (z(t), y(¢)),a <

t < b es una parametrizacion de C’. Entonces, una parametrizacion de C' es
(z(t),y(t), gz(t),y(t)),a < t < b. Armados con estas parametrizaciones, la
regla de la cadena y el teorema de Green, y teniendo en cuentaque P,Qy R
son todas funciones de z e y, podemos evaluar la integral de linea fc F - dr:

/C F.-dr= / b(Pw’(t) +Qy/(t) + R (t))dt
:Pm'(t)+Qy’(t)+R(%% +Z—Z%>]dt
:/ab :(P+Rg—;)w’(t)+ (Q+R§—Z)y’(t)]dt
[ (P A% )i (02 )a
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0 0z 0 0z
/CF-dr//D [8_w<Q+R8_y>dy@<P+R8_m>]dA
B 0Q 0Q0z OROz ORIz Oz 0%z
_//D [(35!3 9.0z Ba dy T 5z oz dy +R8w8y)
(9P 0P ORO:0: L3\
oy 0z 0y 0z Oy Ox Oyox

. : 8z . 0%z
Segun el teorema de Clairaut, 9205 Y = Byoz- Por lo tanto, cuatro de

los términos desaparecen de esta integral doble y nos quedamos con

//D [~(R, — @.)za—(P. — R)z + (Q. — P,)]dA

queesiguala [ rotF - dS.

Hemos demostrado que el teorema de Stokes es verdadero en el caso
de una funcién con un dominio que es una regiéon simplemente
conectada de 4area finita. Podemos confirmar rdpidamente este
teorema para otro caso importante: cuando el campo vectorial F es
conservativos. Si F' es conservativo, el rotacional de F es cero,
entonces ffs rotF - dS = 0. Dado que el limite de S es una curva

cerrada, fc F - dr también es cero.

B Bercido Veriﬁcandg el teorema de Stokes para un
caso especifico

Verifique que el teorema de Stokes sea verdadero para el
campo vectorial F(z,y,2) = (y,2z,2%) y la superficie S,

donde S es el parabolide z = 4 — z? — y>.
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Figura 6.83. Verificacion del teorema de Stokes para un hemisferio
en un campo vectorial.

(%) Solucién
6.8.2 Aplicacion del teorema de Stokes

El teorema de Stokes se transforma entre la integral de flujo de la
superficie S a una integral de linea alrededor del limite de S. Por lo
tanto, el teorema nos permite calcular integrales de superficie o
integrales de linea que normalmente serian bastante dificiles al
transformar la integral de linea en una integral de superficie o
viceversa. Ahora estudiaremos algunos ejemplos de cada tipo de
transformacion.
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B Ejercicio Calculando una integral de superficie

Calcula la integral de superficie ffs rot F - dS, donde S es la
superficie, orientada hacia afuera, en la figura 6.84 y F =
(2,2zy,x +y).

Figura 6.84. Una superficie complicada en un campo vectorial

(%) Solucién
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Una consecuencia asombrosa del teorema de Stokes es que si S’ es
cualquier otra superficie lisa con el limite C' y la misma orientacion
que S, entonces ([, rot F-dS = [, F - dr = 0 porque el teorema

de Stokes dice que la integral de la superficie depende de la linea
integral alrededor del limite solamente.

En el ejercicio anterior, calculamos una integral de superficie
simplemente usando informacion sobre el limite de la superficie. En
general, sean S; y S superficies lisas con el mismo limite C' vy la

misma orientacién. Segln el teorema de Stokes,

// rotF-dS:/F-dr:// rot F-dS  (6.23)
51 c Sy

Por lo tanto, si ff& rot F - dS es dificil de calcular pero ff52 rot F -
dS es facil de calcular, el teorema de Stokes nos permite calcular la

integral de superficie mas facil. En el ejercicio anterior, podriamos
haber calculado [f, rot F - dS calculando ([, rot F - dS, donde S’

es el disco encerrado por la curva limite C (una superficie mucho mas
simple con la que trabajar).

La ecuacién 6.23 muestra que las integrales de flujo de los campos
vectoriales rotacionales son independientes de la superficie de la
misma manera que las integrales de linea de los campos gradiente
son independientes de la trayectoria. Recuerda que si F es un campo
vectorial conservativo bidimensional definido en un dominio
simplemente conectado, f es una funcién potencial para F, y C es

una curva en el dominio de F, entonces int-F - dr depende solo de
los puntos finales de C' Por lo tanto, si C’ es cualquier otra curva con
el mismo punto inicial y final que C (es decir, C’ tiene la misma
orientacion que C), entonces fc F . dr = intoF - dr.
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En otras palabras, el valor de la integral depende Unicamente del
limite de la trayectoria; realmente no depende de la trayectoria en si.

De manera andloga, supdn que Sy S’ son superficies con el mismo
limite y la misma orientacién, y supon que G es un campo vectorial
tridimensional que se puede escribir como el rotacional de otro
campo vectorial F (de modo que F es como un "campo potencial" de
G).

Por la ecuacion 6.23,

//G-dSz//rotF-dSz/F-drz// rotF-dS:/ G -dS
S S C ! S’

Por lo tanto, la integral de flujo de G no depende de la superficie, solo
del limite de la superficie. Las integrales de flujo de campos
vectoriales que se pueden escribir como el rotacional de un campo
vectorial son independientes de la superficie de la misma manera que
las integrales de linea de campos vectoriales que se pueden escribir
como el gradiente de una funcién escalar son independientes de la
trayectoria.

B Ejercicio Calculando unaintegral de linea

Calcula la integral de linea [, F -dr, donde F = (zy, z? +
y? + z2,yz> y C es el limite del paralelogramo con vértices
(0,0,1),(0,1,0),(2,0,-1)y(2,1,—2).

(%) Solucién

1062



6.8.3 Interpretacion del rotacional

Ademas de transformar entre integrales de linea e integrales de flujo,
el teorema de Stokes se puede utilizar para justificar la interpretacion
fisica del rotacional que hemos aprendido. Aqui investigaremos la
relacion entre el rotacional y la circulacion, y usaremos el teorema de
Stokes para enunciar la ley de Faraday, una ley importante en
electricidad y magnetismo que relaciona el rotacional de un campo
eléctrico con la tasa de cambio de un campo magnético.

Recuerda que si C es una curva cerrada y F es un campo vectorial
definido en C, entonces la circulacion de F alrededor de C' es integral
delinea fc F - dr.Si F representa el campo de velocidad de un fluido

en el espacio, entonces la circulacién mide la tendencia del fluido a
moverse en ladirecciénde C.

Sea F un campo vectorial continuo y sea D, un pequeio disco de
radio r con centro P, (Figura 6.85). Si D, es lo suficientemente
pequefio, entonces (rot F)(P) ~ (rot F)(P,) para todos los puntos
P en D, porque el rotacional es continuo. Sea C,. el circulo limite de
D,..Por el teorema de Stokes,

/CTF.dr://DT rotF-NdS%//DT(rotF)(PO).N(pO)dS

La cantidad (rot F)(Py) - N(P,) es constante, y por lo tanto

/ /D (rot F)(PRy) - N(Py)dS = nr®[(rot F)(B) - N(B)]

Asi
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/C F-dr ~ mr2[(rot F)(R) - N(P)]

Figura 6.85. El disco D, es un disco pequefio en un campo vectorial
continuo.

y la aproximacion se acerca arbitrariamente a medida que el radio se
reduce a cero. Por tanto, el teorema de Stokes implica que

o0t T2

(rot F)(Py) - N(PBy) = lim i/c F.dr

Esta ecuacién relaciona el rotacional de un campo vectorial con la
circulacion. Dado que el area del disco es 772, esta ecuacidn dice que

podemos ver el rotacional (en el limite) como la circulacion por
unidad de area.
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Recuerda que si F es el campo de velocidad de un fluido, entonces la
circulaciéon fOT F.dr = fCr F - Tds es una medida de la tendencia
del fluido a moverse alrededor de C,. Larazéon de estoes que F - T
es un componente de F en la direccion de T , y cuanto mas cerca esta
la direccion de F de T', mayor es el valor de F - T (recuerda que si a
y b son vectores y b es fijo, entonces el producto escalar a-b es
maximo cuando a apunta en la misma direccién que b).

Por lo tanto, si F' es el campo de velocidad de un fluido, entonces el
rotacional F - N es una medida de como el fluido gira alrededor del
eje N. El efecto del rotacional es mayor alrededor del eje que apunta
en ladireccion de N, porque en este casarot F - N es lo mas grande
posible.

Para ver este efecto de una manera mas concreta, imagina colocar
una pequefa rueda de paletas en el punto P, (Figura 6.86). La rueda

de paletas alcanza su velocidad maxima cuando el eje de la rueda
apunta en la direccion del rotacional F. Esto justifica la
interpretacién del rotacional que hemos aprendido: el rotacional es
una medida de la rotacion en el campo vectorial alrededor del eje que
apunta en la direccién del vector normal N, y el teorema de Stokes
justifica esta interpretacion

Ahora que hemos aprendido sobre el teorema de Stokes, podemos
discutir aplicaciones en el drea del electromagnetismo. En particular,
examinamos cémo podemos usar el teorema de Stokes para
transformar entre dos formas equivalentes de la ley de Faraday.
Antes de enunciar las dos formas de la ley de Faraday, necesitamos
algunos antecedentes de terminologia.
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Figura 6.86. Para visualizar el rotacional en un punto, imagina colocar una
pequeia rueda de paletas en ese punto del campo vectorial.

Sea C una curva cerrada que modela un cable delgado. En el contexto

de los campos eléctricos, el cable puede moverse con el tiempo, por lo
que escribimos C(t) para representar el cable. En un momento ¢

dado, la curva C(t) puede ser diferente de la curva C original debido
al movimiento del alambre, pero asumimos que C(t) es una curva
cerrada para todos los tiempos t. Sea D(t) una superficie con C(t)
como su limite y orienta C'(t) de modo que D(t) tenga orientacion
positiva. Supon que C(t) estd en un campo magnético B(t) que
también puede cambiar con el tiempo. En otras palabras, B tiene la
forma

B(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,v, 2), R(z,y, 2))

donde P, @ y R pueden variar continuamente a lo largo del tiempo.
Podemos producir corriente a lo largo del cable cambiando el campo
B(t) (esto es una consecuencia de la ley de Ampere).
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El flujo ¢(t) = ffD(t) B(t) - dS crea un campo eléctrico E(t) que
funciona. La forma integral de la ley de Faraday establece que

$\text{Trabajo } = \int_{C(t)} \bold{E}(t)\cdot d\bold{r} = \frac{\partial
\phi}{\partial t}

En otras palabras, el trabajo realizado por E es la integral de linea
alrededor del limite, que también es igual a la tasa de cambio del flujo
con respecto al tiempo. La forma diferencial de la ley de Faraday
establece que

OB
tE=———
To 8t

Usando el teorema de Stokes, podemos demostrar que la forma
diferencial de la ley de Faraday es una consecuencia de la forma
integral. Por el teorema de Stokes, podemos convertir la integral de
linea en la formaintegral en integral de superficie

_9¢ _ E(t)-dr:// rot E(t) - dS
ot o) D)

Dado que ¢(t) = ffD(t) B(t) - sS, siempre que la integracion de la
superficie no varie con el tiempo también tenemos

_%_// 9B g
ot JIpy Ot

0B
// ——-S:// rot E - dS
pw Ot D(t)
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Para derivar la forma diferencial de la ley de Faraday, nos gustaria

concluirquerot E = —%—]f. En general, la ecuacién
0B
// ——-sz// rot E- dS
b Ot D()
no es suficiente para concluir que rot E = —%—?. Los simbolos

integrales no se "cancelan" simplemente, dejando la igualdad de los
integrandos. Para ver por qué el simbolo integral no solo se cancela

en general, considera las dos integrales de una sola variable fol xzdzxy
fol f(z)dz, donde

)L 0<z<1/2
f@y_{m 1/2<z<1

Ambas integrales son iguales a 3, por lo que fol zdr = fol f(z)dz.
Sin embargo, « 5 f(z). De manera analoga, con nuestra ecuacion
ffD(t) —%—]f .S = ffD(t) rot E-dS, no podemos simplemente
concluir que curl E = — %7 solo porque sus integrales son iguales.
Sin embargo, en nuestro contexto, la ecuacion ffD(t) —%—]f -S =
ffD(t) rot E - dS es verdadera para cualquier region, por pequeia
gue sea (esto contrasta con las integrales de una sola variable que
acabamos de discutir ). Si F y G son campos vectoriales
tridimensionales tales que [ F-dS = [[, G -sS para cualquier
superficie S, entonces es posible mostrar que F = G reduciendo el
area de S a cero tomando un limite (el menor es el area de S, mas
cercano es el valor de ffs F - dS al valor de F en un punto dentro de
S). Por lo tanto, podemos hacer que el area D(t) se reduzca a cero

tomando un limite y obteniendo la forma diferencial de la ley de
Faraday:
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En el contexto de los campos eléctricos, la curvatura del campo
eléctrico se puede interpretar como el negativo de la tasa de cambio
del campo magnético correspondiente con respecto al tiempo.

B Ejercicio Usando la Ley de Faraday

Calcula la curva del campo eléctrico E si el campo magnético
correspondiente es un campo constante B(t) = (1, —4, 2).

(%) Solucién

Para terminar este apartado, presentamos una escena interactiva del
Teorema de Stokes, disefiada por Andreas Steiger. En este escena se
representa el campo vectorial y la circulacién calculada con el
rotacional de las funciones vectoriales:

V(w>yaz) =:<z,m,y>
v(z,y, 2) <—333 — T+ z, —y3 —2y—+ oz, —23 -2z +y)
V(m,y’z):: «_y,$a0>

Se puede seleccionar la representacién grafica del campo vectorial
(global) o el rotacional (integral).

Observa que Steiger usa una notacion deiferente a la que hemos
estado trabajando, pero es facil de interpretar.
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Ejemplo

Ejercicio 1

Ejercicio 2
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) Ejercicios

== Para los siguientes ejercicios, sin usar el teorema de Stokes,
calcula directamente tanto el flujo del rotacional F - N sobre la
superficie dada como la integral de circulacion alrededor de su limite,
asumiendo que todos los limites estan orientados en el sentido de las
agujas del reloj, visto desde arriba.

326. F(z,y,z) = y*i+ 2%j + 2%k; S es la porcién de primer
octantedelplanoz +y 4+ z = 1.

327. F(z,y,z) =zi+xj+yk; S es el hemisferio z = (a® —
22 — y?)1/2 ( ).

328. F(z,y,2) = y?i+ 2zj + 5k; S es el hemisferio z = (4 —
22 — y?)1/2,

329. F(zx,y,z) = zi+ 2zj+ 3yk; S es el hemisferio superior
z2=14/9— 22—y ).

330. F(z,y,2)=(x+22)i+(y—z)j+(z—y)k; S es una
region triangular con vértices (3,0, 0), (0,3/2,0) y (0,0, 3).

331, F(z,y,z) =2yi—6zj +3zk; S es una porcion del
paraboloide z =4 —z? —y? y estd por encima del plano zy

( ).

== Para los siguientes ejercicios, usa el teorema de Stokes para
evaluar ffs(rot F - N)dS paralos campos vectoriales y la superficie.

332. F(z,y,z) = xzyi— zjy S es la superficie del cubo 0 < z <
1,0<y<1,0<2<1, excepto para la cara donde z2=0, y
utilizando el vector normal unitario exterior.
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333. F(z,y,2) = zyi+ z%j+ 2°k; y C es la interseccién del
paraboloide z = z?% + y2 y el plano z = y, y usando el vector normal
hacia afuera (Solucion).

334, F(z,y,z) =4yi+ zj+ 2yk y C es la interseccion de la
esfera 2 + y? + 22 =4 con el plano z = 0, y usando el vector
normal hacia afuera.

335. Usa el teorema de Stokes para evaluar fc [2wy2zdm +
2z%yzdy + (2’y*—2z)dz], donde C es la curva dada por z =
cost,y=sent,z=sent,0 <t < 2w atravesada en la direccién
de incremento de ¢ (Solucion).

Z4

336. [T] Usa un sistema algebraico de computadora (CAS) y el
teorema de Stokes para aproximar la integral de linea fo (ydx +

zdy + zdz), donde C' es la interseccion del plano z +y =2y la
superficie z?+y? + 22 =2(z +y), atravesado en sentido
antihorario visto desde el origen.
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[T] Usa un CAS y el teorema de Stokes para aproximar la
integral de linea [, (3ydz + 2zdy—5zdz), donde C es la

interseccion del plano zy y el hemisferio z = /1 — 22 — 4?2,
recorrido en sentido antihorario visto desde arriba; es decir, desde el

eje z positivo hacia el plano zy ( ).

[T] Usa un CAS y el teorema de Stokes para aproximar la
integral de linea fc[(l + y)zdz + (1 + z)zdy + (1 + z)ydz,donde
C esun tridngulo con vértices (1,0, 0), (0,1,0) y (0,0, 1) orientados
en sentido antihorario.

Usa el teorema de Stokes para evaluar ffs rot F - dS, donde
F(z,y,2) = e%cos zi + 2%2j + zyk, y S es la mitad de la esfera

x = /1 — y2 — 22, orientada hacia el eje positivo z ( ).

[T] Usa un CAS y el teorema de Stokes para evaluar
[[s(rot F - N)dS, donde F(z,y, z) = 2*yi + zy?j + 2’k y C esla
curva de la interseccion del plano 3z 4 2y + z = 6 y cilindro 2+
y? = 4, orientados en el sentido de las agujas del reloj cuando se ven
desde arriba.

[T] Usa un CAS y el teorema de Stokes para evaluar
[[grot F-dS, donde F(z,y,z)= (sen(y+ z) — ya:2—%3)i +
zcos(y + z)j + cos(2y)k y S constan de la parte superior y los

cuatro lados, pero no la parte inferior del cubo con vértices
(£1,£1, £1), orientados hacia afuera ( ).

[T] Usa un CAS y el teorema de Stokes para evaluar
[[srot F - dS, donde F(z,y,z) = 2%i — 3zyj+ «°y’k y S es la
parte superior de z = 5—x2 — y? arriba del plano z =1,y S esta
orientado hacia arriba.
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343. Usa el teorema de Stokes para evaluar [fq(rot F - N)dS,
donde F(z,y,z) = 2%i + y%j + zkySesuntrianguloconvértices
(1,0,0), (0, 1, 0)y(0, 0, 1)$ con orientacién en sentido antihorario
(Solucién).

344, Usa el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea
Jo(zdz + zdy + ydz), donde C es un triangulo con vértices
(3,0,0),(0,0,2)y(0,6,0) atravesados en el orden dado.

345. Usa el teorema de Stokes para evaluar fc (%y2dm + zdy +
a:dz), donde C es la curva de interseccion del planoxz +z =1y el
elipsoide 22 + 2y? + 22 = 1, orientado en sentido horario desde el
origen (Solucion).
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Usa el teorema de Stokes para evaluar [[(rot F - N)dS,
donde F(z,y, 2) = zi + y%j + ze®¥ky S es la parte de la superficie
z =1 — x2—2y? con z > 0, orientado en sentido antihorario.

Usa el teorema de Stokes para el campo vectorial
F(z,y,2) = i+ 3xj + 2zk donde S es la superficie z = 1 — z? —
2y%, 2 > 0, C es el circulo limite z2 + y? = 1,y S esta orientado en
la direccion z positiva ( ).

Usa el teorema de Stokes para el campo vectorial
F(z,y,2) = —%yzi—2myj+yzk, donde S es la parte de la
superficie del plano x + y + z = 1 contenida dentro del triangulo C
con vértices (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1), recorridos en sentido
antihorario como se ve desde arriba.

Se sabe que cierta trayectoria cerrada C en el plano 2z +
2y + z = 1 se proyecta sobre el circulo unitario 22 + y?> = 1 en el
plano zy. Sea c una constante y sea R(z,y, z) = =i + yj + zk. Usa
el teorema de Stokes para evaluar [, (ck x R) - dS ( ).

Usa el teorema de Stokes y sea C el limite de la superficie z =
z2 +y?>con 0 <z <2y 0 <y <1, orientado con la normal hacia
arriba. Define  F(z,y,z2) = [sen(a®) + zz]i+ (x—yz)j +
cos(z*)kyevalia [, F - dS.

Sea S el hemisferio 2% 4 y? + 22 = 4 con z > 0, orientado
hacia arriba. Sea F(z,y, z) = z%e¥*i + y?e%*j + 2%e"k un campo
vectorial. Usa el teorema de Stokes para evaluar ffS rot F - dS

( ).
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352. Sea F(z,y,2) = zyi+ gez2 +y)j+(z+ykysea S la
grafica de la funcién y = %2 + %—1 con z < 0 orientada de modo
que el vector normal S tenga un componente y positivo. Usa el
teorema de Stokes para calcular laintegral [fg 7otF - dS.

353. Usa el teorema de Stokes para evaluar fF-S, donde
F(z,y,z) =yi+zj+zk y C es un tridngulo con vértices
(0,0,0),(2,0,0) y (0,—2,2) orientado en sentido antihorario
cuando se ve desde arriba (Solucion).

354, Usa la integral de superficie en el teorema de Stokes para
calcular la circulacién del campo F.F(z,y,2) = z2y%i +j + 2k
alrededor de C, que es la interseccion del cilindro 2 + y2 =4vyel
hemisferio xz? + 9%+ 22 =16,z >0, orientado en sentido
antihorario cuando se ve desde arriba.
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355. Usa el teorema de Stokes para calcular ffs rot F - dS, donde
F(z,y,2) =i+ zy*j +zy’k y S es parte del plano y+ z = 2
dentro del cilindro 22 + y? = 1 y orientado en sentido anti-horario
(Solucién).

356. Usa el teorema de Stokes para evaluar ffs rotF - dS, donde
F(z,y,2) = —y*i+zj+ 2’k y S es la parte del plano = +y +
z = 1 en el octante positivo y orientada en sentido antihorario z >
0,y>0,z>0.

357. SeaF(z,y,z) = zyi+ 2zj — 2yk y sea C la interseccion del
plano z + z =5 y el cilindro z2 + y? = 9, que esta orientado en

sentido antihorario cuando se ve desde arriba. Calcula la integral de
linea de F sobre C usando el teorema de Stokes (Solucion).
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[T]Usaun CASyseaF(z,y,2) = zy%i + (yz — z)j + e¥**k.
Usa el teorema de Stokes para calcular la integral de superficie del
rotacional de F sobre la superficie S con orientacion hacia adentro
que consiste en el cubo [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] sin el lado derecho.

2 2
Sea S el elipsoide 7 + % + 22 =1 orientado en sentido
antihorario y sea F' un campo vectorial con funciones componentes
gue tienen derivadas parciales continuas ( ).

Sea S la parte del paraboloide z = 9 — z2 — y? con z > 0.
Verifica el teorema de Stokes para el campo vectorial F(z,y, z) =
3zi + 4xj + 2yk.

[T] Usaun CAS y el teorema de Stokes para evaluar fo F - ds,
si F(z,y,z) = (3z — sen z)i+ (af:2 + ey)j + (y3 — cos z)k,
donde C es lacurvadadapor z = cos t,y = sent,z=1;0 <t <
27 ( ).

[T] Usa un CAS vy el teorema de Stokes para evaluar
F(z,y,z) = 2yi + €*j — arctan zk con S como una porcién del
paraboloide z = 4 — 2% — y2 cortado por el plano xy orientado en
sentido antihorario.

[T] Usa un CAS para evaluar ffs rot (F) - dS, donde
F(z,y,2z) =22i+ 3zj+5yk y S es la superficie paramétrica
r(r,0) = rcos 0i + rsen 0j + (4 —rz)k; (0<f<2m0<r<3)
( ).

Sea S el paraboloide z = a(1 — z? — y?), para z > 0, donde
a > 0 es un nimero real. Sea F = (x — y, +z,z — z). ¢Para qué
valor(es) de a (si hay alguno) tiene [[o(V x F)-ndSsu valor
maximo?
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Para los siguientes ejercicios de aplicacién, el objetivo es evaluar
A= [[4(V x F)-ndS, donde F = (zz, —zz,zy) y S es la mitad
superior del elipsoide 2% + y% 4+ 82% = 1,donde z > 0.

365. Evalta una integral de superficie sobre una superficie mas
conveniente para encontrar el valor de A (Solucion).

366. Evalta A usando unaintegral de linea.

367. Toma el paraboloide z = 2% + 42, para 0 < z < 4, y cértalo
con el plano y = 0.Sea S la superficie que queda paray > 0, incluida
la superficie plana en el plano zz. Sea C el semicirculo y el segmento
de recta que delimita el casquete de S en el plano z =4 con
orientacién en sentido antihorario. Sea F = (2z + y, 2z + 2,2y +
x).Evalta [[((V x F) - ndS (Solucion).
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== Para los siguientes ejercicios, sea S el disco encerrado por la
curva C : r(t) = (cos ¢cos t, sen t, sen ¢cos t), para 0 < t < 2,
donde( < ¢ < % es un angulo fijo.

368. ;Cualeslalongitud de C en términos de ¢?

369. ¢Cudl es la circulaciéon de C del campo vectorial F =
(—y, —z, z) en funcién de ¢ ( ).

370. ¢Paraqué valor de ¢ es la circulacion un maximo?

371. Elcirculo C enel plano x + y + z = 8 tiene radio 4 y centro
(2,3,3). Evalta §, F - dr para F = (0, —2z,2y), donde C tiene un
sentido antihorario cuando se ve desde arriba ( ).

372. El campo de velocidad v = (0,1 — z2,0), para |z| <1y
|z| <1, representa un flujo horizontal en la direccién y. Calcula el
rotacional de v en una rotacién en el sentido de las agujas del relo;j.
373. Evalta la integral [[o(V x F)-ndS, donde F = —zzi +
yzj + zye*k y S es el limite del paraboloide z = 5 — 22 — y? sobre
el plano z = 3,y n puntos en la direccién z positivaen S ( ).

== Para los siguientes ejercicios, usa el teorema de Stokes para

encontrar la circulacion de los siguientes campos vectoriales
alrededor de cualquier curva cerrada simple C.

374. F = V(msen yez)
375. F = (y?2%, 22wy23, 3zy?2?) ( ).
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3.9 El Teorema de la Divergencia o de Gauss

Hemos examinado varias versiones del Teorema Fundamental del
Célculo en dimensiones superiores que relacionan la integral
alrededor de un limite orientado de un dominio con una "derivada" de
esa entidad en el dominio orientado. En este apartado plantearemos
el teorema de la divergencia, que es el teorema final de este tipo que
estudiaremos. El teorema de la divergencia tiene muchos usos en
fisica; en particular, el teorema de la divergencia se utiliza en el
campo de las ecuaciones diferenciales parciales para derivar
ecuaciones que modelan el flujo de calor y la conservacion de la masa.
Usaremos el teorema para calcular integrales de flujo y aplicarlo a
campos electrostaticos.

6.9.1 Resumen de teoremas

Antes de examinar el teorema de la divergencia, es Util comenzar con
una descripcion general de las versiones del Teorema Fundamental
del Célculo que hemos discutido:

1. ElTeorema Fundamental del Calculo

/ f(@)dz = £(b)—f(a)

Este teorema relaciona la integral de la derivada f’ sobre el
segmento de linea [a, b a lo largo del eje z con una diferencia
de f evaluada en la frontera.

2. ElTeoremaFundamental de las Integrales de Linea
[ vfdr= 1P - ()
c
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donde P, es el punto inicial de C'y P; es el punto terminal de
C'. El Teorema Fundamental para Integrales de Linea permite
que la trayectoria C sea una ruta en un plano o en el espacio,
no solo un segmento de linea en el eje x. Si pensamos en el

gradiente como una derivada, entonces este teorema
relaciona una integral de la derivada V f sobre la trayectoria

C conunadiferenciade f evaluada en el limite de C.

3. Teorema de Green, forma de circulacion

//D (Pz+Qy)dA=/CF-dr

Dado que P, + Q, = div F y la divergencia es una especie
de derivada, la forma de flujo del teorema de Green relaciona
la integral de la derivada div F' sobre la region plana D con
unaintegral de F sobre el limite de D

4. Teorema de Stoke

//rotF‘dS:/F-dr
S C

Si pensamos en la curvatura como una especie de derivada,
entonces el teorema de Stokes relaciona la integral de la
derivada rot F sobre la superficie S (no necesariamente

plana) con unaintegral de F sobre el limite de S.

6.9.2 Iniciando el Teorema de la Divergencia

El teorema de la divergencia sigue el patrén general de estos otros
teoremas.
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Si pensamos en la divergencia como una especie de derivada,
entonces el Teorema de la Divergencia relaciona una integral triple
de la derivada div F sobre un sélido con una integral de flujo de F

sobre el limite del sélido. Mas especificamente, el teorema de la
divergencia relaciona una integral de flujo del campo vectorial F
sobre una superficie cerrada S con una integral triple de la
divergencia de F sobre el sélido encerrado por S.

TEOREMA 6.20
Teorema de la Divergencia o de Gauss

Sea S una superficie cerrada, lisa y a trozos que encierra al
sélido E en el espacio. Supén que S esta orientado hacia afuera

y sea F un campo vectorial con derivadas parciales continuas en
una region abierta que contiene E (Figura 6.87). Luego

///EdideV://SF-dS (6.24)

Recuerda que la forma de flujo del teorema de Green establece que
If,, div FdA = fC F - Nds. Por tanto, el teorema de la divergencia

es una version del teorema de Green en una dimensién superior.

La prueba del teorema de la divergencia estd mas alla del alcance de
este texto. Sin embargo, observamos una demostracién informal que
da una idea general de por qué el teorema es verdadero, pero no
prueba el teorema con todo rigor. Esta explicacion sigue Ia
explicacion informal dada de por qué el teorema de Stokes es
verdadero.
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Figura 6.87. El teorema de la divergencia relaciona una integral de flujo a
través de una superficie cerrada S con una integral triple sobre un sélido E
encerrado por la superficie.

Prueba

Sea B una caja pequeia con lados paralelos a los planos de
coordenadas dentro de E (Figura 6.88). Deja que el centro de B
tenga coordenadas (z, y, z) y supon que las longitudes de los bordes
son Az, Ay y Az (figura 6.88 (b)). El vector normal que sale de la
parte superior de la caja es k y el vector normal que sale de la parte
inferior de la cajaes —k. El producto escalarde F = (P, Q, R) conk
es Ry el producto escalar con —k es — R. El 4rea de la parte superior
de la caja (y la parte inferior de la caja) AS es AzAy.
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Figura 6.88. (a) Una pequefia caja B dentro de la superficie E tiene lados
paralelos a los planos de coordenadas. (b) La caja B tiene longitudes
laterales Az, Ay y Az. (c) Si miramos la vista lateral de B, vemos que,
dado que (z,y, z) es el centro de la caja, para llegar a la parte superior de
la caja debemos recorrer una distancia vertical de Az/2 desde (z, y, z). De
manera similar, para llegar al final de la caja debemos recorrer una
distancia Az/2 hacia abajo desde (z, y, z).

El flujo que sale de la parte superior de la caja se puede aproximar
mediante R(z,y, z + 4%) AzAy (Figura 6.88(c)) y el flujo que sale
de la parte inferior de la caja es —R(z,y,z — 4%)AzAy. Si
denotamos la diferencia entre estos valores como AR, entonces el
flujo neto en la direccidn vertical puede aproximarse por ARAxAy.
Sinembargo

z

ARAxAy ( iR> AzAyAz ~ (%AV)
z

Por lo tanto, el flujo neto en la direccién vertical se puede aproximar
mediante (%AV). De forma similar, el flujo neto en la direccién x se

puede aproximar mediante (g—iAV) y el flujo neto en la direccion y
se puede aproximar mediante (%i)‘AV).
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Sumar los flujos en las tres direcciones da una aproximacioén del flujo
total fuera de la caja:

0P 0Q  oR

fluj 1 = —_—
ujo tota (6w + By + B

)AV = div FAV

Esta aproximacion se vuelve arbitrariamente cercana al valor del
flujo total cuando el volumen de la caja se reduce a cero.

La suma de div FAV sobre todas las cajas pequefias que se
aproximan a E es aproximadamente [[[, div FdV. Por otro lado, la
suma de div FAV sobre todas las cajas pequefias que se aproximan
a E es la suma de los flujos sobre todas estas cajas. Al igual que en la
demostracién informal del teorema de Stokes, la adicion de estos
flujos sobre todas las casillas da como resultado la cancelacién de
muchos términos.

Si una caja aproximada comparte una cara con otra caja aproximada,
entonces el flujo sobre una cara es el negativo del flujo sobre la cara
compartida de la caja adyacente. Estas dos integrales se cancelan. Al
sumar todos los flujos, las Unicas integrales de flujo que sobreviven
son las integrales sobre las caras que se aproximan al limite de E. A
medida que los volumenes de las cajas de aproximacién se reducen a
cero, esta aproximacion se vuelve arbitrariamente cercana al flujo
sobre S.

Antes de realizar nuestro primer ejercicio, practica con una escena
interactiva, disefiada por el Grupo de Innovacion Educativa MAMI de
la Universidad Politécnica de Madrid, en la cual se observa el flujo a
través de una superficie semiesférica. En la escena se presenta un
campo constante (las flechas azules) y una semiesfera orientada en
color gris, y se mide el flujo de ese campo sobre la semiesfera.
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A

3

Factor de escala=0.2 R=1 5!
Flujo a través de la semiesfera=6.33

a=3 b=2 =3

La posicién de la semiesfera se puede mover arrastrando con el ratén
el punto verde. Al cambiar la posicién de la semiesfera el flujo cambia.
Al aumentar el radio de la semiesfera el flujo aumenta (en valor
absoluto). ;Se puede colocar de alguna manera la semiesfera para que
el flujo a través de ella sea nulo? Al marcar la casilla "Tapa" la
semiesfera se cierra con un circulo en la parte inferior.
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B Ejercicio Verificacién del Teorema de la Divergencia

Verifica el teorema de divergencia para el campo vectorial F =
(x —y,z+ 2,z —y) y la superficie S que consta del cono
z2 +y? = 22,0 < z < 1, y la parte superior circular del cono
(ver la siguiente figura). Supdén que esta superficie esta
orientada positivamente.

Campo: F=ix -y, x+tzz—-y

=¥

Cono: x* +y* = 2°

(w solucién

Recuerda que la divergencia del campo continuo F en el punto P es
una medida de la "salida" del campo en P. Si F representa el campo

de velocidad de un fluido, entonces la divergencia se puede
considerar como la tasa por unidad de volumen del fluido que sale
menos la tasa por unidad de volumen que entra.
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El teorema de divergencia confirma esta interpretacion. Para ver
esto, sea P un punto y sea B, una bola de radio pequeio r centrada

en P (Figura 6.89). Sea S, la esfera limite de B,. Dado que el radio es
pequeio y F es continuo, div F(Q) ~ div F(P) para todos los
demas puntos @ en la bola. Por lo tanto, el flujo a través de S, se
puede aproximar usando el teorema de divergencia:

//SF-dS:///B dideV@///B div F(P)dV

Dado que div F(P) es una constante

///B div F(P)dV = div F(P)V(B,)

Por lo tanto, el flujo [f; F-dS se puede aproximar mediante
div F(P)V (B,). Esta aproximaciéon mejora a medida que el radio se
reduce a ceroy, por lo tanto,

div F(P) = 11_I>nv // F-dS

Esta ecuacion dice que la divergencia en P es la tasa neta de flujo
hacia afuera del fluido por unidad de volumen.

6.9.3 Usando el Teorema de la Divergencia

El teorema de la divergencia se genera entre la integral de flujo de la
superficie cerrada S y una integral triple sobre el sélido encerrado

por S. Por lo tanto, el teorema nos permite calcular integrales de flujo

o integrales triples que normalmente serian dificiles de calcular al
transformar la integral de flujo a unaintegral triple y viceversa.
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Figura 6.89. Bola B, de radio pequefio r centrada en P.

B Ejercicio Aplicando el Teorema de la Divergencia

Calcula la integral de superficie [, F -dS, donde S es el

cilindroz? +y? = 1,0 < z < 2, incluyendo la parte superior e
3

inferior circulares,y F = (& + yz, £ —sen(x2),z — z — y).

() Solucién

B Ejercicio Aplicando el Teorema de la Divergencia

Seav = (—yz, zz,0) el campo de velocidad de un fluido. Sea C
elcubosdlidodadoporl <z <4,2<y<5,1<2z<4,ysea
S el limite de este cubo (ver la siguiente figura). Encuentra el
caudal del fluido através de S.
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Z

Figura 6.90. Campo vectorial v = { — £, £,0)

Solucién

El ejercicio anterior ilustra una consecuencia notable del teorema de
la divergencia. Sea S una superficie cerrada lisa por partes y sea F un

campo vectorial definido en una regién abierta que contiene la
superficie encerrada por S. Si F tiene la forma F =

(f(y,2),9(z, z), h(z,y)), entonces la divergencia de F es cero.
Segun el teorema de la divergencia, el flujo de F a través de S

también es cero. Esto hace que ciertas integrales de flujo sean
increiblemente faciles de calcular. Por ejemplo, supén que queremos
calcular laintegral de flujo [J F - dS donde Ses un cubo'y

F = (sen(y)e¥*, z*2°, cos(zy)e*" *)
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Calcular la integral de flujo directamente seria dificil, si no imposible,
usando técnicas que estudiamos previamente. Como minimo,
tendriamos que dividir la integral de flujo en seis integrales, una para
cada cara del cubo. Pero, debido a que la divergencia de este campo
es cero, el teorema de divergencia muestra inmediatamente que la
integral de flujo es cero.

Ahora podemos usar el teorema de la divergencia para justificar la
interpretacion fisica de la divergencia que discutimos anteriormente.
Recuerda que si F es un campo vectorial tridimensional continuoy P

es un punto en el dominio de F, entonces la divergenciade F en P es
una medida de la "salida" de F en P. Si F representa el campo de
velocidad de un fluido, entonces la divergencia de F en P es una
medida de la tasa de flujo neto fuera del punto P (el flujo de fluido
fuera de P menos el flujo de fluido hacia P). Para ver cémo el
teorema de la divergencia justifica esta interpretacion, sea B, una
bola de radio 7 muy pequeiio con centro P,y supén que B, estaenel
dominio de F. Ademas, supdn que B, tiene una orientacién positiva
hacia afuera. Dado que el radio de B, es pequefio y F es continuo, la
divergencia de F es aproximadamente constante en B,.. Es decir, si
P’ es cualquier punto en B,, entonces div F(P) ~ div F(P’). Sea
S, la esfera limite de B,.. Podemos aproximar el flujo a través de S,
usando el teorema de divergencia de la siguiente manera:

//STF-dS /// div FdV
/// div F(P)dV

= div F(P)V(B,)
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A medida que reducimos el radio r a cero mediante un limite, la
cantidad div F(P)V(B,) se acerca arbitrariamente al flujo. Por lo
tanto,

div F(P) = hm // F-dSs
r—0 V B,.

y podemos considerar la divergencia en P como una medida de la
tasa neta de flujo hacia afuera por unidad de volumen en P. Dado que
"salida" es un término informal para la tasa neta de flujo hacia afuera
por unidad de volumen, hemos justificado la interpretacién fisica de
la divergencia que discutimos anteriormente, y hemos utilizado el
teorema de la divergencia para dar esta justificacion.

6.9.4 Aplicacion en campos electrostaticos

El teorema de la divergencia tiene muchas aplicaciones en fisica e
ingenieria. Nos permite escribir muchas leyes fisicas tanto en una
forma integral y una forma diferencial (de la misma manera que el
teorema de Stokes nos permitié una forma integral y diferencial de |a
ley de Faraday). Las areas de estudio como la dindmica de fluidos, el
electromagnetismo y la mecanica cuantica tienen ecuaciones que
describen la conservacién de la masa, el momento o la energia, y el
teorema de la divergencia nos permite dar estas ecuaciones tanto en
forma integral como diferencial.

Una de las aplicaciones mas comunes del teorema de la divergencia
es en los campos electrostaticos. Un resultado importante en este
tema es la ley de Gauss. Esta ley establece que si S es una superficie

cerrada en el campo electrostatico F, entonces el flujo de F a través
de S es la carga total encerrada por S (dividida por una constante
eléctrica).
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Ahora usamos el teorema de la divergencia para justificar el caso
especial de esta ley en el que el campo electrostatico es generado por
una carga puntual estacionaria en el origen.

Si (z,y, z) es un punto en el espacio, entonces la distancia desde el
punto hasta el origen es r = v/z? +y? + 22. Sea F, el campo

vectorial radial F, = L<f, %, f> El vector en una posicion dada en

,',.2
el espacio apunta en la direccion del vector radial unitario <%, ‘:f, f> y
se escala por la cantidad 1/r2. Por lo tanto, la magnitud de un vector
en un punto dado es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia del vector al origen. Supéna que tenemos una carga
estacionaria de g culombios en el origen, que existe en el vacio. La

carga genera un campo electrostatico £ dado por

q
47eq

E =

F,

donde la aproximacién €y = 8.854 x 1072 farad(F)/m es una
constante eléctrica (la constante €y es una medida de la resistencia

gue se encuentra al formar un campo eléctrico en el vacio). Observa
que E es un campo vectorial radial similar al campo gravitacional. La

diferencia es que este campo apunta hacia afuera mientras que el
campo gravitacional apunta hacia adentro. Porque

E- L p _ 4 <i<£gz>)

 dmey T Ameg \r2V\r'rr

decimos que los campos electrostaticos obedecen a una ley del
cuadrado inverso. Es decir, la fuerza electrostatica en un punto dado
es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia desde la
fuente de la carga (que en este caso esta en el origen).
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Dado este campo vectorial, mostramos que el flujo a través de la
superficie cerrada S es cero si la carga esta fuera de S, y que el flujo

es g/ €y si la carga estd dentro de S. En otras palabras, el flujo a través
de S es la carga dentro de la superficie dividida por la constante «.

Este es un caso especial de la ley de Gauss, y aqui usamos el teorema
de la divergencia para justificar este caso especial.

Para mostrar que el flujo a través de S es la carga dentro de la
superficie dividida por la constante ¢;, necesitamos dos pasos
intermedios. Primero mostramos que la divergencia de F,. es cero y
luego mostramos que el flujo de F,. a través de cualquier superficie
lisa .S es cero o 47. Entonces podemos justificar este caso especial de
laley de Gauss.

B Ejercicio Ladivergenciade F', escero
Verifica que la divergencia de F, sea cero donde F, esta
definido (lejos del origen).

(%) Solucién

Observa que dado que la divergencia de F, es cero y E es F,
escalado por una constante, la divergencia del campo electrostatico
E también es cero (excepto en el origen).
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TEOREMA 6.21
Flujo a través de una superficie lisa

Sea S una superficie cerrada lisa, conectada por partes y sea
F, = 5 (%Y, 2) Luego,

/ / F,.dS — 0 s? S no incluye e'l origen
S 47 si S abarca el origen

En otras palabras, este teorema dice que el flujo de F, a través de
cualquier superficie S cerrada lisa a trozos depende solo de si el
origenestadentrode S.

Prueba

Primero, supén que S no incluye el origen. En este caso, el sélido
encerrado por S esta en el dominio de F,., y dado que la divergencia
de F', es cero, podemos aplicar inmediatamente el teorema de la
divergenciay encontrar que [[¢ F - dS es cero.

Ahora supon que S abarca el origen. No podemos simplemente usar

el teorema de la divergencia para calcular el flujo, porque el campo no
esta definido en el origen. Sea S, una esfera de radio a dentro de S

centrada en el origen. El campo vectorial normal hacia afuera en la
esfera, en coordenadas esféricas, es

ts x tg = (a’cos Osen’¢, a’sen Osen’p, a’sen pcos @)
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Por lo tanto, en la superficie de la esfera, el producto escalar F, - N
(en coordenadas esféricas) es

a? ’ a? T a?
a’sen ¢cos ¢>

= sen ¢(({sen ¢cos 0, sen psen 0, cos ¢) - (sen dcos 0, sen psen 0, cos @)

F, N <sen ¢cos 6 sen ¢psen 8 cos ¢> ) <azcos fsen? ¢, a’sen Osen’d,

= sen ¢

Elflujode F, atravésde S, es

27 g
// F,. -NdS = / / sen ¢pdopdl = 4
S, o Jo

Ahora, recuerda que nos interesa el flujo a través de S, no
necesariamente el flujo a través de S,. Para calcular el flujo a través
de S, sea F el sélido entre las superficies S, y S. Entonces, el limite
de E consiste en S, y S. Denota este limite con S — S, para indicar
que S esta orientado hacia afuera pero ahora S, esta orientado hacia
adentro. Nos gustaria aplicar el teorema de la divergencia al sélido E.

Observa que el teorema de la divergencia, como se indicd, no puede
manejar un sélido como E porque FE tiene un agujero.

Sin embargo, el teorema de la divergencia se puede extender para
manejar soélidos con agujeros, al igual que el teorema de Green se
puede extender para manejar regiones con agujeros. Esto nos
permite usar el teorema de la divergencia de la siguiente manera.

//SSaFr-dS://SFT.dS—//SaFT.dS
Jlpsena
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[l 5 o
//SFT-dS://SaFr-dS:@r

y tenemos el resultado deseado. Ahora volvemos a calcular el flujo a
través de una superficie lisa en el contexto del campo electrostatico
E = ET%FT de una carga puntual en el origen. Sea S una superficie

Por lo tanto

cerrada lisa a trozos que abarca el origen. Luego

//E-dS:// ? g .ds
S 547(-60

q
47T60//SFT.dS
g

€0

Si S noincluye el origen, entonces

//E~dS: d //Fr-dS:O
s dmey JJs

Por lo tanto, hemos justificado la afirmacién que nos propusimos
justificar: el flujo a través de la superficie cerrada Ses cero si la carga

estafuerade S,y el flujo es g/¢g si la carga esta dentro de S.

Este andlisis solo funciona si hay una carga puntual Gnica en el origen.
En este caso, la ley de Gauss dice que el flujo de E a través de S es la

cargatotal encerrada por S.
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La ley de Gauss puede extenderse para manejar multiples sélidos
cargados en el espacio, no solo una carga puntual en el origen. La
l6gica es similar al analisis anterior, pero mas alla del alcance de este
texto. En total generalidad, la ley de Gauss establece que si S es una
superficie cerrada lisa por partes y QQes la cantidad total de carga
dentrode S, entonces el flujo de F atravésde S es Q /.

En la siguiente escena interactiva, disefada por Juan Guillermo
Rivera Berrio, ajusta la magnitud de la carga y el radio de la superficie
gaussiana a su alrededor. Observa como esto afecta el flujo total y la
magnitud del campo eléctrico en la superficie gaussiana.

w(m) [{ | } 222 r{uC) )
v vemsws Redfe

2.60

Flujo

Radio

[campele Ectricolverstislizadiol

fu 0 A3 e D R 2a Bt

Flujo = 0.294 Carnpo elésiics = 288.787

Las flechas representan la magnitud y direcciéon del campo eléctrico
generado por la particula. Puedes cambiar el radio de la superficie
gaussiana y la carga. Puedes, también, rotar el cubo con clic
sostenido.
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B Ejercicio Usando la ley de Gauss

Supdn que tenemos cuatro cargas puntuales estacionarias en el
espacio, todas con una carga de 0.002 Coulombs (C). Las
cargas estan ubicadas en (0,1,1),(1,1,4),(-1,0,0) vy
(—2,—2,2). Sea E el campo electrostatico generado por estas
cargas puntuales. Si S es la esfera de radio 2 orientada hacia
afueray centrada en el origen, entonces encuentre ffs E - dS.

(%) Solucién

Una ultima escena interactiva de PhET Simulaciones, mueve las
cargas positivas y negativas alrededor del campo eléctrico.

- sy =

\
\
~
- et
/
!
i

oo qum

Cargas y campos
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) Ejercicios

== Para los siguientes ejercicios, usa un sistema algebraico

computarizado (CAS) y el teorema de divergencia para evaluar la
integral de superficie fSF -nds para la eleccién dada de F vy la

superficie limite S. Para cada superficie cerrada, supon que N es el
vector normal unitario externo.

376. [TIF(z,y,2) = zi+ yj + zk; S es la superficie del cubo 0 <
r<1,0<y<1,0<2< 1L

377. [Tl F(z,y,z) = (cos yz)i + e%j + 32%k; S es la superficie
del hemisferio z = 1/4 — 22 — y? junto con el disco z2 + y?> < 4 en
el plano zy ( ).

378. [Tl F(z,y,2z) = (a:2 + % — z2)i + z2yj + 32k; Ses la
superficie de las cinco caras del cubo unitario 0 <z < 1,0 <y <
1,0<2z< 1.

379. [Tl F(z,y,2) =zi+yj+zk; S es la superficie del
paraboloide z = z? + y2 para0 < z < 9( ).

380. [T] F(=z,y,2) = z?i + y2j + 2%k; S es la superficie de la
esferaz? + 9% + 22 = 4.

381. [T] F(z,y,2) =zi+yj+ (z2 — 1)k; Entonces S es la
superficie del sélido delimitado por el cilindro > +y?> =4 y los
planosz =0y z = 1( ).

382. [T] F(z,y,z) = zy*i +y2%j + 22zk; Ses la superficie
delimitada arriba por la esfera p = 2 y abajo por el cono ¢ = % en
coordenadas esféricas (piensa en Scomo la superficie de un "cono de
helado").
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[TIF(z,y,2) = z3i + y3j + 3azk (constante a > 0); S es la
superficie delimitada por el cilindro 2% 4+ y? = a2 y los planos z = 0
yz=1( ).

[T] La integral de superficie ffs F - dS, donde S es el sélido
delimitado por el paraboloide z =22+ 4? y el plano z =4, y
F(z,y,2) = (z + y?2)i+ (y + 2%2%)j + (2 + 2%y?)k

Usa el teorema de la divergencia para calcular la integral de
superficie  [[,F-dS, donde F(z,y,2) = (e/)i+ (y+
sen(z%))j+ (z — 1)ky S es el hemisferio superior 22 + y* + 22 =
1,z > 0, orientado hacia arriba ( ).

Usa el teorema de la divergencia para calcular la integral de
superficie [ F - dS,donde F(z,y, z) = i — 2322 + dzy’zky S
es la superficie limitada por el cilindro z2 + y2 = 1y los planos z =
rz+2yz=0.

Usa el teorema de la divergencia para calcular la integral de
superficie [[, F - dS cuando F(z,y, 2) = 222% + 2zy2%j + zz*ky
S es la superficie de la caja con vértices (+£1, +2, £3) ( ).

Usa el teorema de la divergencia para calcular la integral de
superficie [ F - dS cuando F(z,y, z) = ztan™'y*i + 23In(a? +
l)j +2k y S es parte del paraboloide 2%+ y? + 2z =2 que se
encuentra sobre el plano z = 1y estd orientado hacia arriba.

[T] Usa un CAS y el teorema de divergencia para calcular el

fljo [[¢F-dS, donde F(z,y,z) = (z®+°)i+ (v* +2°)j+
(2* + 2%)ky S es una esfera con centro (0, 0) y radio 2 ( ).

1102


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r383.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r385.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r387.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r389.html

390. Usa el teorema de la divergencia para calcular el valor de la
integral de flujo [ F - dS, donde F(z,y,2) = (y° + 3z)i + (w2 +
Y)j+ [z + z*cos(z?y) |k y S es el area de la region limitada por
?+y’=1,2>0,y>0y0<z<1

391. Usa el teorema de la divergencia para calcular la integral de
flujo [f4 F - dS,donde F(z,y, z) = yj — zk y S consiste en la unién
del paraboloide y =2+ 22,0<y <1, y el disco 22+ 22 <
1,y =1, orientado hacia afuera. ;Cudl es el flujo a través del
paraboloide? (Solucion).

392. Usael teorema de divergencia para calcular la integral de flujo
[[g F - dS, donde F(z,y, z) = xi + yj + 2'k y S es una parte del
cono z = y/x2 4+ y? debajo del plano superior z = 1, orientado
hacia abajo.
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393. Usa el teorema de la divergencia para calcular la integral de
superficie  [[(F-dS para F(z,y,2) = z'i — 2°2%j + dzy’zk,
donde Ses la superficie limitada por el cilindro 2 + y2 =1vylos
planosz =z + 2y z = 0( ).

394. ConsideraF(z,y, z) = 2?i + zyj + (2 + 1)k. Sea E el sélido
encerrado por el paraboloide z = 4 — 22 — y? y el plano z = 0 con
vectores normales apuntando hacia afuera de E. Calcula el flujo de F
através de la frontera de E usando el teorema de divergencia.

== Para los siguientes ejercicios, usa un CAS junto con el teorema

de la divergencia para calcular el flujo neto hacia afuera para los
campos a través de las superficies dadas S.

395. [TIF = (x, -2y, 3z); S esesfera {(z,y,2) : > + y? + 2% =
6} ( ).

396. [TI F = (z,2y,z); S es el limite del tetraedro en el primer
octante formado porelplanox +y + z = 1.

397. [MF = (y—2z,2%—y,y*> — z); S es la esfera {(z,y, 2) :
x? +y? + 22 = 4} ( ).

398. [TIF = (z,y, 2); S es la superficie del paraboloide z = 4 —
x? — y?,paraz > 0, mas su base en el plano zy.

== Para los siguientes ejercicios, usa un CAS vy el teorema de la

divergencia para calcular el flujo externo neto para los campos
vectoriales a través del limite de las regiones dadas D.
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[TIF=(z—z,2—y,2y — z); D es la regiéon entre las
esferas de radio 2y 4 centradas en el origen ( ).

TMF==% =_@%) . Desla region entre las esferas de

ol ;; 2+y2+22
radio 1y 2 centradas en el origen.

[TIF = (2%, —y?, 2%); D es laregion del primer octante entre
losplanosz =4 —x —yyz=2—z —y|( ).

Sea F(z,vy, z) = 2xi — 3zyj + z2?k. Usa el teorema de la
divergencia para calcular fst - dS, donde S es la superficie del
cubo con esquinas en
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1) y
(1,1, 1), orientados hacia afuera.

Usa el teorema de la divergencia para encontrar el flujo hacia
afuera del campo F(z,y,z) = (2 — 3y)i+ (2yz + 1)j + zyzk a
través del cubo delimitado por los planos ¢ = £1,y = 1y z = +1
( ).

SeaF(z,y, z) = 2zi — 3yj + 5zk y sea S el hemisferio z =

v/9 — x2—y2 junto con el disco z2 + 9% < 9 en el plano zy. Usa el
teorema de la divergencia.

Evalda [[; F - NdS, donde F(z,y, 2) = 2%i + zyj + °y°k
y S es la superficie que consta de todas las caras excepto el tetraedro
delimitado por el plano € + y + 2z = 1 y los planos de coordenadas,
con vector normal unidad exterior N ( ).
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406. Encuentra el flujo externo neto del campo F = (bz —
cy, cx — az,ay — bx) através de cualquier superficie cerrada lisa en
R3,donde a, by ¢ son constantes.

407. Usa el teorema de divergencia para evaluar [[¢ [|R||R - nds,
donde R(z,y, 2) = zi + yj + zky Seslaesferaz? + y? + 2% = a?
,con constante a > 0 (Solucion).

408. Usa el teorema de la divergencia para evaluar ffSF - dS,
donde F(z,y,2) = y?zi+y’j+zzk y S es el limite del cubo
definidopor—1 <z <1,-1<y<1y0 < 2z < 2.

409. Sea R laregion definida por 22 + 3? + 22 < 1. Usa el teorema
de la divergencia para encontrar [[}, z2dV (Solucion).
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410. Sea F el solido limitado por el plano zy y el paraboloide z =
4—2% — y2 de modo que S es la superficie de la pieza del paraboloide
junto con el disco en el plano zy que forma su parte inferior. Si
F(z,y,2) = (zzsen(yz) + #®)i + cos(yz)j + (32y% — ewzﬂ’z)k,
encuentre ffs F - dS usando el teorema de divergencia.

411. Sea E el cubo unitario sélido con esquinas diagonalmente
opuestas en el origen y (1,1,1), y caras paralelas a los planos de
coordenadas. Sea S la superficie de E, orientada con la normal que
apunta hacia afuera. Usa un CAS para encontrar ffs F - dS usando el
teorema de divergencia si F(z,y,z) = 2zyi + 3ye*j + xzsen zk
(Solucion).

412. Usa el teorema de la divergencia para calcular el flujo de
F(z,y,2) = 2% + 9°j + 23k através de laesferaz?® + y% + 22 = 1
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Encuentra [[¢ F - dS, donde F(z,y,2) =zi+yj+z2ky S
es la superficie orientada hacia afuera obtenida al eliminar el cubo

[1,2] x [1,2] x [1,2]del cubo [0, 2] x [0,2] x [0, 2]( ).
Considera el campo vectorial radial F = & = %
I (m2+y2+z2)

Calcula la integral de superficie, donde S es la superficie de una
esfera de radio a centrada en el origen.

Calcula el flujo de agua a través del cilindro parabdlico S :
Yy = z2, desde 0 < z < 2,0 < z < 3, si el vector de velocidad es
F(z,y,2) = 32%i + 6j + 6z2k ( ).

[T] Usa un CAS para encontrar el flujo del campo vectorial
F(z,y,2) = 2i+ zj+ /2% + y?k a través de la porciéon del
hiperboloide z? + y? = 22 + 1 entre los planos z =0y z = v3,
orientado de manera que el vector normal unitario apunte hacia
afuera desde el eje 2.

[T] Usa un CAS para encontrar el flujo del campo vectorial
F(z,y,2) = (e + 2)i+ (3cos(zz) —y)j+ zk a través de la
superficie S, donde S esta dado por z? = 4x2 + 4y? desde 0 < z <
4, orientado de manera que el vector normal unitario apunte hacia
abajo ( ).

[T] Usa un CAS para calcular [f F - dS, donde F(z,y, z) =
xi+yj+ 22k y S es parte de la esfera 22 + 9% + 22 =2 con 0 <
z <1

1108


file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r413.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r415.html
file:///E:/Proyecto2020/libros/Calculo_III_parte2/Ejercicios/cap6/r417.html

419. Evalda [[(F-dS, donde F(z,y,z) = bxy’i+ bxyj+
(2® + y?) 2’k y S es una superficie cerrada que limita la region y que
consta del sélido cilindroz? + 9% < a?y0 < z < b( ).

420. [T] Usa un CAS para calcular el flujo de F(z,y, 2) = (m3 +

ysen z)i + (y3 + zsen az)j + 3zk através de la superficie S, donde

S es el limite del sélido delimitado por hemisferios z =
4—22—y’yz=,/1—x2 —y? yelplanoz = 0.

421. Usa el teorema de la divergencia para evaluar ffSF - dS,
donde F(z,y,z2) = myi—%yzj + zk y S es la superficie que consta
de tres piezas: z = 4 — 322 — 3y%,1 < z < 4 en la parte superior;
2+ y2 =1,0 < z <1enloslados;yen z = 0 en la parte inferior

( ).

422. [T] Usa un CAS vy el teorema de divergencia para evaluar
[[g F - dS, donde F(z,y, 2) = (2z + ycos z)i + (z? — y)j + y?2k
y S eslaesferaz? + y? 4 22 = 4 orientados hacia el exterior.

4273. Usa el teorema de divergencia para evaluar ffs F . dS,donde
F(z,y,z) = zi+ yj + zky S es el limite del sélido encerrado por el
paraboloide y = 2 4 22 — 2, el cilindro z2 4+ 22 = 1,y el plano z +
y = 2,y S estd orientado hacia afuera ( ).

== Para los siguientes ejercicios, la ley de transferencia de calor de
Fourier establece que el vector de flujo de calor F en un punto es
proporcional al gradiente negativo de la temperatura; es decir, F =
—kVT, lo que significa que la energia térmica fluye de regiones
calientes a regiones frias.
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La constante k > 0 se llama conductividad, que tiene unidades

métricas de julios por metro por segundo-kelvin o vatios por metro-
kelvin. Se da una funcién de temperatura para la regién D. Usa el

teorema de la divergencia para encontrar el flujo de calor neto hacia
el exterior [[( F - NdS = —k [[, VT - NdS através del limite S de

D,donde k = 1.

424, T(z,y,2z) =100+ = + 2y + z; D = {(z,y,2) : 0 < x <
1,0<y<1,0<z<1}

425, T(z,y,z) =100+ e %;D = {(z,y,2) : 0 <z < 1,0 <
y <1,0 <z <1}( ).

426. T(z,y,z) = 100e 2" ~¥'~%"; D es la esfera de radio a
centrada en el origen.
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