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Prefacio

El libro interactivo de “Ecuaciones diferenciales” se pensé para que el
estudiante tenga una herramienta practica en el estudio de las
ecuaciones sin perder el rigor que ésta conlleva, el libro contiene
teoria, ejemplos resueltos paso a paso y ejercicios propuestos con su
respectiva respuesta, pero también, tiene escenas interactivas donde
el lector puede cambiar los enunciados y visualizar las diferentes
graficas e interactuar con ellas, también cuenta con escenas para que
el estudiante repase conceptos de asignaturas previas como
matematicas operativas, calculo diferencial, calculo integral y algebra
lineal. Recuerde que para tener un buen desempefo en esta
asignatura se debe manejar muy bien los conceptos previos
adquiridos en las asignaturas mencionadas anteriormente.

El texto incluye 40 escenas interactivas, disefiadas en DescartesJS y
GeoGebra, para que los estudiantes y el lector puedan tener un
acercamiento mas practico con las ecuaciones, también se incluyen
26 videos de YouTube creados por el mismo autor del libro para
facilitar el desarrollo y mejor entendimiento de los diferentes
contenidos.

El libro tiene cinco capitulos, introduccidon a las ecuaciones
diferenciales, ecuaciones diferenciales de primer orden, ecuaciones
diferenciales de orden superior, transformada de Laplace y series de
Fourier. Con esto se puede comenzar aprendiendo a clasificar las
ecuaciones para luego resolverlas de acuerdo a las caracteristicas de
cadaunadeellas.

Para evitar, al maximo, la dependencia con la conectividad en la red,
las expresiones matematicas se han construido recurriendo al APl de

KATEX.






Capitulo |

INTRODUCCION A LAS
ECUACIONES
DIFERENCIALES







1.1 Ecuaciones Diferenciales y modelos
matematicos

Las diferentes leyes que rigen el universo estan descritas en lenguaje
matematico. Cuando se deben describir fendmenos estaticos, el
algebra es suficiente para resolverlos, pero la mayoria de dichos
fendmenos naturales involucran cambios que dependen del tiempo,
es decir, implican una razén de cambio. Cuando un proceso describe
el comportamiento de algunos fendmenos de la vida real en términos
matematicos recibe el nombre de modelo matematico y se utiliza
para comprender las variables que lo conforman

Luego de plantear un modelo, es necesario resolverlo y confrontar la
solucién para saber si es razonable con los datos experimentales o
con los hechos conocidos. Las hipétesis que se plantean implican una
razén de cambio de una o mas variables independientes con respecto
a una o mas variables dependientes, dicho modelo matematico
implica una ecuacion diferencial (ED)

Las ED tienen una importancia fundamental en las matematicas
debido a que son aplicables a casi todas las ramas del saber, como:
geometria, fisica, quimica y biologia. Estas permiten identificar y
aplicar técnicas y conceptos matematicos que admiten obtener e
interpretar la solucién de una situacion problema en la que
intervienen relaciones entre tasas o razones de cambio de variables
definidas en diversos contextos.

Algunas aplicaciones son: movimiento rectilineo y caida libre,
deformacion de resortes y vigas, mezclas de soluciones salinas,
circuitos en serie, desintegracion radiactiva, fechado de fdésiles con
carbono 14, crecimiento y decrecimiento poblacional, propagacion
de virus y enfermedades, cambio en las temperaturas y reacciones
guimicas entre otros.
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1.2 Definicion de ecuacion Diferencial

Definicion de ecuaciéon diferencial: una ecuacién
que contiene derivadas de una o mas variables
respecto a una o mas variables independientes, se
dice que es una ecuacion diferencial.

Hay dos formas de expresar ecuaciones diferenciales, las dos se van a
utilizar en este libro.

dy
= 44y =1
3) dx 4

b) ylll - 5yll + 4y — O
NOTACION:

Notacion de Leibniz: Utiliza los simbolos dy A dx para representar
incrementos infinitamente pequenos. Se representa como sigue:

dy d2y d3y d™y
de’ dx2’ dx3 = dx

Notacion de Primas: La notacidn prima se usa para denotar el
numero de la derivada siendo esta usada hasta tres prima ("), de ahi
en adelante se utiliza notacion numérica: la cuarta derivada se
denota y(4). La n-ésima derivada se escribe como y(”). Se representa

como sigue:

n)

y/, y// y/// y(4) o y(

14



la notacion de Leibniz Ilamada asi en honor del filésofo y
matematico aleman del siglo XVII Gottfried Wilhelm
Leibniz, utiliza los simbolos dx y dy para representar
incrementos infinitamente pequefiosdex A y

respectivamente, aligualque Az A Ay representan

incrementos finitosx A y.

SABIAS QUE

Leibniz comenzod a usar el caracter f basandose en el caracter de la

palabra latina summa, que escribié como una "s" alargada. Este uso
aparecid6 por primera vez publicamente en su articulo "De
Geometria", publicado en Acta Eruditorum de junio de 1686

La prima es un signo grafico que se usa en matematicas, artes,
ciencias y unidades de medida. En trigonometria, la prima sencilla
indica la precisiéon de minutos y la doble los segundos al referirse a
medidas angulares, cuando se aplica la nomenclatura sexagesimal.
Por ejemplo: 12°18'5" denota 12 grados, 18 minutos y 5 segundos.

En el caso de las funciones matematicas la prima sencilla indica la
primera derivada de la funcién, la doble prima indica
consecuentemente la segunda derivada y asi sucesivamente, de
doble prima en adelante son derivadas de orden superior.

En este libro vamos a utilizar las dos notaciones, pero es importante
resaltar que aunque la notacion de primas es mas practicay rapida de
escribir, la notacién de Leibniz tiene una ventaja sobre la notacion de
primas y es que muestra claramente ambas variables, la dependiente
y laindependiente.

15



1.3 Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales

Se clasifican de acuerdo a tres propiedades.

1.3.1 Segun el tipo:

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO): es la ecuacién que contiene
derivadas respecto a una sola variable independiente. (Son las que se
estudiaran en este libro).

dy
— +y = senx
dx

y/// + 5y/ o 3y —0
"z" Variable independiente.
"y" Variable dependiente

Ecuacion Diferencial Parcial (EDP): es la que contiene las derivadas
parciales respecto a dos o mas variables independientes.

ou_ o
oy Oz

"z" A\ "y" Variables independientes.
"u" A "v" Variables dependientes

Nota: Como todas las ecuaciones diferenciales que vamos a trabajar
en este libro son ordinarias las vamos a llamar ED

16



1.3.2 Segun el orden:

El orden de una ED es el de la derivada de mayor orden que hay en |la
ecuacion.

d2
%:‘2/ + 5y = senx ED de segundo orden

y" +5y" -3y +y=0  EDdetercerorden

dly d?y .

dz? + 122 +y =e ED de cuarto orden
x x

y + 2y = tanz ED de primer orden

1.3.3 Segun la linealidad:

Se dice que una ED de n-ésimo orden es lineal si F es lineal en la
variable dependiente, esto significa que una ED es lineal si tiene la
forma

dn—ly

d
ot et a@) g +a(@)y = g(a)

dx

an,(x) + a,_1(x)

dxn
Las caracteristicas especiales son:

- la variable dependiente A todas sus derivadas son de primer grado.

- Los coeficientes de a,,, a,,_1, ..., a1, ag A las funciones dependen a
los mas de la variable independiente.

2

zy" — 4y ==z ED lineal de segundo orden

17



La ecuacidn es lineal porque la variable que tiene exponente es la
variable independiente.

23y" +xy —y=In|y| ED no lineal de tercer orden

La ecuacion no es lineal porque la funcion logaritmo depende de la
variable dependiente

d'y d2y ?
o + 17 (E) + 16y =0 ED no lineal de cuarto orden

La ecuacién no es lineal porque la segunda derivada esta elevada a un
exponente

Y =y—y° ED no lineal de primer orden

La ecuacion no es lineal porque la variable dependiente esta elevada
a un exponente

En general es mas facil identificar cuando una ED es no lineal, que
cuando es lineal.

Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Plantillas con
descartes JS, debes arrastrar la flecha desde la ED lado izquierdo
hasta el texto del lado derecho para identificar el orden vy la linealidad
de cada ecuacion diferencial. Es importante aprender a identificar las
ED segun el orden vy la linealidad, para aplicar el método adecuado de
soluciéon que veremos mas adelante.

18


https://proyectodescartes.org/plantillas/materiales_didacticos/Emparejamiento1_texto_imagen-JS/index.html

Arrastra las flechas a la pestafa correspondiente.

Y +20=0 Ep]ineaildelprimery
—>
linealldermerd
2_‘1-‘l<| = ‘:"_'Iy‘l:-1 t ]2‘1-"”-—&1 "'% m rden m
N lineall
(1+e) ?— &y=0

1/5

1.4 Solucion de una ecuacion Diferencial

Definicién: Cualquier funcion f definida en un
intervalo I A que tiene al menos n derivadas
continuas en f, las cuales cuando se sustituyen en

una ED ordinaria de n-ésimo orden reducen la
ecuacion a una identidad, se dice que es una solucion
de la ecuaciéon en el intervalo.

Intervalo de definicion: La solucién de una ecuacion diferencial debe
estar definida en un intervalo. Dicho intervalo se conoce como
intervalo de definicién, intervalo de existencia o dominio de la
solucion.

19
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1.4.1 Tipos de soluciones

Solucion trivial: Es la solucion de una ED que es idéntica a cero en un
intervalo I

y=20

Puede ocurrir que una ecuacién de orden superior tenga una o varias
soluciones triviales, lo que no puede ocurrir es que todas las
soluciones sean triviales

Solucidn explicita: Es la solucion en la que la variable dependiente se
expresa s6lo en términos de la variable independiente A las

constantes.

1
Lafunciény = 4 + —e " es solucién explicita de la ED

dy
5! 20
dz Ty =

1
En el ejemplo (1) de la pagina 21 se verificaraque y =4+ 56_5"”

es solucionde laED ;l + 5y = 20

Solucién implicita: Se dice que una funcién G(z,y) =0 es una

solucién implicita de una ED en un intervalo I, suponiendo que existe

al menos una funcién f que satisface la relacién asicomolaED en I
dy x

Lafuncién z? + y? = 4 es solucién implicita de la ED —= 7 ——en
z Y

elintervalo -2 < < 2

20



Ejemplo 1. Verificacidn de una solucion

Verifique que la funcién y = 4 + ce 5% es una solucién de la ED

W |5y — 20
dz y=

Solucion

Como la ecuacién es de primer orden, se debe derivar una vez la
funcion.

dy
dx

— —bHce

Reemplazando la funcién A la derivada en la ED se tiene
—5ce % + 5(4 + ce ™) = 20

Aplicando propiedad distributiva

—5ce ™% + 20 + Hee % = 20

Agrupando términos semejantes queda 20 = 20

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacién es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcion

d
y = 4 + ce® es solucién de laED ﬁ + 5y = 20

21



Ejemplo 2. Verificacion de una solucidn

Verifique que la funciény = ze 3% es una solucion de la ED
y' +6y +9y=0

Solucion

Como la ecuacidn es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion, tenga en cuenta que se debe derivar como un producto.

Yy = xe
Yy = —3ze 3% 4 e 3

y" = 9ze 3% — 3e73% — 3¢

Agrupando términos semejantes

y" = 9xe 3% — Ge 3"

Ahora reemplazamos la funciény las dos derivadas en la ED
9ze 3% — 6e 32 +6(—3ze 3 + e73%)+9(ze3%) = 0
Aplicando propiedad distributiva

9ze 3% — 6e 3% — 18ze 3% + 6737 + 9ze 3% = 0

Agrupando términos semejantes

22



0=0

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacién es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcion
y = ze *®essoluciondelaED 3" + 6y’ + 9y =
0

Ejemplo 3. Comprobacion de una solucion

Verificar si la funcion y = xsen(In |x|) es solucién explicita de la
ED z%y" +zy +2y=0

Solucion

Como la ecuacidn es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion, tenga en cuenta que se debe derivar como un producto.

y = zsen(ln|z|)

1
y' = zcos(ln |w\); + sen(In |z|)(1)
y' = cos(In|z|) 4+ sen(ln|z|)

1 1
n_ _ 1 - 1 -
Yy sen(n\x|)a3 —I—cos(n\x|)m

23



Ahora se reemplaza la funcioén y sus derivadas en la ED de segundo
orden.

1 1
z?(—sen(In|z|) = + cos(In|z|)=)+z(cos(In|z|) +
T T
sen(ln|z|))+2(zsen(ln |z|)) = 0
Propiedad distributiva

—zsen(In |z|) + zcos(In |z|) + zcos(In |z|) + zsen(In|z|) +
2zsen(ln |z|) =0

Agrupando términos semejantes se obtiene
2zcos(In |z|) + 2zsen(ln|z|) = 0

Como no se cumple la identidad, se puede afirmar que

y = xzsen(ln |z|) No es la solucién de laED
2y + xy' +2y =0

Ejemplo 4. Comprobacion de una solucion
implicita.

Demuestre que la relacion z? + y?2 = 4 es solucién implicita de la

d
D 2 — T enelintervalo (—2,2)
dx Y

24



Solucion
Se deriva dos veces la funciéon

d d
2z + 2y£ =0 despejando se obtiene @9 __ %

dx Y

Ademas, resolviendo z% +y? =4 para y en términos de z se
obtiene.

y = +v4 — 2

las dos funciones y = v4 — 22 Ay = —+/4 — 22 satisfacen la
relacién z2 + y? = 4 A son las soluciones explicitas definidas en el

intervalo (—2, 2)

Las dos funciones, tanto la positiva como la negativa,
satisfacen larelacién A son la solucién implicita,
definidas en el intervalo abierto (—2, 2)

Ejemplo 5. Comprobacion de una solucion

implicita.

Demuestre que la funcién z%y — tanz + y> = Oes

solucién implicita de la ED (2zy — sec’z)dz + (2% + 2y)dy = 0

25



Solucion

Primero debemos organizar la ED, dividiéndola toda por dx

dy

da:zo

(2zy — sec’z) + (z? + 2y)

d
Ahora despejamos el d—y obtenemos
T

dy sec’x — 2xy

de 22+ 2y

Ahora vamos a derivar la funcién z?y — tanz + y? = 0 aplicando
derivacién implicita.

dy dy
22
+ 2zy — sec’x + 2y—= =0
dz Y Y iz
e dy .
Agrupando los términos con — al lado izquierdo y los otros
T
términos al lado derecho, obtenemos
d dy
+ 2y—2L = —2zy + sec®x
T dr yda: Y
d
Sacando factor comun a9y
T
d
il (2 + 2y) = —2zy + sec’x

dx

d
Despejando d—y obtenemos
x

26



dy sectz — 2zy

de  z2+2y

Como los dos resultados son iguales, podemos decir
que la funcién 2’y — tanz + y*> = 0 es solucién
implicitade laED

(2zy — sec’z)dz + (z* + 2y)dy = 0

1.4.2 Familias de soluciones

Familias de soluciones: una ED puede tener una cantidad a de

soluciones que corresponden a las elecciones ilimitadas de
parametros. Todas estas familias se llaman familias paramétricas de
soluciones. El pardmetro esta directamente relacionado con el orden
de laED.

Si la ED es de primer orden, la solucién es uniparamétrica. Hay un
parametro c que puede tomar diferentes valores.

Si la ED es de segundo orden, la solucién es biparamétrica. Hay dos
parametros c; A ¢y que pueden tomar diferentes valores.

Si la ED es de tercer orden, la solucion es triparamétrica. Hay tres
parametros ci, c2 A\ c3 que pueden tomar diferentes valores.

Si la ED es de orden n, la solucién es n-paramétrica. Hay n
parametros cy, ¢y, c3 . . ., ¢, que pueden tomar diferentes valores.
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Solucion general: Es |a funcion que satisface a la ED A que contiene
una o mas constantes arbitrarias dependiendo del orden de la
ecuacion diferencial y que fueron obtenidas de las sucesivas
integraciones.

La funciony = cizcos(In |z|) 4+ cozsen(ln |z|)
Es unasolucion generalde laED

2y —zy +2y =0

La funciony = c1€%® + coze®
Es una solucion general de laED

y/l_4yl+4y:O

Solucidén particular: Es la funcion que satisface a la ED A cuyas
constantes arbitrarias toman un valor especifico.

2 1
La funciony = gwcos(ln |z|) — gwsen(ln |z|)
Es una solucion particular de la ED
22y —xy +2y=0
2x 2x

La funcidny = ge — —Te

Es una solucion particular de la ED

y' —4y' +4y =0
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de comprobacién de una solucién explicita.

Veren EBYouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de comprobacién de una solucién explicita.

MAS VIDEDS

P o) o12/37 B & Youlube [2
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1.4.3 Curva solucion

Curva solucién: La grafica de la solucion de una ED se llama curva
solucion. Puesto que la funcién es derivable y continua en el intervalo
de definicién I. Es probable que la grafica de la ED sea diferente a la

grafica de la solucién, por lo cual el dominio de cada una no
necesariamente debe ser igual.

Geométricamente, la solucion general representa una familia de
curvas. La solucion general es una familia de graficas que van
cambiando dependiendo del valor del parametro ¢, la solucion

particular es una de las curvas de la familia.

Geométricamente se puede hallar la solucién deunaED ¢/ = f(z,y)
dada. En cada punto (z, y) del plano xy, el valor de f(x, y) determina
una pendiente m = f(z,y), esto significa que la solucién de una ED
es simplemente una funcién derivable cuya grafica y = y(x)
tiene su “pendiente correcta” en cada punto (z, y(z)).

Una curva solucionde laED y' = f(z,y) es claramente una curvaen
el plano zy cuya linea tangente en cada punto (z, y) tiene pendiente

m = f(:c,y)

En la siguiente escena interactiva podras interactuar con la solucién

dy 2t
=1In|t® + 1| + ¢ delaecuaciéndiferencial —= = ——.
y=1n| | it 211
En la siguiente escena interactiva, disefada por Jorge L. Herrera,

podras ver cdmo cambia la grafica de una ED al cambiar el valor del
parametro c.
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Ecuacion diferencial.
dy 2t

dt ~ t2+4+1

Solucion general:

y=Int+1)+c

Deslice el puntero para ver la construccion de la
Familia de Soluciones.

=
e
&

En la siguiente escena interactiva, disenada por Adrian Rocha
Ichante, podras ver cobmo cambia la grafica de la ED al cambiar el
valor del parametro c. La solucién es una familia de soluciones.

Ecuacion diferencial

Y=y
Solucién general
y = ce”

s |57

Condicion inicial _
y(0) =3 v
Solucién particular

y = 3e”

1 15 2 25 3 s 4 45 5 55
(1,-2)

Condicion inicial
y(1) = -2

Solucién particular

[«

y——2e*7"
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1.5 Problemas de valor inicial

A menudo es interesante resolver una ecuacion diferencial de primer
dy

orden de la forma I = f(z,y), sujeta a la condicion inicial
T

Y(Zo) = Yo

Ejemplo 1. PVIde primer orden

y = ce® es una familia uniparamétrica de soluciones de la ED de
primer orden y' =y en el intervalo (—oo,00). Determine una

solucion del problema de valor inicial PVI de primer orden que
consiste en esta ecuacion diferencial A la condicién inicial y(0) = 5

Solucion

y = ce” Se reemplaza la condicién inicial
y(0) = 5. Recuerde que la condicion
inicial es y(xg) = yo, es decir, y =5
cuandoz =0

5 = ce’ El valor del parametro es:

c=2>5 reemplazando en la solucién general,

obtenemos la solucién particular.
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Ejemplo 2. PVI de segundo orden

y=ce?*+ co€e®®  es una familia biparamétrica de soluciones de la
ED de segundoordeny” —y' — 2y =0

Determinar c1 A c2 de modo que se cumplan las condiciones iniciales
y(0) =2Ay'(0) = -3

Solucion
y = cie % + cye** eslasolucién generalde laEDy” — ¢ — 2y = 0

Para hallar los valores de ¢; A ¢ y expresar la solucion particular se
debe reemplazar la condicién y(0) = 2 en la solucién de la siguiente
forma:

2 = c1e? + c9e%. Recuerde que €” = 1, entonces queda una ecuacion
con dos incognitas 2 = ¢; + co 'y lallamamos ecuacion (1)

Para resolver esta ecuacion se necesita tener otra ecuacion con dos
incognitas, entonces se deriva la solucién y se reemplaza la condicién

y'(0) = —3 de lasiguiente forma:

Derivando la solucion obtenemos ' = —cie @ + 2coe2®
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Reemplazando la condicién inicial —3 = —c;€° + 2c2e” se llega a la
ecuacion —3 = —c; + 2¢2  y lallamamos ecuacion (2)

Con las ecuaciones (1) A (2) se puede formar un sistema de
ecuaciones

ci+cyg =2
—C1—|—2CQ=—3

Este sistema se puede resolver por igualacion, sustitucion o
eliminacion.

Teniendo en cuenta las dos ecuaciones resultantes, lo vamos a
resolver por eliminacién

€+ cp =2
¢y +2¢co = —3
3co = —1
Obtenemos ¢y = —%

Reemplazando en la ecuacién 2 = ¢; + c3 llegamos a

1
2201—5

Despejando c; se obtiene

7
Ci1 — ¢

3
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Entonces la solucion particular es

Ejemplo 3. Intervalo de definicion de una

solucion
1 s : . :
y=— es una familia uniparamétrica de soluciones de la
T°+c

ecuacion diferencial de Primer orden /' + 2zy? = 0. Determine una
solucion del PVI y(1) =4 de primer orden que consiste en esta

ecuacion diferencial y las condiciones iniciales dadas. Dé el intervalo
en el cual esta definida la solucion.

Solucion

es la solucion general de laED ¢ + 2zy? = 0

y::c2+c

Para hallar el valor de ¢ se debe reemplazar la condiciéon y(1) = 4 en
la solucién de la siguiente forma:

4 =

PR Despejando obtenemos. 4 + 4¢c = 1
c

3
Despejando el parametro c obtenemosc = — 1
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1 3
La solucion particularesy = 3 el dominioes R — {ig }
22 — 2
4

El intervalo de definicion esta dado por.

(oo—_ﬁ> U (—_ﬁ ﬁ) ] (£w>
12 2 2 2

1.5.1 Campos direccionales

A partir del capitulo 2 se hara un analisis de los diferentes métodos
para resolver ED, para lo cual, es necesario identificar primero el tipo
de ecuacioén para saber cual o cudles métodos aplicar, pero antes de
proceder a dicho analisis, nos detendremos en la interpretacion
geomeétrica de las ED y sus soluciones.

Desde el punto de vista geométrico hay un método para obtener
soluciones aproximadas de la ED y' = f(z,) a través de cada grupo

representativo de puntos (z,y) en el plano se obtiene un segmento
lineal con pendiente m = f(x,y), todos los segmentos lineales
constituyen un campo de pendientes o un campo direccional

Laterna (z,y,y’) determina la direccién de una recta que pasa por el
punto (z,y). El conjunto de los segmentos de estas rectas es la
representacion geométrica del campo direccional

Una Isdclina es el conjunto de los puntos del plano en donde las
rectas tangentes a las graficas de las soluciones de la ecuacién
diferencial tienen la misma pendiente. Estos puntos son aquellos que
satisfaceny’ = f(z,y) = ¢
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En las siguientes tres escenas interactivas podres ver el
comportamiento de los campos direccionales y las Iséclinas de
diferentes ED.

En la primera escena interactiva podras ver el comportamiento del
. . . d x
campo de direcciones de una ED de primer orden “y__z y la
z Yy
grafica solucién para diferentes valores del pardmetro (radio de
circunferencia).

En la segunda escena interactiva podras ver el comportamiento del
campo de direcciones, densidad y longitud de una ED de primer

d
orden d_y = x, pero puedes cambiar la ED ingresando otra funcién
x

diferente, ademas, puedes visualizar soluciones particulares para
diferentes valores del pardmetro.

En la tercera escena interactiva podras interactuar con las Isdclinas
gue estan formadas por la soluciénde laED

y=x+y—1

Al mover el deslizador, podras ver las pendientes de las rectas
tangentes de acuerdo con larecta

k=x+y+ L

Las flechas indican cdmo va cambiando el campo de direcciones de la
ED

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Jorge Olivares Funes,
podras ver el campo direccional de una ED y cobmo cambia el radio de
la circunferencia.
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-0

-20

Campo de direcciones
n=1.1
. &
Radio de la circunferencia
r=185
—
20 25 30 ) 40 &5 50°

Ecuacion diferencial

dy —=
dz =~ vy

En la siguiente escena interactiva, disefiada por

ver el campo direccional de una ED.

Soed Torres, podras

v (o)
Densidad del -+
C::Poade c;recciones \ Vo C Ingreiela ancka
g \ NN
° f'(x,y)=x
Longitud del \ \N o 7/ /
Campo de direcciones ]'t WA ap / f ,"
, X
12 -10 -8 i 8 8 10 12
Step size: 0.1 Ecuacion diferencial
[/] Solution A
|| Solution B d_y =
[] Solution C da
[v/] Solution D
-5
@ -5

o]
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En la siguiente escena interactiva, disefada por Diego Sandoval,
podras ver las Isdclinas de una ED y como cambian a medida que se
cambia el valor del parametro.

o7l

1.5.2 Existencia y unicidad

Cuando se considera un problema de valor inicial (PVI) se deben
considerar dos preguntas:

¢Existe la solucion del problema? Si la respuesta es afirmativa se
debe preguntar ¢La solucion es Gnica?

Dadauna ED dy = f(z,y)
dx

Donde f(z,y) estd definida en una regiéon rectangular R que
contiene al punto (g, ¥o)
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Si f(z,y) satisface las condiciones:

1. f(=,y)escontinuaenR,

2. — escontinuaen R
Oy

Entonces existe un intervalo I con centro en zy A existe una y sélo
una funcién y = g(x) definida en el intervalo I que satisface la
condicién inicial y(zo) = yo

En otras palabras, las condiciones para la existencia de la solucién
son:

e Continuidad de f(z, y) enR,
e Acotamiento de f(x,y) por R,

Y las condiciones para la unicidad son:

e Continuidad de f(z,y) A Z_f en R,
Yy

0
e Acotamientode f(z,y) A 8_£ por R,

Estas condiciones son suficientes pero no necesarias, porque puede
existir una solucion que satisface y(z¢) = yo, pero que no cumple la

condicién 1, o la condicién 2, o ninguna de las dos.

A continuacion vamos a ver un ejemplo y luego a definir la existencia
y unicidad de soluciones.
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Ejemplo 1. Existencia y unicidad

Cada una de las funciones y = 0 A y = z? satisface la ED

d

d_y =2,/y A lacondiciéninicial y(0) = 0
T

Solucién

d
EIPVI d—y = 2,/y, y(0) = Otiene al menos dos soluciones. como se
z

muestra enla figura 1.

El estudiante puede verificar que las dos funciones son solucién de la
ED, ademas, las graficas de las dos soluciones pasan por el mismo
punto (0, 0)

-2

_4

Grafica 1 Dos soluciones del mismo PVI.
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—— Ejemplo 2. Existenciay unicidad

Verificar silafunciony = —

- cumplelaCl. y(0) =1

Solucién

Reemplazando las condiciones iniciales y =1 cuando £ = 0 en la
funcién, obtenemos

1 = ——— nos queda laecuacién 1 = 0 lo cual es un absurdo.
1+ ¢(0)

Esto quiere decir que es imposible que dicha soluciéon cumpla las
condiciones iniciales
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Ejemplo 3. Existencia y unicidad

d
Demuestre que la ED d—y + y = 0 tiene solucién unica para la Cl.
x
y(1) =3
Solucién

Vamos a demostrar que la ED tiene solucién unica sin resolverla, para
esto debemos despejar la ED.

dy
dx Y
La funcién f(x,y) = —y es un polinomio, por lo cual es continua en

todo el plano R?

Ahora se deriva parcialmente la funcion respectoa y

0

_f f— —1
Ay

Es una funcion constante, por lo cual es continua en todo el plano R?

Ambas funciones son continuas en cualquier rectangulo que
contenga el punto (1, 3), como se cumplen las condiciones 1 A 2 en

un intervalo con centro en x; entonces el PVI tiene solucion Unica
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Ejemplo 4. Existencia y unicidad

d
Determine una regién del plano xy para el que la ED d_y =./Ty
T

tiene solucién Unica, cuyas graficas pasen por un punto (zg, yo ) en la
region

Solucién
f(w7 y) =Ty

Una raiz par no puede ser negativa, pero como esta en el numerador
puede ser 0

La funcidénes contindaparaz > 0Ay > 0oparaz <0Ay <0

Ahora se deriva parcialmente la funcion respectoa y

of = _1 Jz
i

Ay
Una raiz par no puede ser negativa, pero como y esta en el
denominador no puede ser 0

< |8

La funcidénes continaparaz >0 A y > 0oparax<0Ay<0

La funcién es continta en la intercepciéon de los dos rectangulos es
decirparaz > 0Ay > 0oparaz<0Ay<0
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1.6 Repasando trigonometria y derivadas

Como acabas de ver en los contenidos vistos hasta ahora es muy
importante que manejes bien los conceptos de trigonometria basicay
de derivadas, por eso vamos a repasar un poco dichos contenidos, si
ya los manejas bien, pasa directamente a la pagina 53 para practicar
lo visto hasta el momento.

A continuacion encontraras una tabla con las identidades
trigonométricas basicas y pitagoricas para que uses al resolver
ejercicios que contengan funciones trigonométricas.

Identidades trigonométricas basicas

tanx = cotx = 1 1
COSX senx e = e =
€OSX senx
sen®x + cos®x =1 Despejando sen’x = 1—cos’x  cos®x =1—sen’x
1+ tan’x = sex?x Despejando tan’x = sex®x —1 1= sex’x —tan’x
1+ cot’x = csc’x Despejando cot’x = csclx — 1 1 =csc?x —cot’x
Angulo medio 1—cos2x
sen‘y = —— - 1+ cos2x - 1—cos2x
2 cos“x = —— tan<x =
2 1+ cos2x
Angulodoble  sen2x = 2senxcosx cos2x = cos’x — sen’x Itanx
tanlx = -
1—tan‘x
Angulo opuesto  sen(—x) = —senx cos(—x) = cosx tan(—x) = —tanx
Angulo opuesto csc(—x) = —cscx sec(—x) = secx cot(—x) = —cotx

Tabla 1. Identidades trigonométricas
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Ahora vamos a repasar derivadas. Recuerda que una derivada se
puede resolver utilizando el concepto de limite, pero como ya viste la
asignatura calculo diferencial y aprendiste a derivar utilizando el
concepto de limite y nuestro interés es sélo derivar de forma
correcta, vamos a utilizar la siguiente tabla que contiene las
derivadas basicas, la regla de la suma y de la diferencia, la regla del
producto y la regla del cociente, ademas las derivadas de las
funciones hiperbdlicas las cuales vamos a utilizar cuando resolvamos
ED de orden superior.

Tabla de derivadas

d d o
la=o Wl [secx] = secxt
= [senx| = cosx 7 lsecx] = secxtanx
Th=1 @I kfR)  lcosx] = * fesex] = ~esexcot
O x| = i flx)] = kf'(x i cosx| = —senx o cscx| = —cscxcotx
d d d d 1
— [a*] = g% —[& = 2 _ tx] = — 2 _ -1 =
dx[e |=e dx[ anx| = sec?x dx[m x] cscix dx[s&-n x] N
d 1 drox] _ .x d d -1
L - — [a*] = a*In|a| 2 tan—ix] = _ 2 rcos—1x] =
dxl n|x|] o dx dxl anlx| T2 — [cos1x] et
Derivada de una suma d q ;
a[uiy] =u't1" Denuadadetmprnducto dixl'uv'l = Lo
: d
Wdﬂm d [li] _ ru' —qrw' d [tanhx] = —sech?x = leschx] = —eschxcothx
cociente dx lw e dx

d
— [senhx] = coshx T [coshx] = senhx

d d
dx E[cathx] = —csch’x T [sechx] = —sechxtanhx

Tabla 2. Derivadas
En la siguiente escena interactiva, resuelve los ejercicios propuestos
que corresponden a la derivada de la suma y la diferencia de

funciones.
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Para comenzar debes recordar las siguientes propiedades

i(uifv) =u £
dx
d%c(:c)” = nz" !

Debes resolver en tu cuaderno o libreta de apuntes cada ejercicio y
después verificar que tu solucién corresponda con la de cada
ejemplo, luego da click en el botén otro ejemplo para resolver mas
ejercicios hasta que consideres que ya recuerdas bien el concepto de
derivada.

En la siguiente escena interactiva, Que se encuentra en la pagina 112
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de

polinomios

o]
f(x) = -10x°+2x°+7x-7

d . )
d—f[’(x) = -30x°+4x+7

Otro ejemplo

En la siguiente escena interactiva, resuelve los ejercicios propuestos
gue corresponden a la derivada de un producto.
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Selecciona la opcidn apropiada y dale verificar. Si deseas ver el paso a
paso, pulsa el botén Ver solucién. Luego selecciona siguiente para ver
otro ejercicio

Recuerda que es muy importante derivar los productos de forma
adecuada para verificar soluciones de ecuaciones diferenciales tanto
de primer orden, como las de orden superior que se veran en el
proximo capitulo.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 120
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de
un producto

Ejercicio 1 de 6 E

Sean f(x)=3x Yy gfx)=x’+x.
¢, Cudl es la derivada de f-g?

O 9x2+6x
O x+4x
O 2x+4
O 32x+1)

Ver solucion Siguiente »
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En la siguiente escena interactiva, resuelve los ejercicios propuestos
que corresponden a la derivada de un cociente, verifica que tu
solucién corresponda con la de cada ejercicio, luego selecciona
siguiente para ver otro ejemplo.

Cuando se deriva un cociente es muy importante tener en cuenta el
orden de la derivada. La férmula de la derivada del producto y del
cociente las encuentras en la tabla de la pagina 45

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 119
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de
un cociente

Ejemplo 1 de 5 o]

Calcular la derivada de f(){):i3
X

if(x):ii
dx dx x°
d d
—1)x3-(—x3)-1
B ( ™~ X-( ™ )
(%)
_0-x3-3x2.1 _-3x2_ 3
- X® X %3
| | _Siguiente > _
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En la siguiente escena interactiva, resuelve cada ejercicio y
selecciona la respuesta correcta, dale verificar para comprobar si es
correcta, luego selecciona siguiente para ver otro ejercicio.

Podras comprobar tu destreza para derivar un cociente en el cual hay
polinomios, funciones trigonométricas, logaritmos y exponenciales.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 124
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de

un cociente

S . s : cos(x) E
Ejercicio 1 de 4. ;Cual es la derivada de f(x)=——="7

sen(x)
Respuesta: v
a) Fix)= -sen(x)
S cos(x)
L sen?(x)-cosi(x
b) f /()= =

sen’(x)

c) f'(x)=-csc?(x)

cos*(x)-sen’(x)

d) /()=

sen(x)

" Siguiente > |

" < Anterior |
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Los siguientes ejercicios fueron disefiados por Miguel Angel Cabezén
Ochoa. En esta escena interactiva puedes realizar ejercicios
aplicando regla de la cadena con diferentes funciones. Selecciona el
tipo de derivada a practicar, haciendo clic en una de las opciones de la
columna izquierda. La ultima opcion muestra diferentes funciones de
forma aleatoria.

Tienes a disposicion una gran cantidad de ejercicios. Te sugerimos
realizarlos en tu cuaderno o libreta de apuntes, cuando hayas
terminado puedes verificarlos con la solucion del interactivo.

Asi que mucho animo y ponte a practicar.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 132
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas
utilizando regla de la cadena

o7

y = OO =y = ) ()

Fiix)
i)

g = ) Ly s el Regla de la cadena
© , y' = () na f(g(x))'=f (9(x))-g'(x)

N

y = Infiu) — y'=

T

y = senflu) — y' = f'{x)-cosfix)

Para empezar haz clic sobre un tipo de derivada
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Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Plantillas con
descartes_JS, encontrards una sopa de letras con 10 palabras
relacionadas a las definiciones que acabas de estudiar en las paginas
anteriores sobre clasificacién de las ecuaciones diferenciales, tipos
de soluciones y problemas de valor inicial entre otros. Recuerda que
es muy importante comprender bien los conceptos tedricos para
resolver de forma adecuada los ejercicios.

E/GIOR/TIE/MA|R/AP|I |FIKIY

DI |[FIE/R|E/N|/C|I |A|L|Z|T|[P|N

VID A DI |LIAE|IN|I|L| Z|IOIEIE Halla 10 DEFINICIONES .

o[ B[ Z[ A[F[ S| E[ S| A| P[P RR[ D[ X| |evertaraiecnresaons

O J|U/P|IVIQU QKT WA|Y DP

RIMZ|H RN WR|E|G|I |L[Y|L|L

H O/B|X|C|G|UF|L|L|/H U N A[I

W X(KIMC|L/N[D F/QI|C|GR|C

LI NQ P EWE|F|[Y E[C|I |WE|I

Z|Z|G D T|L/B|[J|IR|P/C|T|Y NT

E/ICIK|T/R|I |VII |AJ[L| Q| R|X|E[A

PR/l |ME|RIOR|IDE|N/A|V|G|Z

AR/l [MP|L|I|[C|I|[T AP S E|T

G(WS| X QOKS|J|J|Z Z|[G|E|Y Haz clic en la primera letra de la palabra,
luego dinge el ratom a la thma letra y

Y R|LIY|I|VIP MFEQQI GV yuelveahmc]jc,l’alabmoolomdaw

incorrecta, palabra verde es un acierto.
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1.6.1 Ejercicios y respuestas del capitulo 1

Ejercicios de repaso Capitulo 1

o]

En los ejercicios 1 a 20, Compruebe si la funcién indicada es una solucidén o no de

la E.D. dada.

s

2. y=e* 4 10e*

3. y=uazh|z

4.y = btanbz

5 . Senr
Y 3z
6 g 3
Y= 3212
1
7 Y 0
COST

de

de

de

de

de

de

de

2% +y=0
dy

— 2 b
dr y=¢e
y ——y=1
y =25+
:xyj by = cosx

yt ytane = 0
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Capitulo 2

ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER
ORDEN
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2.1 Ecuaciones de variables separables

Definicion: se dice que una E.D. de primer orden de

d
la forma 4 _ M es separable o que tiene
dr  h(y)

variables separables.

Método de solucion La solucion de la ED es de la forma

[h(y)dy = [ g(z)dz + ¢

Nota: No es necesario emplear dos constantes de integracién al
resolver la ED, porque si escribimos [ h(y)dy + ¢1 = [ g(z)dz + ¢

la diferencia entre cs — ¢; da como resultado una constante ¢

Ejemplo 1: Solucion de una ED separable
ResolverlaED  zsenxe Ydx — ydy = 0

Solucion

x senx e Ydr —ydy =0  Primerodebemos tener un diferencial
acadalado de la ecuacion
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x senx e Ydx = y dy
Y
r senx dr = —dy
e Y

x senx dr =y e¥ dy

[z senz dz=[ye¥dy

Ahora separamos variables

Pasamos Euler al numerador
aplicando propiedades de
potenciacién

Los diferenciales indican que se
debe integrar

Ahora se integra cada lado
aplicando integracién por partes

f T senx dx U==z dv = senxzdzx
du = dz V = —COSZT

f x senx dr = —x cosx + senx + ¢

[ye¥dy U=y dv = e¥dy

Jyevdy=ye ¥ —e¥

—& cosT + senx +c=

du = dy v=-eY

Uniendo los resultados de las dos
integrales obtenemos la solucion
delaED

y e_y — e_y
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Factorizando obtenemos la solucion implicita

eV (y—1)=—z cosz + senx + c

Ejemplo 2: Separando variables

Resolver la ED

Solucion

xtanxdxr — ycosxdy = 0

xtanx

dr = ydy
cosSx
x ser;w dr = ydy
cos“x

/az se’n;z: dr = /ydy
cos’x

xtanrdx — ycosxdy = 0

Separamos variables

La integral no es por sustitucion,
entonces se debe aplicar identidades
para integrar por sustitucion.

Senr

Recuerde que tanxz =
CcoSx

Los diferenciales indican que se debe
integrar

La integral del lado izquierdo es por
partes, primero integramos el dv
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/ senr d U = cosx du = —senxdz

d 1 1
— —u:—/UQdu:—: = secr

senc
5 SENT o U= dv = —
cos2x cos‘x

du = dx vV = secx

sent
T—— = zSecr — secxdzr
cos’x

Organizando laintegral

zsecr — [ secx = [ydy
Integrando a ambos lados obtenemos la solucion general

Nota La integral de secante esta en la tabla de la pagina 70
2

zsecr — In |secx + tanz| + ¢ = %

Despejando la y obtenemos la solucién explicita

y = /2zsecz —2Insecz + tanz| + ¢

Recuerde que2c = ¢
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Solucion

Antes de resolver la ED es importante anotar que cuando sea posible
se deben quitar los logaritmos

w—y — 4y Subimos el diferencial
dz
xdy = 4ydx Separamos variables
dy _ 4@ Los diferenciales indican que se debe
Y x integrar
dy _ dz Integrando obtenemos
Y x
Inlyl=4In|z| + ¢ Aplicamos la propiedad de logaritmos
cln|A| =1n|Al°
In|y| = In|z|* + ¢ Recuerde que e™?l = z
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4 . .
elnlyl — elnlz["+c Aplicando propiedades de
potenciacion

4 .
elnlyl — elnfz[* | oc Teniendo en la cuenta que
a™.a™ =a™" N e =c

Obtenemos la solucion explicita

y = cx*

Ejemplo 4: Problema de valor inicial

dy T -
ResolverelPVI ~— = —— Sujetoalacondiciony(4) = 3
dr Y
Solucién
@ __z Recuerde que para integrar no
dz J pueden haber diferenciales en el
denominador.
ydy = —x dx Los diferenciales indican que se debe
integrar
[ydy=—[xdx Integrando obtenemos
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y_ T . despejando la constante
2 2
2 2 T
Yy n T _ . Simplificando
2 2
P +22=c Reemplazando condiciones iniciales
32 +42=c¢c Elvalordelac
c=25 La solucioén particular es

Nota: Al multiplicar 2 por una constante c el resultado es ¢

y? + 22 =25

En el ejemplo anterior solucionamos una ecuacién diferencial por
variables separables y en la solucion general reemplazamos las
condiciones iniciales para hallar el valor de la ¢ y obtener una

solucion particular. noten que el valor del pardmetro ”¢” varia de
acuerdo a las condiciones iniciales

La ecuacién del ejemplo 4 la vamos a graficar en la siguiente escena
interactiva teniendo en la cuenta el PVI y podras observar como
cambia la grafica al cambiar el valor del parametro. La c varia desde

0.1 hasta 25
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Las ED al igual que las ecuaciones algebraicas se pueden graficar en el
plano cartesiano, algunas ED son muy sencillas de graficar, pero hay
otras muy complejas.

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Jorge Olivares Funes,
podras ver cdmo cambia la grafica del ejemplo 4 al cambiar el valor
del parametro. Al resolver la ED el parametro se convierte en el radio
de la circunferencia.

Ecuacion diferencial
dy —=

de  y

= J— N

Solucion particular

x? 4yt =145

Ejemplo 5: Problema de valor inicial
ResolverlaED — = —2y

Sujeta ala condiciony(0) = —5
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Solucion

@ _ _9 Separando variables
d - y
T
@ — _9dr Los diferenciales indican que hay que
Y integrar
dy _ _9 / da Integrando obtenemos
)
Inly|=—-2z+c¢ Quitando el logaritmo
y = ce %® Reemplazando condiciones iniciales
—5 = ce! El valor del parametro es
c= -5 La solucién particular es

y = —be

En la siguiente escena interactiva puedes ver la grafica del ejemplo 4.
Podras ver en la escena interactiva, como cambia la graficade laED al
cambiar el valor del pardmetro en un intervalo de [—15, 15], el valor
de la z lo puedes cambiar de [0,100] y el valor de la k lo puedes

cambiar de [—5, 5]
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Al interactuar con los deslizadores podras observar cémo cambia la
grafica, también podras observar |la ecuacién diferencial y veras la
solucion particular de dicha ecuacion

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Jorge Olivares Funes,
podras ver como cambia la grafica del ejemplo 4 al cambiar el valor de
la constante.

o]

Ecuacion diferencial

d
:i:. = —0.5y

Solucion particular

—0.5z

y = 15e

En las siguientes dos escenas interactiva podras resolver ED por
variables separables, en la primera debes tener en cuenta que el
resultado se da con el parametro despejado.

En la primera escena interactiva debes ingresar la funcion f(x)
(funcion con términos en la variable x) en la primera entrada y la
funcion g(y) (funcion con términos en la variable y) en la segunda
entrada, luego vas a ver la ED igualada a cero y la solucién genberal
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En la segunda escena interactiva encuentras una ED resuelta en dos
pasos, los pasos los puedes ver interactuando con el deslizador, luego
puedes practicar con diferentes ED cada una con su respectiva
respuesta.

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED por variables separables y visualizar su grafica.

o]

Ingrese el téermino con diferencial dx
f(x) =x sen(x®) + 7 - x
Ingrese el téermino con diferencial dy

galy) =3y* +y sen(y)

Ecuacién Diferencial: (x sen{x*) 4+ 7 — x)dx + (3 y* +y sen(y))dy =0

Ecuacidn para integrar

j[:: Sun[.‘,t!) + 7 — z)de + [{S y* 4y sen(y))dy = C

Solucion General

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED por variables separables. Con el botén "Practice”
podras ver diferentes ejercicios y con el botén "Show" visualizaras el
resultado.

En el video podras observar un ejemplo de ecuaciones diferenciales
por variables separables.
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Exampie

Sulve the DE

In(c) see(y)ds + cedy = 0 Salve the DE M (z,y)dx + N{s. y)dy =0
using separation of variables. where

Mia.y)=1 Ni.y)=1

Rewnite the equation in the fom: f(z)dz + g(y)dy =0

]"i‘} dr 4 ¥ cos{yldy — 0

1 241
Integrate: The solution ia: i v+ \/0:!; e c

] ]n:lz_] dr + /9“ cosly)dy = ¢

[Use substitution for first integral and
and integration by parts for the second.]

IJ Instructions
1. Click on button Example to study the example.
2. lUse shider to view stepwise solution.
3. Click on bution Bractics 4o generste 3 problam
4. Click on bution Show snswer to check your snswer
5. Motice your answer may be equivalent to the one given here.

1 1
= M=)y + = {e% coaly)+ e¥sinly)) — ¢

(In{x))* + e*(cosly) + sinfy)) = C'

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de variables separables.
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2.1.1 Tabla de Integrales

Como acabas de ver en los contenidos vistos hasta ahora es muy
importante que manejes bien las integrales, por eso a continuacién
encontraras una tabla con algunas de las integrales que encontraras
en los diferentes ecuaciones diferenciales que tendras que resolver
en este libro tanto en la segunda unidad como en las posteriores.

A continuacion encontraras una tabla con integrales para que uses al
resolver ejercicios.

Tabla de integrales

1. [ senx dx = —cosx + ¢ 2. [ cosx dx = senx + ¢

3. [ secxtanx dx = secx + ¢
5. [ sec’x dx = tanx + ¢
7. | secx dx =In|secx + tanx|+c

9. [ Inlx| dx = xIn|x| — x+c

du —1u
. = —+
11 f\m sen!—+c
13. [ tan®x dx = tanx — x+c
1 1
15. [ sen®x dx = = x — = sen2x+c
2 4

17. [ sen®x dx = —; (2 + sen?x)cosx+c

19. fxsenx dx = senx — xcosx +c¢

ax

4. [ cscxcotx dx = —csex +¢
6. [ csc®x dx = —cotx + ¢
8. [ csex dx =In|cscx — cotx|+c
10. f

Lu

du 1 =
12. [ == =—tan™ " —+c

= .En|£n|x|| — x+C
xin|x|

14. [ cot®x dx = —cotx — x+c

2 =4 Z
16. [ cos*x dx = ~X + 7 sen2x+c

18. [ cos®x dx = ; (2 + cos?x)senx+c

ZO.fxcosx dx = cosx — xsenx + ¢

21, [ e cosbx dx = ——— (acosbx + bsenbx)+c

e
a’+b?
gax

a+b?

22. [ e%senbx dx =

(asenbx — bcosbx)+c

Tabla 3. Integrales
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2.1.2 Repasando integrales

Como acabas de ver para resolver ED es muy importante que
manejes bien las diferentes técnicas de integracion, por eso vamos a
repasar un poco integrales, si ya los manejas bien, pasa directamente
alapagina 76 pararesolver ED por variables separables.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 40
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales directas

07

/ (7x"™®-6x"7 )dx
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En la siguiente escena interactiva vamos a resolver integrales por
sustitucion, recuerda que si una integral no es directa, se debe
examinar si una funcién es la derivada de la otra, para llevarla a la

forma [ f(u)du

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, luego hazlo
en tu cuaderno y verifica tu respuesta, luego da clikc en el botén otro
ejercicio para realizar uno diferente.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 77
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales por

sustitucion

T
Seleceiona 2l tipo de =
funcién a integrar Halla [ (5x+7)%dx,

Potencias 1 v
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La Unica forma de volverse experto en algun contenido, es
practicando, y esto se logra resolviendo muchos ejercicios, por eso
aqui tienes mas integrales que se resuelven por sustitucién para que
sigas practicando en caso de que todavia tengas dificultad con dichas
integrales.

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, luego hazlo
en tu cuaderno y verifica tu respuesta, luego da clikc en el botén otro
ejercicio para realizar uno diferente.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 70
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales por partes

7]

tipo funcién ‘ aleatorias v
k- -1
Calcular la siguiente integral: ./‘L dx
g grat: (6x29)°
; dx = ; 1 = -1 +C
(-6x+9) 3 -2 (-6x+9) ? 2 (-6x+9) ?

|

Observa que el numerador es la derivada del paréntesis:

f feo ax =1 _1 ¢
fxy n-1 ﬂx]ﬂl
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Cuando una integral no es directa, ni por sustitucién, se verifica si es
por partes. En la siguiente escena interactiva vamos a resolver
integrales utilizando integracion por partes

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, luego hazlo
en tu cuaderno y verifica tu respuesta, luego da clikc en el botén otro
ejercicio para realizar uno diferente.

Aqui encontraras combinaciones de: algebraicas con exponencial,
con logaritmo natural y con coseno; integrales logaritmicas y coseno
con exponencial, las cuales son ciclicas.

Recuerda la férmula de integracion por partes f udv = uv — f vdu

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 106
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales por partes

o]

(Ax+B)-In(ax+b) v
f (-16x -3)n(3x+ 4)dx

f udu=uu-f v du

OTRO EJERCICIO | VERLA SOLUCION
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La técnica de integracion por partes, fuera de que es muy utilizada, a
veces presenta alguna complicacion al momento de iniciar a
resolverla, por eso aqui encontrards otra escena interactiva muy
amigable para que sigas repasando dicha integral

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, identificas u
A dv, luego buscas con los botones la respectiva derivada e integral,
armas la soluciény le das verificar para comprobar la respuesta.

Aqui encontraras combinaciones diferentes a las vistas en |la escena
interactiva anterior.

Recuerda la férmula de integracion por partes f udv = uv — f vdu

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 105
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales directas

[ 7I|
Encuentra la integral indefinida _f x sen( 2x)dx =

Para aplicar el método de integracién por partes elige la pareja u(x) y v'(x)

r'Y IA
u Iy Uy

Obserua el resultado de aplicar la férmula con tu seleccién y encuentra con los pulsadores la
solucién

f X sen( 2x)dx

Encuentra u'(x) y v(x)
. A |
v

[4»
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2.1.3 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.1

Ejercicios de repaso seccion 2.1
Resolver las ecuaciones diferenciales por variables separables.

1. dr—z%dy =0

. WY
Code ozl
dy o
4 = dx 42y
dr ©
d’ 1
5, W _ Yy
dr T

6. (1+a)dy—yde =10

dy
7. T — =12
€ d Hi
g Z_Tv
dy 1+z

9. ay'dr+ (y* +2)e dy =0

dy .
10. EPQ&:y 0 Sujetaay(0) = 5

400
'@5@ Respuestas
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2.2 Ecuaciones lineales

Definicion: una ecuacién diferencial de primer
orden de laforma

dy

ai(z) == + ao()y = g() (E1)

se dice que es una ecuacién lineal en la variable
dependiente y

Se dice que la ecuacion lineal es homogénea cuando g(z) = 0; si no
es no homogénea.

Al dividir ambos lados de la ecuacion (E1) por el coeficiente a; (z) se
obtiene la ecuacion

(@) dy | w(@) _ o)

a1(z) dr = ai(x) ai(x)
Donde Zigg lo vamos a llamar p(z) A agl((:;)) lo vamos a llamar f(z)

Reemplazando estos valores en la ecuacion (E1) obtenemos la
ecuacién que vamos a llamar Forma estandar

Y ¢ by = f(z)
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Esta ecuacidn tiene la propiedad de que su solucién es la suma de dos
soluciones

Y ="Yc+ Yp

Donde y. es una solucién de la ecuacion homogénea A y, es una
solucién particular de la ecuacion no homogénea.

Método de solucion

- Convertir la ecuacién lineal (E'1) ala forma estandar.
- Identifique a p(x) para determinar el factor integrante el p(z)dz

- Multiplique la forma estandar por el factor integrante,
inmediatamente la ecuacién lineal se transforma en variables
separables, por lo cual se debe integrar ambos lados de la ecuacion.

Propiedad

Las ecuaciones lineales tienen la propiedad que el lado izquierdo de
la ecuacion resultante es la derivada del producto del factor
integrante por la variable dependiente, esto es

a [efp(mdxy} — efpe)ds f(g)

dx

Reemplazando el factor integrante el P(@)dz por F'.I en la ecuaciény
despejando, llegamos a la ecuacion.

F.Iy= [F.If(z)dz
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Cuando se aplica la propiedad, se resuelven de forma mas sencilla las
ecuaciones lineales, pues solo se debe integrar el lado derecho de la
ED.

Ejemplo 1: ED lineal homogénea

dy

ResolverlaED  — = —2y
dx

Solucion Esta ED la resolvimos por variables separables, ejemplo 5,
pagina 65. Ahora la vamos a resolver como una ecuacién lineal.

dy

=7 —_9

dx Y
dy

—Z 12y =0
dar:Jr J

Pasando —2y al lado izquierdo de la

ecuacion nos queda una ED lineal
homogénea.

Como la ecuacion estd en forma
estandar identificamos p(x) vy

hallamos el factor integrante

Multiplicando la forma estandar por
el F'.T

Tenemos una ecuacion de variables
separables
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dy _ —2/dw Ahora integramos ambos lados de la

Y ecuacion
Inly|=—-2x+c Eliminando logaritmos llegamos a la

solucion

y = ce *

Ejemplo 2: ED lineal no homogénea

d
Resolver laED  2¥ — —2y + 10
dx

Solucion Esta ED la resolvimos homogénea en el ejemplo 1. Ahora la
vamos a resolver no homogénea, vamos a obtener la solucién
complementaria y. del ejemplo anterior mas la solucion particular y,

asociada ala ED no homogénea.

dy 2y +10 Pasando —2y al lado izquierdo de la

dz ecuacion, obtenemos una ecuacién
lineal no homogénea.

@ 2y =10 ecuacion en forma estandar,
dz identificamos p(z) Ay hallamos el F.|
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p(z)=2 F.I=¢e* Multiplicando la forma estandar por

el F.1T
e2md_y + 2e2y — 10e2 Ahc?ra tenemos una ecuacion de
dx variables separables.
ede_y _ —2e2wy—|— 10e2® Sacgndo factor comun para separar
dz variables.
o2t dy — _2¢%(y — 5) ahora pasamos el dz al lado derecho'y
dr separamos variables
dy — _9dg Los diferenciales indican que hay que
y—2>5 integrar ambos lados de la ED
@y _ / da Integrando
Yy—95
Inly—5/=-2z+c Quitando el logaritmo
elnlv =5l = g—2w+c La ecuacion queda de laforma
y—5=ce Despejando
y=5-+ce
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La respuesta contiene la solucion complementaria y. = ce 2% |a cual
obtuvimos en el ejemplo 1 y también la solucion particular y, = 5

gue corresponde a la solucién de la ED no homogénea, por lo cual Ia
solucién general es la suma de dos soluciones y = y. + yp

Cuando se resuelven ED lineales de primer orden, no es necesario
hacer la distincion en la solucion entre y. A y,, pero cuando se

resuelvan las ED de orden superior si es necesario, pues cada una se
resuelve de forma diferente.

Otraforma de resolver una ED lineal es aplicando la propiedad

F.ly= [F.If(z)dz

Observe que al usar la propiedad sélo se debe integrar el lado
derecho de la ecuacion y luego despejar la variable dependiente y

esto reduce las operaciones matematicas para llegar a la solucién de
la ED.

Se debe llevar la ED a la forma estandar, identificar p(z) para hallar el

factor integrante. En lugar de multiplicar toda la forma estandar por
el factor integrante para resolver la ecuacién por variables
separables, se aplica la propiedad F.ITy = f F.If(x)dx

Vamos a resolver nuevamente el ejercicio anterior aplicando Ia
propiedad

e*y = [10e*dx Integrando

e?Ty = 5e** + ¢ Despejando y
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2 ..
5e“”* c La solucién es

y =25+ ce *®

Nota: Todas las ecuaciones diferenciales lineales se pueden resolver
aplicando la propiedad F.[y = [ F.If(x)dz. Observe que
aplicando la propiedad se reduce el método de solucién, pues sélo se
debe integrar el lado derecho de la ecuacién.

Ejemplo 3: ED lineal no homogénea

d
Resolver laED 222 — y = x’senx

dx

Solucion Esta ED no estd en forma estandar. Se debe dividir cada
término por x parallevarla a la forma estandar.

dy 1 . Como la ecuacion estd en forma
— — —y = senx , i .
dr = estandar identificamos p(z) A

hallamos el factor integrante.

p(z) = __1 F.J—g1 Ahora aplicamos la propiedad para
x resolverla
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rly = [z 'z senzdx
zly = [ senzdz
1

T Yy = —cosr+c

—COST C

Aplicando potenciacion para unir
términos semejantes.

Integrando el lado derecho de Ia
ecuacion

Despejamos la variable dependiente
Y

La solucion es

Y = — COST + cx

Solucion La ED esta en forma estandar.

d
d—'z—l—ny:e”“’

Como la ecuacion estd en forma
estandar, identificamos p(z) vy

hallamos el factor integrante
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ple)=n F.I=¢™ Aplicamos la propiedad para resolver
la ecuacion lineal

ety = fem’ e dx Ahora aplicamos potenciacion para
agrupar términos semejantes.

ey = [e**dz Integrando el lado derecho. Recuerde
gue esta integral es por sustitucion
dondeu = nx

2 .
e i n Despejando lay
ey=—+c
2n
2 .
e c La solucién es
emc o
Y= —+ce
2n

En la siguiente escena interactiva, podras ver la grafica del ejemplo 4,
pero también podras interactuar con los valores de n para visualizar

diferentes ecuaciones diferenciales y observar como cambia la
grafica a medida que se cambia el valor de n o el valor del parametro

¢, también podras observar la solucién particular para cada ED

Al cambiar el valor de n en |la escena interactiva, la grafica varia en la
inclinacién de la curva
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Al cambiar el valor de c en la escena interactiva, cambia la forma de la
grafica

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Jorge Olivares Funes,
podras ver como cambia la grafica del ejemplo 4 al cambiar los
valores de n y de la constante.

Es recomendable tomar tu cuaderno de apuntes y resolver varios
ejercicios cuando cambies los valores de n o de ¢y luego compruebes

tus resultados con los de la escena interactiva

En la pagina siguiente encontraras una escena donde puedes ingresar
el p(z) y el f(x) para resolver diferentes ED

&7

Ecuacion diferencial

d
E + 0.2y = 60'2‘5

dx

Solucién particular
el-2x

b H —(0.2x)
e =rr il

y

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras Resolver ecuaciones lineales.
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™

Practice

Solve the linear differential equation:

::: — cos?(z) — ytan(z) Zﬂlw. the linear differential equation:
W Py = :
e P(xn)y = Q(z). where
;‘e =4 P(z) _i and Qr) =5 2*
Write the eguation in the form :: + P(z)y = Qfx).
dy

4o | tenlE)y = cea?(2); P(z) = tan(r). Q(r} = cos’{z)

Find integrating factol: f Tz

Integiating Factor — ol tautelis _ el _ sealr)

The solution is: sec(z)y = /sec[r} cos’(z)dz [i] Instructions
) . Click on button Example.
. Use slider to view step by step solution.

1
Complete the solution. 2
3. Click on button Practice to generate a question.
4
5

sec(r)y = sinf(z) + r

OR, y = sin{z} cos(z) + rcos(s) . Click on button Show Answer to view answer.

. If you are writing answer without use of absolute
wvalue, use the comment below the answer o
COMPEre your answer.

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ravinder Kumar,
podras Resolver ecuaciones lineales homogéneas y no homogéneas y
visualizar su grafica.

Q

. . . dy H ] [D_]
Ecuacién diferencial : o + P(a)y = f(=) i :

v=¢""(g(z)+ 18}

I I R A A N
LI T T T A VL
RN VL
I N
I T T T T Ll
= = [ T I T I I IO IR RIS B
Pp) =5 10930 [ R B R A A Ll
- [ I B R A N
=04 Steps =3 R R R UL T BV
e EEEEEEEEEEE R
[ I A R A B A O B R
[ T L L L O T A O B e O T O O
bde 5= I B T T I B A B RN
Factor integrante = e/ = ¢ R B B AR AN B
I T T S S R A SR 111
EEEEEEEEEEEE AR
glsky=/(u]¢fﬂmz R | e
Y f# 7 ;s rar s f t0d 2 s1e 7o
[ A A A A R A A A
e"y='[e"’“‘l:ld:t=?+c R NN
NN I P
T A I (
18 I '
Solution R L T T R R Y T I A [ [
[ B I I R R I B [ [
| I I R R =T [
y=e*(?+C) 100000 AARR |G
[ I I T T R B [ [
y=187 I I B R A RN =Y B
RN ! [
[ T B A A [ [
LI R I I B N N I I
RN | [
I I R A [ [
I R I R R R I [
LI N I B R B B I I
NN I
L T T T O R A [
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de ecuacion lineal.

Ecuaciones diferenciales. 1.4.2 lineales paso a paso.

Veren EBYouTube

En la siguiente escena interactiva, disenada por Diego Sandoval,
podras resolver ED lineales y visualizar su campo de direcciones.

0

A
Ingrese los valores de p(x) y Q(x) E

-

px)=2x g(x)=x

Ecuacion Lineal
y(@)+2zxy=a FI= e

Solucio 1 = % e) +C
. Solucién general y = )

Problema de Valor Inicial?

x=1 y=-1 Vsl

Solucién particular y = — g e e + %
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2.2.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.2

Ejercicios de repaso seccién 2.2

Resolver las ecuaciones diferenciales lineales.

dy
1. 2 4+5y=20
dr Dy
dy
2 2092 4 0
( )dw by
dy
3. 22 410y — 1
dx

5 ydz —4(x + y")dy = 0

d .
6. d—y b (tanz)y = cos’z  Sujetaay(0) 1
T
dy 2.
7. r— +(3x+1 e
7 )y
dy 6
8. .rﬁ dy = x'e

9. y + 3zy — x?

d: .
10. y—‘r z = 2y°

Sujet 1 5
iy ujetaay(l) = 5

400
'@5@ Respuestas
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2.3 Ecuaciones exactas

Definicion:Una ED de la forma M(x,y)dx +
N (z,y)dy es una diferencial exacta en una region R
del plano zy si corresponde a la diferencial de
alguna funcion f(z,y)

Una ecuacién diferencial de primer orden de la
forma

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es una ecuacion exacta si la expresion del lado
izquierdo es una diferencial exacta

Teorema. Criterio para una diferencial exacta: Sean continuas
M(z,y)de A N(z,y)dy, con derivadas parciales continuas en

una regién rectangular R, definida por a<x <b,c <y <d.
Entonces la condicion necesaria y suficiente para que M (z,y)dx +
N(z,y)dy seaunadiferencial exactaes que:

oM B ON
oy  Ox
Método de solucion

- Dada una funcién de la forma M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 se

determina si es exacta. En caso afirmativo, existe una funcion para la
cual
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of _

— M
5 (z,y)

- Determinamos f si integramos M (x,y) con respecto a z,
manteniendo a y constante

fzy) = [M(z,y)de +g(y) (1)

Donde g(y) es la constante de integracion.

- Luego derivamos la ecuacién (1) con respecto a y A suponemos
que

- Por ultimo integramos con respecto a y A sustituimos en la
ecuacion (1)

- Lasolucion implicita de la ecuacién es

flz,y) =c

Es importante anotar que este método de solucién se puede invertir

comenzando con i N (z,y)y el resultado es el mismo.
Y
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Ejemplo 1: ED exacta

Determinar sila ED 2y(y — 1)dx + x(2y — 1)dy = 0 es exacta, si lo
es resuélvala.

Solucion

2y(y — 1)dz + x(2y — 1)dy =0  Primero debemos aplicar la
propiedad distributiva

(2y% — 2y)dz + (2zy — x)dy = 0 Determinamos si es exacta.
Derivamos parcialmente M

con respecto a y dejando x

constante
oM — 4y — 2 Derivamos parcialmente N
Ay con respecto a = dejando y
constante
ON 5 1 c oM N
—— =2y — omo —— =
Oz Y Oy Ox

Podemos concluir que la ED no es exacta, por tanto,
no hay que resolverla
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Ejemplo 2: ED exacta

Determinar si la ED 2zydz + (22 — 1)dy = 0 es exacta, si lo es

resuélvala.

Solucion

2zydz + (2> — 1)dy = 0

oM

ZZ — 9
Oy v
8N_2
or v

2zydz + (z*> — 1)dy = 0

0f = (2zy)ox

92

Determinamos si es exacta.
Derivamos parcialmente M

con respecto a y dejando x
constante

Derivamos parcialmente N
con respecto a x dejando y
constante

oM ON
Como —— = ——, entonces,

Oy Ox

la ecuacion es exacta.

Asumimos f _ M(z,y).
Ox

Los diferenciales indican que
se debe integrar



[of = [2zydz

[of =2y [x0x

flxy) =2y +g9(y) (1)

Como vamos a integrar con
respecto a x tanto el 2 como la

Y son constantes

Integramos

Derivamos la ecuacién (1) con
respecto a y dejando «

constante

Ahora igualamos este
resultado con V.

Simplificamos e integramos
conrespectoay

Reemplazando este valor en la
ecuacion (1) 'y  como
f(xz,y) = c obtenemos

C=ITY—YyY

En la siguiente escena interactiva, disenada por Victor Cruz, podras
resolver ED exactas y visualizar su grafica.


https://www.geogebra.org/m/xcrPgH6d

&
0y

ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

Relacidn

a no se ha definido
(comprobado numéricamente)

En la siguiente escena interactiva, disenada por Victor Cruz, podras
resolver ED exactas ingresando M (z,y) A N(z,y)

=

ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

Ingresa las funciones M(x, y) y N(x,y)

M(XY)= 2x N(x.y)=2y
aM N
Verifica que E — E . €0 aso contrario, es decir, si la ED no es exacta, haz caso omiso de la respuesta
M (z,y) —0 dN(z,y) =0
ay = Bz

Solucion de la ecuacion
P4y tata=0
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Ejemplo 3: Resolver el PVI

Determinar si la ED es exacta, si lo es resuélvala.

(y?cosz — 3xy — 2z)dx + (2ysenz — z° + In|y|)dy = 0

Sujeta a la condicion inicial y(0) = e

Solucion

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto

a y dejando x constante

2ycose — 3x>

2ycosx — 3x>

Asumimos of _ M(z,y)
O0x

of
oz

= y?cosx — 3z’y — 2=

95

Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y

constante

oM ON
Como —— = —, entonces,

Oy Ox

la ecuacion es exacta.

Despejamos e integramos a
ambos lados.



[8f = [(y*cosz — 3z®y — 2z)Oz Sacamos la constante de cada
integral

[0f =y? [ coszdz — 3y [ z?0x — 2 [ z0z

Integramos

z3 x?

Fla,y) = vPsens — 3y — 25 + g(y)
Simplificando obtenemos

f(z,y) =y’senz — 2’y —a* +g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando z constante

2ysenz — x° + ¢'(y) Ahora igualamos este
resultadocon V.

2ysenz — 2% + ¢'(y) = 2ysenz — z3 + In |y|

Ahora simplificamos

9 (y) =Inly| Integramos con respecto a y.
Se integra por partes

u=In|y| dv = dy

1
du = —dy v=1y
Yy
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[d'(y)0y =yln|y| — [y Elvalor g(y) es
9(y) =ylnlyl —y

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) y teniendo en cuenta que
f(x,y) = ¢ obtenemos la solucién general

c=1y’sent — 2y —x®> +ylnly| —y
Ahora debemos reemplazar las condiciones iniciales
y(0) = e para obtener la solucién particular
c = e’sen0 — (0)°e — (0)> +elnle| — e
Recuerdequeln|e| =1
c=e—e
El valor del parametroesc = 0
Reemplazando este valor en la solucion general
0=y’senz — 2’y — 2> +yln|y| — y

Obtenemos la solucién particular es

0 =y?senz — 23y —x*> +yln|y| — y

97



Ejemplo 4: ED exacta

Determinar si la ED es exacta, si lo es resuélvala.
(1+1n\ac| + )d:c— (1 —In|z|)dy

Solucion

Antes de determinar si la ecuacion es o no exacta se debe organizar
para que cumpla la estructura M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 que

vimos en la definicion.

Se puede pasar cualquiera de los dos términos al otro lado, teniendo
en cuenta cual es M y cual es N Para resolver este ejercicio pasamos

el término del lado derecho al lado izquierdo
(1—|—ln\zc|—|— )da:—(l—ln|zc\) ~ 0

Los dos términos deben ser positivos, por lo cual sacamos factor
comun —1 del segundo término

(1+ln\w|+ )d:l:+( 1+In|z|)dy =0

Ahora si podemos determinar si la ED es exacta. Derivamos
parcialmente M con respecto a y dejando x constante. Cuando en la

ED no aparecen los dos términos al lado izquierdo o estan negativos,
se debe ajustar antes de comprobar si es exacta.
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Derivamos parcialmente N
con respecto a x dejando y

S

constante
1 oM ON
— Como —— = ——, entonces,
x Oy Ox

la ecuacion es exacta.

Asumimos of _ M(z,y)
Ox

/8f: / (1+ln|a:\ 4 g) Oz Separamos las integrales
x

/3f:/8x+/ln|m\6w+y/i3w

Integramos M con respecto a x dejando y constante.
flz,y)=z+zh|z[—z+ylnlz|+g(y) (1)
Agrupando términos semejantes

f,y) =xnlz|+yln|z|+g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando x constante

In ||+ ¢'(y) Ahora igualamos este
resultado con V.
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In|z|+4¢'(y) = -1+ In|z| Simplificamos

g’(y) =—1 Integramos con respectoay

Reemplazando este valor en la ecuacién (1)

Teniendo en cuenta que f(z,y) = ¢ obtenemos la solucién general

c=zln|z|+yln|z|—y

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED exactas y visualizar su grafica.

- &7

Solve the exact differential equation .
(2:y — 9%} + (2§ + +2 + 1)dy = 0 Solve exact DE: Mz y)de + N(r. ghdy = 0. where
Miz.y) =y e Niz,y) =2 ¥+ 7 senly)

IJJ Instructions

- Click on butfon Example to study th
. Use slider fo see diffe

. Click on button Practice to generate a question.

oo

. Click on buifon Show Answer fo see fhe answer.
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de ecuacion exacta.

Ver en (8 YouTube

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,

7]

podras resolver ED exactas

Write the DE in the form: M (x, y)de + N(z,y)dy =0
M(xy) =4 - cos(y)

N(xy) =xsen(y) - 3

2
Check Exactness /] instructions
Ay = sen(y). N, = sen(y)
1. Enter values for M and N.
2. Click button Check Exactness

3. Ifexact stepwise solution may
be viwewd using slider.
4. If exact slope field is displayed
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2.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.3

Ejercicios de repaso seccién 2.3
Determinar si la E.D. es exacta, si lo es revuélvala.

1. (2z+4)de+ 3y — 1)dy =0

M

(2z + y)dz + (z + 6y)dy = 0
3. (z+y)(x—y)de+ z(z — 2y)dy =0

€I

L

6'2
dz y -+ bx

2re

1 d. .
5. 2y — — + cosdzx &y f i 4z + 3ysendz = 0
A de  x?

6. (z+y)dz+t (2zy+2?—1)dy =0  Sujetaay(l)
7. (dzy® + 3y* + 1)dz + (6z%y* + 6zy)dy = 0
8. (22 1)dr+ (By+ T)dy=0

9. (z+2y)dz+ (z+2y)dy =10

1
10.  (ylnl|y| — e ™) dz 4 (; f :r:ln|y|> dy =0

1
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'@5@ Respuestas
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2.4 Ecuaciones transformables a exactas

Muchas ED que no son exactas se pueden transformar en exactas
usando un factor integrante. luego de transformar la ED se utiliza el
método de solucidn visto en las ecuaciones exactas. Si la ecuacién no
se puede transformar en exacta se resuelve por otro método que
veremos mas adelante.

Para transformar una ecuacion no exacta en exacta se utiliza la
siguiente sustitucion.

Si p(x) es funcién sélo de la variable x, entonces el factor integrante
e/ P(@)4z |3 transforma en exacta

Si p(z) depende de dos variables, entonces se utiliza la siguiente
sustitucion

fny o
Oz  ay

Si p(y) es funcion sélo de la variable y, entonces el factor integrante
e/ PW)4 |3 transforma en exacta
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Si una de las dos sustituciones queda en términos de una sola
variable, entonces el factor integrante la transforma en exacta. es
importante anotar que no todas las ED de primer orden tienen factor
integrante y la sustitucion tampoco permite encontrar todos los
factores integrantes posibles de la ED. Sélo permite encontrar
factores integrantes univariables

Ejemplo 1: ED reducible a exacta
Determinar el factor integrante pararesolver la ED
zydz + (222 + 3y* — 20)dy = 0
Solucién

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
a y dejando x constante

T Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante

oM N
dz Como —— :/&, entonces,
Oy Oz

la ecuacion no es exacta.
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Realizamos la sustitucionp (z) = Oy az
N (z,y)
z— 4z —3z Como el resultado depende de

227 +3y2 — 20 2z + 3y2 — 20 dos variables buscamos p(v)

dz—z 3z _ 3 Como el resultado depende de
Ty Ty oy una variable, utilizamos p(y)
para hallar el factor integrante

F.I= efgdy =93 Ahora multiplicamos la ED no

exactaporel F'.1

[zydz + (222 + 3y* — 20)dy = 0]y°
zytdr + (22%y3 + 3y® — 20y )dy = 0

Derivamos M con respecto a y dejando x constante

4xy3 Derivamos N con respecto a x
dejando y constante
3 OM  ON
dzry Como —— = ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacion es exacta.
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Asumimos of _ M(z,y)
O0x

of = (:cy4) Ox Los diferenciales indican que
se debe integrar

[of = [ (zy?) O Integramos M con respecto a
x dejando y constante

2,4 , .
_zy Derivamos la ecuacién (1) con
f(z,y) 2 +oly) (1) respecto a y dejando <z
constante
2223 + g'(y) lgualamos este resultado con
N.

22°y° + ¢'(y) = 22°y° + 3y° — 20y°

Simplificando obtenemos

g (y) = 3y°> — 20y° Integramos con respecto a y

/gl(y)ay _ /(3y5 . 20y3)8y Integral directa

3y5  20y* Simplificando
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Yy 4 Reemplazando este valor en la
9 ecuacién (1) y teniendo en
cuenta que f(x,y) =c

obtenemos la solucion general

2,4 6
7Yy (] 4

= — ——5

c 9 -|—2 Yy

Ejemplo 2: ED reducible a exacta
Determinar el factor integrante pararesolver la ED
(cos2y — senz)dx + (—2tanzseny)dy = 0
Solucién

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando x constante

—2sen2y Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante

—2sec’xsen2y
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Oy Oox

Realizamos la sustitucion p (z) =

—2sen2y + 2sec’zseny

—2tancsenly

—2sen2y(—1 + sec’z)

—2tanxseny
—1 + sec’x B tan’z
—tanx - —tanx

F.J = el ~tanzde _ cogn

Sacando factor comun

Simplificando A  aplicando
identidad pitagérica.
—1+ sec’z = tanx

Como el resultado depende de
una variable, utilizamos p(z)

para hallar el factor integrante

Ahora multiplicamos la ED no
exactaporel F'.1

[(cos2y — senzx)dzr + (—2tanxsen2y)dy = 0]cosz

(coszcos2y — senzcosx)dx + (—2senxseny) = 0

Tenga en cuenta que se aplicé laidentidad cosxtanr = senx

Derivamos M con respecto a y dejando x constante
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—2cosxsen2y Derivamos N con respecto a
dejando y constante

—2cosrsenly

OM  ON .
Como —— = ——, entonces, la ecuacién es exacta.
Oy Ox

Asumimos g—i = M(z,y)

0f = (cosxcos2y — senxcosz) Ox Los diferenciales
indican que se debe
integrar

[0f = [ (coszcos2y — senzcosz) Oz

Integramos M con respecto a x dejando y constante

cos®x

f(z,y) = senwcos2y + —— +g(y) (1)

Derivamos la ecuacién (1) con respecto a y dejando x constante

—2senxsen2y + ¢'(y) Ahora igualamos este
resultadocon V.

—2senxseny + ¢'(y) = —2senxseny
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Al simplificar vemos que ¢'(y) = 0. Cuando integramos el 0 el
resultado es 0 + ¢ como la constante sélo se tiene en cuenta en la
respuesta podemos decir que:

g(y) =0

Reemplazando este valor en la ecuacion (1) A teniendo en cuenta
que f(z,y) = ¢ obtenemos la solucion general

COSziE

2

c = senxcos2y +

Ejemplo 3: ED reducible a exacta
Determinar el factor integrante para resolver la ED
(2zyIn|y|)dz + (2* + y*/y*> + 1)dy = 0
Solucién

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando x constante

2z 4 2z 1n |y Derivamos parcialmente N
con respecto a x dejando y
constante
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2z Como a—M :ﬂ, entonces,
Oy Ox

la ecuacion no es exacta.

oM ON

. dy az

Realizamos la sustitucionp (z) =
S e
2z + 2z In|y| — 2z Simplificando
22 + y2 /32 + 1

2z In |y| Como el resultado depende de

22 +y2y/y2 + 1 dos variables, utilizamos la
sustitucion p(y)

2 — 2z — 2z In |y| Simplificando

2zyIn |y|
—2z1n |y -1 Hallamos el factor integrante
2cylnfy|  y
FIl=el 7% = y ! Ahora multiplicamos la ED no

exactaporel F'.1

(2z1n|y|)dz + (z*y ' +yy/y* + 1)dy =0
Derivamos M con respecto a y dejando x constante
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2xy ! Derivamos N con respecto a
dejando y constante
-1 oM  ON
2zy Como —— = ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacion es exacta.

: of
Asumimos =~ = M
sumimos —— (z,y)

0f = (2z1n|y|) Ox Los diferenciales
indican que se debe
integrar

[0f = [2zIn|y| Oz

Integramos M con respecto a x dejando y constante

flz,y) =2*Inly[+g(y) (1)

Derivamos la ecuacién (1) con respecto a y dejando x constante

2yl + ¢'(y) Ahora igualamos este
resultado con N.

Py g ) =2y YVt +1
Simplificando
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JdWy) =yvy*+1 Ahora  integramos  esta
ecuacion con respecto a y.

/ 3y— /y / 2_|_1 By Integral por sustitucion

u=9y’+1 A du=2ydy Reemplazando en la integral
J(y) = lfu%du Integrando obtenemos

1.3
g(y) = 3 [ b Reemplazamos el valor de u en

la respuesta

3 Entonces g(y) es

1 3
9(y) = 3V (¥* +1)
Reemplazando este valor en la ecuacién (1) A teniendo en cuenta
que f(x,y) = ¢ obtenemos la solucién general

1
C=m2ln|y\+§ (y? +1)°
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Ejemplo 4: Resolver el PVI

Determinar el factor integrante para resolver la ED

xtanzdx — ycosxdy = 0
Sujeta a la condicion inicial y(0) = 2
Solucion

Debemos organizar la ED para que cumpla la estructura
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0

ztanzdz + (—ycosz)dy = 0

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando x constante

0 Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante

oM N
ysenx Como — :ﬂ, entonces,
Oy Ox

la ecuacion no es exacta.

Buscamos un factor integrante para convertirla en exacta
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: N 0
Realizamos la sustitucion p (z) = gz
N (z,y)
0 — ysenx Simplificando
—Ycosx
SentT hallamos el factor integrante
CcoSxT
F.I = el tanzde — gecq La integral de secante esta en

la pagina 70

Ahora multiplicamos la ED no exacta por el F'.1
[ztanzdz + (—ycosz)dy = 0]secz

(xsecxtanx)dz + (—y)dy = 0

Tenga en cuenta que se aplicé laidentidad cosxsecx =1

Derivamos M con respecto a y dejando x constante

0 Derivamos IN con respecto a x
dejando y constante
0 OM  ON
Como —— = —, entonces,
Oy Ox

la ecuacion es exacta.
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Asumimos of _ M(z,y)
O0x

[of = [z secx tanz Oz

u==x dv = secxtanxdzx
du = dx vV = Ssecx

[0f = zsecx — [ secxdx

Integramos M con respecto a
x dejando y constante.

Aplicando la férmula de
integracion por partes

Integrando la secx obtenemos

f(z,y) = zsecx — In|seczx + tanz| + g(y) (1)

Derivamos la ecuacién (1) con respecto a y dejando x constante y la

igualamos con N

2

¢ = zsecx — In|secx + tanx| — y?
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Integramos con respecto a y.

Integral directa

Reemplazando en la ecuacién
(1) A teniendo en cuenta

que f(z,y) =c



Ahora reemplazamos las condiciones iniciales y(0) = 2
2

¢ = 0secO — In |secO + tan0| — 5 ¢= —2

Entonces la solucién particular de laED es

2

—2 = gsecx — In |secx + tanz| — y?

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de una ecuacién reducible a exacta.

Veren 3 YouTube
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2.4.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.4

Ejercicios de repaso seccion 2.4 i
Transforme la ecuacion diferencial en exacta v resuélvala.
1. ylzty+l)de+ (z+2y)dy =0
2. 6zydr + (4y + 92H)dy = 0
3. (22° 4 y)de — xzdy =0
4.  z’senxdr + xydy = 0
5 (2% — zy + z’senz)dr + (2° + 2°y)dy = 0
6. (x+y+2)de+dy=0
7. (zy® —y')dz + (1 — zy’)dy = 0
8. (2y° + 3z)dz + 2zydy = 0
9. (10— 6y +e *)dr — 2dy =0
10.  y’coszdz + (4 + Sysenz)dy = 0 Sujetaay(0) = 2
@g Respuestas
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2.5 Ecuaciones homogéneas

Siuna ED tiene laforma M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0
Tiene la siguiente propiedad

a) M (tx,ty) = t"M(x,y)

b) N(tz,ty) = t"N(z,y)

Entonces se dice que tiene coeficientes homogéneos o que es una
ecuacion diferencial homogénea

Nota: Una ecuacion diferencial homogénea siempre se puede llevar a
una ecuacion diferencial de variables separables por medio de una
sustitucion algebraica adecuada

Definicién: Se dice que f(x,y) es una funcién
homogénea de grado n si para algin nimero R

f(tx,ty) — tnf(.’ﬁ,y)

Método de solucion

- Si f(z,y) es una funcién homogénea de grado n, es posible

hacer una sustitucion con el fin de llevarla a una E.D. de variables
separables.

- La sustitucién que normalmente se hace es:
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Y = UT

Recuerde que, con esta sustitucion, la ecuacion se vuelve variables
separables, si la integral es muy dificil o imposible de resolverse
utiliza la siguiente sustitucion.

Ejemplo 1: ED homogénea

Resolver la ED

d y
w% = (y + zev)
Solucién

Primero se determina si la ecuacion es homogénea

d t
tz =L = (ty + twe?)
dx

Se simplifica A sesacafactor comun

d
twﬁ = t(y + zer)

120



Se determina que la ecuacién es homogénea de grado 1. Ahora se
hace el cambio de variable

y =ux  derivando dy = udx + zdu

udr + zdu u Al hacer la sustitucion la

r—— = (uzx + ze*) - :
dx ecuacion se vuelve variables
separables, subimos dxz vy

sacamos factor comun z.

z(udzx + zdu) = z(u + €*)dz Simplificamos la z A
hacemos distributiva

udzr + rdu = udr + e*dzx Agrupamos losdx aunlado A
el du al otro lado

rdu = udr — udxr + e*dzx Simplificamos A separamos
variables
@ _ d_a: Los diferenciales indican que
ev x se debe integrar
dx i
f etdu = | & integrando obtenemos
x
—e " =Inlz|+c Sustituimos nuevamente la u
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8

=In|z|+c Multiplicamos por —1 para dar
la solucién

_67

e r =—Inlz|+c

Ejemplo 2: ED homogénea
Resolver laED
(y? + yz)dx — 22dy = 0
Solucién
Primero se determina si la ecuacion es homogénea
(t2y% + tytz)dz — t2z%dy = 0
Se multiplica el pardametro
(t*y* + t*yx)dz — t*z’dy = 0
Se saca factor comun
t2(y? + yx)dz — t2z?dy = 0

Se determina que la ecuacion es homogénea de grado 2. Ahora se
hace el cambio de variable
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y=uzx derivando dy = udz 4 zdu

((uz)? + uzz)dr — z?(udx + zdu) = 0

Para resolver la ecuaciéon se saca factor comun x

segundo término a la derecha.

z?(u? + u)dz = z%(udx + xdu)

widr + udr = udz + zdu

widr = xzdu

do _du

r  u?

/@ :/u_zdu
T

In|z|+c=—u!

In|z|+c=——
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2 A pasamos el

Simplificamos 2 A hacemos
distributiva

Se deben separar los
diferenciales a diferente lado
para poder separar variables

Ahora se separan variables

Los diferenciales indican que
se debe integrar

integrando obtenemos

Sustituimos nuevamente la u

despejando la y, queda Ia
solucién



- In|z| +c

Ejemplo 3: Resolver el PVI

Resolver laED
(y—|—a:cot )daz—xdy—O

Solucion

Primero se determina si la ecuacién es homogénea
ty
(ty + tmcott—) dx — txdy = 0

Se simplifica A sesacafactor comun
t(y+a:cot )dac—tacdy—O

Como los dos términos tienen el mismo factor ¢, se determina que la

ecuacion es homogénea de grado 1. Ahora se hace el cambio de
variable

y=uzx derivando dy = udz + zdu

(ux + zcotu)dzr — z(udx + xdu) =0
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Al hacer la sustitucién la ecuacion se vuelve variables separables,
ahora sacamos factor cominx A pasamos el segundo término a la

derecha.

z(u + cotu)dr = z(udx + xdu)  Simplificamos x A hacemos

distributiva
udz + cotudr = udx + xzdu separamos diferenciales
udzx + cotudr — udr = xzdu Simplificamos A separamos
variables
@ _ du Los diferenciales indican que
T cotu se debe integrar A se aplica
1
laidentidad —— = tanu
cotu
dr i
/_ _ /tanudu integrando obtenemos
x
In |z| + ¢ = In|secu] Aplicamos axioma de igualdad
elnlzl+e — glnfsecul Quitando logaritmos.

Recuerde que e = g

cxr = secu Sustituyendo lau
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Cm:secg Axioma de igualdad para

z despejar y
sec l(cx) = seclsec% Operando
sec !(cz) = g despejando la y queda la
v solucion

y = zsec !(cx)

Ejemplo 4: Resolver la ED homogénea
Resolver laED
2z2ydr = (323 + y3)dy
Solucion
Primero se determina si la ecuacion es homogénea
2’z tydr = (3t32° + t3y°)dy
Operando y sacando factor comun

2t3z%ydz = t3(3z23 + y3)dy
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Como los dos términos tienen el mismo factor t3, se determina que la

ecuacion es homogénea de grado 3. Ahora hacemos el cambio de
variable

y =ux  derivando dy = udx + zdu
22°uzdr = (3z° + (uz)®)(udz + zdu)

Al hacer la sustituciéon la ecuacion se vuelve variables separables,
ahora sacamos factor comun 3

2z3udz = z3(3 + ud)(udz + zdu) Simplificamosz®> A hacemos
distributiva

2udz = 3udz + 3zdu + utdzx + separamos diferenciales
zuddu

—udx — u*dr = 3zdu + zuidu Sacamos factor comdn
—dz(u + ut) = zdu(3 + u?) Separando variables

dx 3+ ud Los diferenciales indican que
- = du .
T uw -+ ul se debe integrar

/da: /3+u
u+ ut
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La integral del lado derecho es muy dificil de resolver, pues no se
puede hacer por sustitucion A por fracciones parciales queda un
término irreductible, cuando esto ocurre, se debe volver a comenzar
el ejercicio pero utilizando la otra sustitucién z = vy

x =vy derivando dx = vdy + ydv
2(vy)*y(vdy + ydv) = (3(vy)® +y°)dy
Operando tenemos

20293 (vdy + ydv) = (3v3y3 + y3)dy

Sacamos factor comun y?

20293 (vdy + ydv) = 3*(3v® + 1)dy Simplificando A haciendo
distributiva

2v3dy + 2v%ydv = 3vidy + dy separamos  diferenciales vy

agrupamos términos
semejantes
20%ydv = vidy + dy Sacamos factor comun
2v2ydv = dy(v? + 1) Separando variables
202 do — dy Los diferenciales indican que
Bl y se debe integrar
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dv =

202 B @ La integral se resuelve por
w3+ 1 y sustitucion

Es necesario hacer un cambio de variable para resolver la integral del
lado izquierdo cambiamos v3 + 1 por u

d
u=1v>+1 = du=3v%dv = ?u:v2dv

E/d_v _ d_y Integrando obtenemos
3 v Y

2 In|u| 4+ ¢ = In|y| Se organiza el término

3
2In |v3 + 1| + ¢ = 3In|y| Aplicamos propiedades de
logaritmos

In|v® + 1|2 +e=Inly]® Aplicamos axioma de igualdad
v 1 e _ Jnfyl? Quitando logaritmos
c(vd3+1)2 =3 Sustituyendo lav

3 2 Operando fraccionarios

T _ .3
c " +1) =y
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(:c3 + y3 > 2 5 Aplicando propiedades de
c|l—— | =y

y3 potenciacion
C (x3 + y3)2 . Pasando 3% a multiplicar
(y3)2 —Y obtenemos la solucién

y9 _ C(:IZ3 4+ y3)2

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de ecuacion homogénea.

Veren 8 Youlube

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ecuaciones homogéneas.
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flxy) =x*-y* g(xy)=3xy

Ecuaciéon diferencial : ()dz + ()dy =0

Step=3
The DE is homogenous |Jl ™ .
od 7
g —_ '[‘3 . ;"7} Subatitute y = vz
dv wl=1 . » di
U+II'LF T OR_JI?U?—ldU .

Integrating both sides and substituting v = y/z

dax o
f;=f—"‘m°“’

== (3 () +2) v

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ravinder

Kumar,

podras resolver ecuaciones homogéneas.

Solve the first order homogeneous DE

Solve the first order homogenous DE
Mz, y)dz + Nz y)dy = 0, where
Miz,y) =17 and N{z.y) =7

(® — y)dr + aydy =0

[J] Instructions

. Click on bution Example.
. Use slider to view step by step solution.

1
2.
3. Click on button Practice to generate a question.
4. Click on button Show Answer to view answer.
5.

. you may be able to further refine the answer.
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2.5.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.5

Ejercicios de repaso seccién 2.5
Resolver la ecuacion diferencial homogénea.

1. (z—y)dz+zdy—=0

A

(z+ y)dz + zdy = 0
3. zdzx+ (y—2x)dy =0

4. ydx = 2(z +y)dy

5. —

dy 'y |
de =

-
y
6. ydx + (z + /zy)dy = 0
7. (2y/xy —y)dr — xdy =0
8. (y*+ xy)dr + x?dy =0

d..
0. W_¥7T

de  y+x
d: r+3
10, W I
de 3z +y
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2.6 ecuacion de Bernoulli

Algunas veces es necesario hacer un cambio de variable para
transformar una ecuacién diferencial no lineal en lineal. Lo primero
gue se debe hacer es llevar la ecuacién a la forma estandar, lego hacer
una sustitucion. Si la ecuacion presenta la forma:

dy

o TP@)y = f(z)y" (1)

Donde n es cualquier nimero real, es la ecuacién de Bernoulli.
Nota:Sin =0 n = 1laecuacién es lineal.

Sin = 1 lasustitucion

U = yl—n

Reduce cualquier ecuacién de la forma (1) en una ecuacion lineal.

La ecuacion diferencial de Bernoulli es una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden, formulada por Jacob
Bernoulli. Esta ecuacién fue transformada, por Gottfried
Leibniz en 1693 y por Johann Bernoullien 1697, es una
ecuacion diferencial lineal de primer orden, mediante la
sustitucion u = y'™"

SABIAS QUE
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Ejemplo 1: Resolver |a ED de Bernoulli

Resolver la ED

d
22 y = x>
dx

Solucion

Se determina el valor de n para realizar la sustitucion. En este

ejercicion = 2

u=y'"? => u=y!

y=1u
9
dy = —u “du
)
—u " “du B B
T +u = :cz(u 1)2
dx
—u2zdu ul x2u 2
—u2xdxr —u 1z —u 2
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Despejando lay

Derivandolay

Reemplazandolay A el dy
en la ecuacion de Bernoulli

Después de hacer el cambio de
variable, la ecuacién se
transforma en lineal, ahora se
debe llevar a la forma estandar

Simplificando



du 1

— — —u=—=x
de «=x

(@=—y FI=s
p(@) = —— d=z
lu=— [z lzdz
rlu=—-x+c

oz c
U——F+F
—=-zl+cz

)

135

La ecuacion es lineal en Ia
variable dependiente u A

ademds estd en forma
estandar. Ahora identificamos

p(xz) para hallar el factor
integrante.

Ahora aplicamos la propiedad
para resolver la ED lineal,
multiplicando la forma
estandar porel F'.I

Ahora debemos integrar el
lado derecho de la ecuacion

Despejamos la variable

dependiente u

Sustituyendou A aplicando
potenciacién

Despejando y se llega a la
solucién

—x2 4+ cx



Ejemplo 2: Resolver |a ED de Bernoulli

Resolver la ED

dy B 5
dz _y(my - 1)

Solucion

Se aplica propiedad distributiva

- =yt —y

Se organiza la ecuacidon para que la variable lineal quede al lado
izquierdo

dy A
%—I—y—wy

La ecuacién ya esta en la forma de |la ecuacién de Bernoulli

d
d_y + p(z)y = f(x)y™, ahora se determina el valor de m para
x

realizar la sustitucion. En este ejercicion = 4
u=1y = u=y Despejando lay

y=u"3 Derivandolay
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1 .
dy = ——u"3du
Y773
—%’LL—?)du a1 4
+u 3 =xU 3
dx
—%u‘ﬁdu n w3 zu~3
—%u 3de —%u% B —%u*
du Sy — 3
I u=—3x
p(r)=-3 FI=e™
e 3y = [ —3ze dx
u=—3x dv = e %dx
1
du = —3dz v = —56_3$
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Reemplazandolay A el dy
en la ecuacion de Bernoulli

Después de hacer el cambio de
variable, la ecuacién se
transforma en lineal, ahora se
debe llevar a la forma estandar

Simplificando

La ecuacion es lineal en la
variable dependiente u A
ademas estd en forma
estandar.

Ahora aplicamos la propiedad
para resolver la ED lineal,
multiplicando la forma
estandar porel F'.1

La integral se resuelve por
partes

Reemplazando en la férmula
de integracién por partes.



1
f _3ze3dy = re 3 4 —e 3¢ CAhora reemplazz%mos el
resultado de esta integral al
lado derecho de la ED.

Despejando u
u=1x+ 1 + ced® Sustituyendo u

Despejando y se llega a la
3 solucion

Ejemplo 3: Resolver |a ED de Bernoulli

Resolver la ED

Solucion
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Primero se debe organizar la ecuacién, pues no esta en forma
estandar A lay conexponente aparece en el lado izquierdo

y=—1u
dy = —u2du

—92
—u “du 1 |

— —ut=—"(u

dz x 332( )
—u3du u! B u 2
—u2dx —ulr u2x2
du n 1 B 1
dz wu 2
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El valordenes 2

Despejando lay

Derivandolay

Reemplazandolay A el dy
en la ecuacion de Bernoulli

la ecuacién ya es lineal, se debe
llevar a la forma estandar

Simplificando

La ecuaciéon es lineal en la
variable dependiente u A
ademds estd en forma
estandar.

Multiplicando la forma
estandar porel F'.1



1
e / 2 de Integrando

zu=In|z| + ¢ Despejando u
u — In |z| I < Sustituyendouw A aplicando
z Z potenciacién

Z

A In|z|+c

Ejemplo 4: Resolver el PVI

Resolver laED

d 1
2227 opy — 3yt Sujetaa y(1) = =

dx 2
Solucién

Primero se debe llevar la ecuacion a la forma estandar

dy 2 3, Elvalordenes4
x
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Despejando lay
Yy = u Derivando lay

1 4 Reemplazandolay A eldy
en la ecuacion de Bernoulli

4 1 4 . s o
—%u‘?du 2u~3 3u"3 Ya la ecuacién es lineal, se
dr T - 72 debe llevar a la forma estandar

1, 4 _1 _4
—3U sdu 2u7 3 3u"3
_lytde  —zlud T _plyt

JU sdx TIU 3 riau” s
Simplificando
@ Eu— _g Ecuacion lineal en forma
dr = x? estandar.

iplican I form
pz)=— FI=z° ultp cando a orma
T estandar porel F'.1

%u = [ —9z*dz integrando el lado derecho de
forma directa, obtenemos

Despejando la U y
5 simplificando
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w2, €
- 5p b
-9 C
-3 _ ¥ ©
4 5¢ xb
1 -3 -9 n c
2 5(1)  (1)8
8 = _? +c
49
=%
-3 _ __9 ﬁ
y 5¢c  Hxb
3 —9z° + 49
y = 526
1 —92°+49
y3 o 526

y:

3
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Sustituyendo u

Reemplazando valores
iniciales

Operando

Despejando obtenemos el
valordec

Reemplazando en la respuesta
obtenemos

Operando el lado derecho

Bajamos la y para volver el
exponente positivo

Despejandolay A sacando

raiz cubica obtenemos Ila
siguiente respuesta

50
—9x5 + 49
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https://www.geogebra.org/m/qjfbngbk
https://www.youtube.com/watch?v=HfLiRhEv0fg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra10.html
https://www.youtube.com/embed/HfLiRhEv0fg

2.6.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.6

Ejercicios de repaso seccion 2.6

Resolver las ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

10.

dy
dx y

2

e.ﬂy-

d
;rﬁ (1+ z)y = zy

dy 1
r— —
* dz 7Y y?

3(1+4 tg)% 2ty(y® — 1)

y: Pyt =1 Sujetaay(0)

4y
dx

22y +2zy b =0

dy -

Y

, 1 ‘

y (1 i —) y =y
£
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400
'@5@ Respuestas



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/problemas/problemas2.6.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/problemas/respuestas2.6.html

2.7 Ejercicios de modelado

Las ED tienen una importancia fundamental en las matematicas
debido a que es aplicable a casi todas las ramas del saber, entre ellas
estan: la geometria, la fisica, la quimica y la biologia. Estas permiten
identificar y aplicar técnicas y conceptos matematicos que admiten
obtener e interpretar la solucién de una situacion problema en la que
intervienen relaciones entre tasas o razones de cambio de variables
definidas en diversos contextos.

Algunas de las aplicaciones de las ED de primer orden son: el
crecimiento y decrecimiento poblacional, la desintegracion
radiactiva, el fechado de fésiles con carbono 14, el cambio en las
temperaturasy los circuitos en serie, entre otros.

Las ED se utilizan para describir los comportamientos de algunos
fendmenos de la vida real en términos matematicos, dicho proceso
recibe el nombre de modelo matematico y se utiliza para
comprender las variables que lo conforman, la relaciéon entre ellas,
ademas de predecir el comportamiento de dicho fenémeno.

Cuando dicho modelo lo debe resolver un cientifico es necesario
conocer la fuerza de gravedad que ejerce la tierra sobre dicho cuerpo
o la temperatura de ebullicion del agua dependiendo de la altitud
donde se realice el experimento, mas para efectos de este libro, el
objetivo se reduce a resolver modelos de baja resolucion por lo cual
la fuerza de gravedad que se utiliza es de 9.8?”;2 en el sistema MKS o

32 f;;ﬁ en el sistema inglés y la temperatura de ebullicién del agua

que se utilizard es de 100 C.

Es por esto que para terminar el capitulo se introduce el modelado de
problemas a partir de las leyes fisicas que los rigen y que conducen a
EDO.
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2.7.1 Crecimiento y decrecimiento

En 1798 el economista inglés Thomas Malthus intenté modelar el
crecimiento de la poblacion humana por medio de las matematicas,
su teoria dice que la rapidez con que varia la poblacion de un pais es
proporcional al nUmero de personas presentes en ese momento. En
términos matematicos, si p(t) denota la poblacion en funcion del

tiempo, su hipoétesis se puede expresar como

dp
a P

Recuerde que en matematicas, si dos cantidades A y son
proporcionales, se escribe x « y significando que x es un multiplo

: . dp
constante de y, es decir, x = ky, por tanto, la ecuacion I ap se

puede reescribir como

dp
* _
at P

Donde k es una constante de proporcionalidad.

Podemos observar que la ecuacion contiene la derivada de una
variable dependiente (poblacién) con respecto a una variable
independiente (tiempo), a esta ecuacion se le conoce como ED vy al
resolverla teniendo en cuenta las condiciones iniciales del modelo
matematico podemos predecir la cantidad de personas presentes en
cualquier momento t. Aunque es un modelo simple bastante exacto,

puede fallar si no se tienen en cuenta algunos factores como, por
ejemplo, migracién, inmigracion y catastrofes naturales entre otros.
Cuando se habla de seres vivos se puede usar para modelar el
crecimiento de pequenas poblaciones en intervalos cortos de tiempo.
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Observemos que esta es una ED de primer orden, al organizarla nos
queda

dp
E k=0
at P

Esta es una ED lineal y esta en forma estandar. Identificamos p(t) y
hallamos el factor integrante

p(t)=—-k F.I=e*  Aplicandolapropiedad

e *p= [0dz Integrando
e Mp=c despejando lay
c L .
p=——: a solucion es
s
p = ceM

Esta es la solucién de la ED para resolver ejercicios de crecimiento y
decrecimiento poblacional. Esta ecuacion es la misma que se utiliza
para ejercicios de descomposicion radiactiva, carbono 14 (C-14) e
interés compuesto entre otros, por lo cual para efectos de
simplificaciéon de variables cuando no estemos trabajando ejercicios
de crecimiento y decrecimiento poblacional, la ecuacién la vamos a
trabajar conlavariable
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Ejemplo 1: Crecimiento poblacional

La poblacién de Colombia crece a una tasa proporcional a la
poblacién presente en el tiempo (t). En el aiio 2005 el censo arrojé

gue habia 41'468.384 habitantes, en 2018 el nimero de habitantes
erade 48 258.494. ;Cual sera el numero de personas en 2030? Y
¢Cuando habra 100 000.000 de habitantes en Colombia?

Solucion

Condiciones iniciales del problema. En 2005, el cual va a ser el tiempo
inicial £ = 0 el nimero de habitantes era de 41 468.384 y en 2018, o0

sea, 13 anos mas tarde el nimero de habitantes era de 48'258.494,
las otras dos condiciones son las preguntas.

Condiciones iniciales.

t=0 p = 41 468.384
t=13 p = 48'258.494

t=12 p="?

t =7 p = 100 000.000
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Vamos a comenzar reemplazando el primer dato p = 41'468.384
cuandot = Oenlaecuaciénp = ce®  (1).

Note que la ecuacion (1) tiene cuatro incognitas
41468.384 = cek®) = ¢ =41'468.384

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma p=41468.384¢e"  (2).

Note que la ecuacion (2) ya tiene sélo tres incognitas

Ahora reemplazamos p = 48'258.494 cuando ¢ = 13 en la ecuacién

(2)
48'258.494 = 41'468.384¢*(13)  despejando queda

48'258.494

— I3k
41'468.384

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion

48'258.494| | .
t\ raesast| — e

0.1516405482 = 13k  despejando obtenemos el valor de k

k =0.01166465755
Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos

p= 4].I468.38460'01166465755t (3)
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Ya podemos responder la primera pregunta. Cual sera la poblacion en
2030,esdecir,en t =25

p = 41'468.384¢0-01166465755(25)  — 5 — 55'509.143

La poblacién en Colombia en 2030 sera de
55 509.143 habitantes

Ahora vamos a responder la segunda pregunta que dice, ;Cuando
habra 100 000.000 de habitantes en Colombia?

100 000.000 = 41 468.384¢0-01166465755() t = 75.46

A mediados del ano 2093 se espera que la poblacién
en Colombia sea de 100 000.000 de habitantes.

Ejemplo 2: Datado con carbono

En una cueva de Sudafrica se hallé un crdneo humano junto con los
restos de una hoguera. Los arquedlogos creen que |la edad del craneo
seaigual a la edad de la hoguera. Se determind que sélo queda el 2%

de la cantidad original de C' — 14 en los restos de la madera. Estime la
edad del craneo.
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En 1955, Willard Frank Libby publicé una obra titulada
Radiocarbon datingel en la cual habla sobre la teoria del
fechado con radiocarbono (carbono 14) que se produce en
la atmosfera por accion de la radiacion cosmica sobre el
nitrégeno.

SABIAS QUE

El carbono 14 es un isétopo radioactivo inestable que se encuentra

en la atmdsfera, al oxidarse se transforma en diéxido de carbono que
absorben las plantas y que se transmiten a otros organismos cuando
éstas son consumidas. Este intercambio constante de carbono entre
la atmodsfera y los seres vivos se ve interrumpida cuando éstos
mueren y es cuando comienza a desintegrarse en fracciones
constantes, en los laboratorios especializados miden la cantidad de
carbono 14 que se conservoé de la muestra al paso del tiempo.

Solucion

Para resolver el ejercicio es necesario plantear las condiciones
iniciales del problema, teniendo en cuenta que la vida media del

C — 14 es 5.600 anos. Se sabe que inicialmente el craneo tenia el
100% de ¢ — 14. Siempre que un ejercicios nos hable de porcentaje lo
vamos a dividir por cien.

Condiciones iniciales.

t=20 p=1
t = 5600 p=0.5
t =7 p = 0.02
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Vamos a comenzar reemplazando el primer datop = 1 cuandot =0
enlaecuaciénp = ce*  (1).

k(0)

1 =ce = c=1

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma p=-¢f (2).

Ahora reemplazamos p = 0.5 cuando ¢t = 5600 en la ecuacién (2)
0.5 = ek’(5600)

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion

In|0.5| =In ‘6560%!

—0.6931471806 = 5600k despejando obtenemos el valor de k

k = —0.0001237762

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos

p = 6—0.0001237762t (3)

Ahora vamos a calcular la edad del craneo, teniendo en cuenta que al
momento de encontrar los restos de la madera sdlo quedaba el 2% de
la cantidad originalde C' — 14.

0.02 = ¢ 000012377628 ¢ — 37 607, 1.

La edad aproximada del craneo es de 31.607, 6 afos.
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Ejemplo 3: Crecimiento poblacional

La poblacion de cierta ciudad aumenta proporcionalmente al nimero
de habitantes que hay en un momento dado en ella. Si después de 5
anos, la poblacién se ha triplicado y después de 8 anos es de 45.000
habitantes, hallar el nimero de ciudadanos que habia inicialmente.

Solucion

Se deben plantear las condiciones iniciales del problema. Como la
incégnita es la poblacion inicial, la vamos a llamar py para poder

trabajar la ecuacion. Note que cuando el enunciado dice que a los 5
anos la poblacion se ha triplicado, se representa 3p,

Condiciones iniciales.

t=20 D = Do
t=25 P = 3po
t=28 p = 45.000

Reemplazamos el primer dato p = pg cuando t = 0 en la ecuacién
p=ce (1)

Po = ceF(®) = C=DPo
Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente

forma p=peet (2).
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Ahora reemplazamos p = 3p, cuandot = 5 en la ecuacién (2)
3po = poeF®  despejando queda

3
oPo _ sk

Dbo

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion
In|3|=1In ‘65]“}
1.098612289 = 5k  despejando obtenemos el valor de k

k =0.2197224577

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos

p = poel 2197224577t (3),

Ahora vamos a calcular la cantidad inicial de habitantes
45000 = p0€0'2197224577(8)

Despejando po

- 45000
bo = €0.2197224577(8) *

La cantidad inicial de habitantes en la ciudad es
7.759 habitantes
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Ejemplo 4: Descomposicion radiactiva

Se ha detectado que el 0.5% de una sustancia radioactiva desaparece
en 12 anos. ;Qué porcentaje desaparecera en 1.000 anos? ;Cual es la
vida media de dicha sustancia?

Solucion

Condiciones iniciales.

t=20 z=1
t=12 x = 0.995
t =7 x=0.5
t = 1000 x =7

Reemplazamos el primer dato x = 1 cuando t = 0 en la ecuacion
p=ce (1)

k(0)

1 =ce = c=1

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente

forma z=¢€M (2).

Ahora reemplazamos ¢ = 0.995 cuando ¢t = 12 en la ecuacion (2)
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0.995 = ek(12) aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la
ecuacion

In |0.995| = In |e!?|
Despejando obtenemos kK = —0.00041771181
Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos

T = 6_0'00041771181t (3)

Ahora vamos a calcular qué porcentaje desaparecera en 1.000 afios
— —0.00041771181(1000)

Tr —=

x = 65.85 Esto quiere decir que a los mil afios quedara el 65.85%

En 1.000 afios desaparecera el 34.15%

Ahora vamos a calcular la vida media de la sustancia radiactiva

0.5 — —0-00041771181(t)

In|0.5] = In |e—0.00041771181(t) |

~ —0.6931471806
~ —0.00041771181

La vida media de la sustancia radiactiva es 1659.4
anos
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Ejemplo 5: Interés compuesto

Previo al nacimiento de su primer hijo, una pareja deposita 5.000
délares en una cuenta que paga el 8% de interés compuesto. Los
pagos de interés son acumulables al capital. ;Cuanto habra en la
cuenta en el dieciochoavo cumpleafnos del nino?

Solucion

En los ejercicios de modelado la k es la constante de crecimiento o

decrecimiento del ejercicio, es la que determina a qué velocidad esta
creciendo o decreciendo una poblacién o se descompone el carbono
14 o se desintegra determinado material radiactivo, en los ejercicios
de interés compuesto el interés determina la rapidez de crecimiento
del capital, es decir, que la k es el interés compuesto, para este

ejerciciok = 0.08

Condiciones iniciales.

t=20 x = 5000

t =18 T =7

Reemplazamos el primer dato x = 5000 cuandot = 0 en la ecuacion

p=ce (1)

5000 = ce¥® = ¢ = 5000
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Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma z = 5000e*  (2).

Ahora reemplazamos k = 0.08 At = 18 en la ecuacién (2)

z = 5000e09)18) 2 — 21103, 47.

Al dieciochoavo cumpleafios del nifio habrd en la
cuenta21103,47 dolares

En la pagina 199 puedes observar un video de aplicacion de
crecimiento y decrecimiento.

En la siguiente escena interactiva, podras resolver ejercicios de
crecimiento poblacional, debes ingresar las condiciones iniciales del
ejercicio.

o7l

Crecimiento poblacional

Tiempo inicial ¢, o Poblacion inicial . 500
Tiempo Medio ;45 Poblacion Media =75

Tiempo de la pregunta Poblacion x =780

15 30

675
™ 500
Constante de crecimiento poblacional k= 10 = 0.0139T61942375159

= mgw Mt = 5OQ w OVIWTELIITLINN — o — 780.4375

158


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra11.html

2.7.2 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.1

Ejercicios de repaso seccion 2.7.1
Resolver los ejercicios de crecimiento y decrecimiento.

1. Se sabe que la poblacién de cierta comunidad aumenta en un instante cualquiera con una rapidez
proporcional al nimero de personas presentes en dicho instante. Si la poblacién se duplica en 5 afios
:Cuanto tiempo tardara en triplicarse? ;Cuanto tiempo tardara en cuadruplicarse?

2. Suponga que la comunidad del problema anterior es de 10.000 personas después de tres afos. ;Cual
erala poblacién inicial? ;Cual serd la poblacién en 10 afios?

3. la poblacién de un pueblo crece a una tasa proporcional a la poblacién presente en el tiempo {t) La
poblacién inicial es 500 habitantes y aumenta el 15% en 10 afos. ;Cual seré la poblacién en 30 afios?

4. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad de bacterias & , después de una hora el nimero de
bacterias es 3x; . Si la rapidez de crecimiento es proporcional al nimero de bacterias presentes.
Determine el tiempo necesario para que el nimero de bacterias se triplique.

5. En cualquier momento (¢) la cantidad de bacterias de un cultivo crece a razén proporcional al nimero
de bacterias presentes. Al cabo de tres horas se observa que hay 400 bacterias. Después de 10 horas hay
2000 bacterias. ;Cual era la cantidad inicial de bacterias?

6. Inicialmente habfa 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Al cabo de 6 horas, esa cantidad
disminuyé el 3%. Si la razén de desintegracién en cualquier momento, es proporcional a la cantidad de
sustancia presente, calcule la cantidad que queda después de 24 horas.

7. En 1990 el departamento de recursos naturales liberé 1000 ejemplares de una especie de pez en un
lago. En 1997 la poblacién de estos peces en el lago era de 3000. Estime |la poblacion de peces en el lago en
el ano 2020.

¢

Respuestas
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2.7.3 Temperaturas

La ley de enfriamiento de Newton dice que en un cuerpo que se esta
enfriando, la rapidez con que la temperatura T' cambia, es

proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la
temperatura constante 7;,, del medio que lo rodea, esto es:

drl’

— — k(T -T,
il )

Podemos ver que esta es una ED de variables separables. Separando
variables tenemos

dT

———— =kdt
(T T Tm)

Integrando ambos lados de la ED. El lado izquierdo se integra por
sustitucion.

In|T —-T,|=kt+c

Quitando el logaritmo

eln|T—Tm\ — ekt+c

T —T,, = cet
Despejando la temperatura obtenemos la solucién

T =T, + ce*
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La solucién es muy similar a la de crecimiento y decrecimiento, se
diferencia en que tenemos un dato mas que es la temperatura del
medio T}, por esto los ejercicios se resuelven de forma similar.

Ejemplo 1: Temperatura

Una taza de café se sirve a una temperatura de 70°C' en un cuarto
cuya temperatura es de 17°C. Dos minutos mas tarde la temperatura
del café es de 60°C. ;Después de cuanto tiempo la taza de café
alcanza la temperatura de 20°C?

Solucion
Se plantean las condiciones iniciales del problema.

Condiciones iniciales.

t=20 T ="70°C

t=2 T =60°C

t =" T =20°C
T, =17°C

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 70°C' cuando
t = O0enlaecuacion T = Ty, + cef  (1).
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70 =17 + ce*0 = ¢ =53

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =17+ 53" (2).

Ahora reemplazamos T" = 60 cuando ¢ = 2 en la ecuacion (2)

4
60 = 17 + 53e*(?)  despejando queda £ — k()

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion

In E = ln’e%‘

—0.2090917979 = 2k  despejando obtenemos el valor de k
k = —0.1045458989

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos

T =17 + 536—0.104545898975 (3)

Ahora vamos a calcular cuanto tiempo se demora la taza de café para
llegara20°C'

20 = 17 + 53¢ 01040408989 — ¢ — 27,46,

La taza de café se demora 27, 46 minutos para llegar
a20°C

162



Ejemplo 2: Temperatura

Un termdmetro que indica 70° F" se coloca en un horno precalentado

a temperatura constante. A través de una ventana de vidrio del
horno, un observador registra que la temperatura es de 110°F

después de medio minuto y de 145° F' después de un minuto. ;A qué
temperatura esta el horno?

Solucion
Se plantean las condiciones iniciales del problema.

Condiciones iniciales.

t=20 T="T70°F

t=20.5 T =110°F

t=1 T = 145°F
T, =7

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 70°C' cuando
t = O0enlaecuacion T = Ty, + cef  (1).

70="T,+ce0 = c=70-T,

163



Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =Ty, + (70 — Tp,)ef  (2).

Ahora reemplazamos T = 110 cuando ¢ = 0.5 en la ecuacién (2)

110 = Tp, + (70 — T;,,)e*(0) (3) Nos queda una ecuacion
con dos incégnitas, como no se puede resolver una ecuacién con dos
incégnitas, entonces, reemplazamos la otra condicién para tener una
segunda ecuacion.

145 = T,, + (70 — T,)e*M  (4)
~110-T,,

; » 0.5k
Despejando Euler de la ecuacion (3) €% = 0T, (5)
145 — T,
Despejando Euler de la ecuacion (4) e* = 0T (6)

No podemos igualar las ecuaciones (5) A (6)

Aplicamos axioma de igualdad a la ecuacién (5) elevando al cuadrado
a ambos lados

> [110-T;,7" 110 - T, 1°
L :[70—Tm] ~ ek:[m—Tm] (7)

Ahoraigualamos las ecuaciones (6) A (7)

145 - T, [110-T,,]"
0T, |70-T,

Aplicando potenciacién
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145 — T, [110 — Tpy)?

70T,  [70— T2

Simplificando

o 2
145 T, = [110 — T3]
Despejando

(145 — T,,,)(70 — T,,) = [110 — Tm]2
Haciendo distributiva y desarrollando el binomio

10.150 — 2157}, + [T},,]> = 12100 — 2207, + [T}

Agrupando términos semejantes

5T, = 1950
Despejando T,
T — 1950

5

La temperatura al interior del horno es de 390° F'

Cuando se resuelven ejercicios de crecimiento y decrecimiento o de
temperaturas y piden poblacion inicial, temperatura inicial o
temperatura del medio, siempre se debe plantear un sistema de
ecuaciones para poder resolver el ejercicio.
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Ejemplo 3: Temperatura

Un termdémetro se lleva del interior de una habitacion donde la
temperatura del aire es de 80° F" al exterior donde la temperatura del

aire es de 15°F'. después de un minuto el termémetro indica 55°F'.
¢Cual es la temperatura del termémetro en ¢ = 2 minutosS? ;Cuanto
tiempo le tomara alcanzar 19° F

Solucién Se plantean las condiciones iniciales del problema.

Condiciones iniciales.

t=20 T =80"F

t=1 T =55°F

t=2 T ="

t =" T=19°F
Tm = 15°F

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 80°C cuando
t = O0enlaecuacion T = Ty, + ce®®  (1).

80 = 15 + et = c = 65
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Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =15+ 65eM  (2).

Ahora reemplazamos T = 55 cuando ¢t = 1 en la ecuacion (2)

55 = 15 + 65e*(1)  despejando queda =€

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacién

40

— obtenemos el valor de k
65

In zln’ek‘

k = —0.4855078
Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos
T =15+ 65e—0.4855078t (3)

Ahora vamos a calcular la temperartura a los 2 minutos

T = 15 4 65e(70-4855078)(2)  — T — 3961,
La temperatura a los dos minutos es 39.61° F'

Ahora vamos a calcular cuanto tiempo se demora el termémetro para
llegar a 19° F'

19 = 15 + 656_0'4855078t $

In = In [e 04855078 = ¢ —=15,74

65
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El termdmetro se demora 5, 74 minutos para llegar a
19°F

Ejemplo 4: Temperatura

Se sumerge una barra de acero en un liquido que estd a una
temperatura de 110°C, la barra esta a 32°C, un segundo después su

temperatura aumenta 4°C'. ;Cudl sera la temperatura de la barra a
los 10 segundos? ; Cuanto tiempo le tomara alcanzar 100°C

Solucion

Tenga en cuenta que la temperatura de la barra aumenta 4°C en un
segundo, es decirent = 1 latemperaturaes 36°C.

Condiciones iniciales.

t=20 T =32°C

t=1 T =36°C

t=10 T ="

t =" T =100°C
Tm = 110°C
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Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 32°C' cuando
t = 0enlaecuacionT = T, + ce®®  (1).

32 =110+ cef® = = _78

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =110 — 78"  (2).

Ahora reemplazamos T = 36 cuando ¢t = 1 en la ecuacion (2)

T4,
—78

36 = 110 — 78e*(1)  despejando queda e

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion

4
In 4 :ln}ek| obtenemos el valor de k

k = —0.05264373

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos

T =110 — 786—0.05264373t (3)
Ahora vamos a calcular la temperatura a los 10 segundos

T =110 — 78¢(005264373)(10) = T — §3.92.
La temperatura alos 10 segundos es 63.92°C

Ahora vamos a calcular cuanto tiempo se demora el termémetro para
llegar a100°C
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100 = 110 — 78¢70:05264373¢  despejando queda

—10 — ¢—0.05264373¢
—78

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion

10
78

In

— In ’6_0‘05264373t — t=139.01

El termémetro se demora 39.01 segundos para
llegar a 100° F'

Ejemplo 5: Temperatura

Se encuentra el cuerpo de un hombre una manana fria en una
habitaciéon cuya temperatura es 15°C, un detective mide la

temperatura del cuerpo y el termémetro indica 36°C, una hora

después vuelve a medir la temperatura del cuerpo y el termémetro
indica 35.2°C. En qué momento ocurrio el asesinato.

[Sugerencia: La temperatura normal del cuerpo es de 37°C.

Solucion

Condiciones iniciales.
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t=20 T =37C

t=t T =33°C
t=t+1 T =321
Tm = 15°C

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 37°C' cuando
t = 0enlaecuacionT = T, + cef®  (1).

37=15+c"® = =22
La ecuacién (1) queda de la siguiente forma T = 15 + 22e*  (2).

Ahora reemplazamos T = 33 cuando ¢t = t en la ecuacién (2)

18 _ ke
22

33 = 15 + 22¢*¥()  despejando queda e

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion

18 " 5 L
In 2 :ln}e ‘ obtenemos una ecuacién con dos incégnitas$

kt = —0.20067079 (3) Nos queda una ecuacion con dos
incognitas, como no se puede resolver, reemplazamos la otra
condicion para tener una segunda ecuacion.

17.1

e k(t+1)
22

32.1 = 15 + 22+t despejando queda =e

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacién
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17.1
In 171 zln}e’“(Hl
22

) } obtenemos

k(t+1) = —0.25196398  (4)

Despejamos k de las ecuaciones (3)

—0.20067079
R (5)

Despejamos k de las ecuaciones (4)

—0.251
b 0.25196398 (6)

t+1

lgualamos (5) A (6)

—0.20067069  —0.25196398
t a t+1

Operando obtenemos

—0.20067069¢ — 0.20067069 = —0.25196398¢

Agrupando términos semejantes

0.05129329¢t = 0.20067069  despejando ¢t = 3.912

3.912 horas equivale a 235 minutos

El asesinato ocurrid alas 8 : 06 am

En la pagina 199 puedes observar un video de aplicacion de
temperaturas.
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2.7.4 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.3

Ejercicios de repaso secciéon 2.7.3
Resolver los ejercicios de temperaturas.

1. Un termometro se lleva del interior de una habitacion donde la temperatura del
aire es de TO°F al exterior donde la temperatura del aire es de 10°F'. después de

medio minuto el termdémetro indica 50° F. ;Cudl es la temperatura del termémetro
ent = 1 minuto? ;Cuanto tiempo le tomara alcanzar 157 F7?

2. Un termoémetro se lleva del interior de una habitacién al exterior, donde la
temperatura del aire es de 5° I, después de 1 minuto el termémetro indica 55°F. 5
minutos después marca 30°F. ;Cudl serd la temperatura del interior de la
habitacion?

3. Dos grandes tanques A y B del mismo tamafio se llenan con fluidos diferentes.
Los fluidos en los tanques A y B se mantienen a 0°C' y a 100°C, respectivamente.
Una pequena barra de metal, cuya temperatura inicial es 100°C, se sumerge dentro
del tanque A. Después de 1 minuto la temperatura de la barra es de 90°C. Después
de 2 minutos se saca la barra e inmediatamente se transfiere al otro tanque. Después
de 1 minuto en el tangue B la temperatura se eleva 10°C. ;Cuénto tiempo medido
desde el comienzo de todo el proceso, le tomara a la barra alcanzar los 99.9°C?

4, Una pequefa barra metélica cuya temperatura inicial es de 20°C se deja caer en
un recipiente con agua hirviendo. ;Cuénto tiempo tardard en alcanzar 90°C' si se
sabe que incrementa 2°C en un segundo? ;Cuanto tiempo tardara en llegar a 98°C'?

5. Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es de 1007 F
v se lleva al exterior donde la temperatura es de 237 F'. Después de medio minuto el
termémetro indica 75°F ;Cudl serd la lectura después de un minuto? ;Cuanto
tiempo se demorara para que el termémetro llegue a 307 F?

(rdl
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2.7.5 Mezclas

las soluciones quimicas, entendiéndose estas como un sistema
homogéneo donde hay mayor proporciéon de soluto que de solvente,
conllevan la necesidad de comprender el concepto de concentracion,
el cual no es mas que la relacion entre la cantidad de soluto vy la
cantidad de solvente. Las ED son una herramienta para comprender
el comportamiento de las mezclas de dos o mas soluciones en un
recipiente bajo ciertas condiciones

Se tomara la sal como soluto para definir la ED, pero es importante
resaltar que es igualmente aplicable a todo tipo de soluciones
homogéneas, pues la ecuacion mide la variacion de la cantidad de
soluto presente en la mezcla en cualquier momento ¢

Al mezclar dos soluciones salinas de distintas concentraciones surge
una ecuacion diferencial de primer orden, que define la cantidad de
sal contenida en la mezcla. A(t) denota la cantidad de sal (medida en
libras) en el tanque en el tiempo ¢, entonces la razén con la que A(t)

cambia es una razén neta:

dA
— =R — R
7t 1 2

La rapidez esta dada por
R, = Velocidad de entrada por concentracién

Ry = Velocidad de salida por concentracién

lbs

min

La rapidez conlaque lasal entraes
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Ejemplo 1: Mezclas

Se disuelve inicialmente 50 libras de sal en un tanque con 300 galones
de agua. Se bombea Salmuera al tanque a razon 3mm y luego la
solucion adecuadamente mezclada se bombea fuera del tanque a
razén de 3;%. Sila concentracion de la solucion que entra es de 2 l’b

’

determine la cantidad de sal que hay en el tanque en un instante
cualquiera. ;Cuanta sal hay después de 50 min? ;Cuanta después de

un largo tiempo?
Solucién

Lailustracién ayuda a comprender lo que esta pasando en el tanque.

razon de entrada de la salmuera Enel tanque esté entrando salmuera a
3 gal/mi
gal/min razén de 3 gm con una concentracion
de Zézbl Es decir, R, =
3 gal lzb — 6 lib
- min gal min
- l -
. 1
y I . .
ggﬁsglm = Inicialmente en el tanque hay 300
1

%_D galones de salmuera, entonces para

hallar Ry se plantea la ecuacién

b _ A
\\___ - : R2 —_ ’l"e. V+(Te_rs)t.

razon de salida de 1a™

Reemplazando datos en la ecuacion.
salmuera 3 gal/min
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gal A lib A lib
min 300+ (3 — 3)t gal 100 min’

dA
Reemplazando estos datos enla ED I = R; — Ry nos queda

Ry =3

dA = 6 — —— organizando laED
dt 100

dA 1

S L~ A=6

dt * 100

Tenemos una ED lineal no homogénea y esta en forma estandar.
Identificamos p(t) A hallamos el factor integrante.

1 . Apli | iedad
£ — —— F.J] — et plicamos a propieda para

p(t) 100 resolverla.
FlIy= [F.If(x)dz

el A = f 6e 0 dt Integrando el lado derecho

ein A = 600eT® + c Despejamos la variable dependiente
A

A = 600 + ce~ 1 Ahora reemplazamos condiciones
iniciales A(0) = 50 para hallar lac

50 = 600 4+ ce’ El valor de la constante es
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c = —550 La solucion es

A(t) = 600 — 550e~ 1

Teniendo |la ecuacién de concentraciéon de sal, podemos responder las
dos preguntas

Para saber la cantidad de sal a los 50 minutos se reemplaza,lat = 50
A(50) = 600 — 550e 100

A(50) = 266.4

La cantidad de sal que hay a los 50 minutos es 266.4
libras

Ahora necesitamos saber la cantidad de sal después de un largo
tiempo, es decir,t = oo

A(oc0) = 600 — 550e 100

A(oo) = 600

La cantidad de sal que hay despues de un largo
tiempo es 600 libras
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Ejemplo 2: Mezclas

Un tanque contiene 450 litros de agua en el que se disuelven 30

gramos de sal: Una salmuera que contiene 39—;’ se bombea al tanque
con una intensidad de 6%, la solucién adecuadamente mezclada se
bombea hacia afuera con una intensidad de 8%. Determine la
cantidad de libras de sal que hay en el tanque en cualquier instante.
¢Cuando se vacia el tanque?

Solucion

En el tanque esta entrando salmuera arazén de Gﬁ conuna

concentraciéonde 3%-.  Esdecir, Ri = 64.3% = 18-

min min
Inicialmente en el tanque hay 450 litros de salmuera, entonces para
A

hallar R, se plantea la ecuacién Ry, = r.. )
25eP POV A (re - o)t

Reemplazando datos en la ecuacion.

[ A lib A gr

Ry=8——. — 8 .
> "min 450 + (6 — 8)t gal 450 — 2t min

Reemplazando estos datos enla ED I = R; — Ry nos queda

%:18—4

organizando la ED
dt 295 _¢ °
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dA 4

A =18
dt +225—t

Tenemos una ED lineal no homogénea y esta en forma estandar.
Identificamos p(t) A hallamos el factor integrante.

4
225 — ¢

p(t)

(225 —t)*A = [18(225 — t)*dt

F.I=(225-1¢t)"

(225 —t) A =6(225—t) 3 +¢

A =6(225—t) + (225 — t)*

30 = 6(225) + c(225)*

1320
(225)¢

CcC =

Ahora aplicamos la
propiedad pararesolverla

Integrando el lado derecho
de la ecuacidén

Despejamos la variable
dependiente A

Ahora reemplazamos
condiciones iniciales

A(0) = 30 parahallarlac

El valor de la constante es

La solucién es

4
225 —
A:6(225—t)—1320< : t)
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La ecuacién que nos ayuda a determinar la cantidad de sal que hay en
el tanque en cualquier momento es

225—t>4

A(t) = 6(225 — t) — 1320 (W

Ahora necesitamos saber cuando se vacia el tanque. Como la
intensidad de salida es mayor que la intensidad de entrada, es légico
gue llega un momento en que el tanque estara vacio

Utilizamos la condicién 450 + (6 — 8)¢. entonces es necesario
igualar esta ecuacion a ceroy despejar t

El tanque se vaciaent = 225 minutos

Ejemplo 3: Mezclas

Un estanque contiene 100m? de agua contaminada. Con el propésito

m3

de descontaminarlo se introduce agua limpia a razén de prdl el
agua contaminada (uniformemente mezclada) se deja salir del
estanque a la misma razon. ;Qué porcentaje de contaminantes se
habra eliminado después de 1 h? ;Qué tiempo debe transcurrir para

que los contaminantes disminuyan en un 90%?

Solucion

180



Lailustracién ayuda a comprender lo que esta pasando en el tanque.

razon de entrada En el tanque estd entrando agua
i Esdecir, R =22-.0=0

min

Inicialmente en el tanque hay 100m3

2m?/min . . , 3
— limpia a razén de 22~ con una
min
—/1J concentracion de 0 contamlnaaén.
—
1
I
Db
I
100m?3 :

% de agua contaminada, entonces para

_> hallar R2 se plantea la ecuacién
. . _ A

I —f/ A =

raz6n de salida de 12~ Reemplazando datos en la ecuacion.
salmuera 2m?/min

A A
R, = 2. _Am
100 + (2 —2)t 50 min

d
Reemplazando estos datos en la ED I = R; — Ry nos queda

dA

rr =0- =0 organizando laED
dA 1

—+—A=0

dt i 50

ED lineal homogénea en forma estandar. Identificamos p(t)

p(t) = F.I—en Ahora aplicamos la propiedad para
50 ' resolverla
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en A = f Odt Integrando obtenemos

e A =c Despejamos la variable dependiente
A
t o .
A = cew Ahora reemplazamos condiciones

iniciales A(0) = Ag parahallarlac

0
Ay = cew El valor de la constante es
c= Ay La solucion es
t
A(t) = Ape

Teniendo la ecuacién de concentracion de contaminante, podemos
responder las dos preguntas

Para saber el porcentaje de contaminante que se habra eliminado
después de 60 minutos

A(t) = Age

La cantidad de contaminante que hay después de 1
horaes 0.3012A4,
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Ahora vamos a calcular qué porcentaje es esta cantidad de A

Ay —0.30124,  Ap(1 —0.3012)
_ — 0.6989
Ay Ay

Después de una hora se habra eliminado el 69.89%
del contaminante del estanque

Ejemplo 4: Mezclas

El aire del interior de un pequefio cuarto con dimensiones de 12x8x8
metros contiene 3% de mondxido de carbono. Empezando en t = 0,

se sopla aire fresco que no contiene mondxido de carbono hacia el
3
interior del cuarto a razén de 100-"--. Si el aire del cuarto sale al

exterior a través de una abertura a la misma velocidad.

:Cuando tendra el aire del interior del cuarto 0.01% de mondxido de

carbono?

Solucion

La cantidad de mondxido de carbono que hay inicialmente en el

cuarto es el 3% del volumen V = 768m?

76823

A(0) = — 5= = 23.04
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En el cuarto entra aire limpio a razéon de 100mm—;. Es decir,
R; =1002-.0 =0

Inicialmente en el cuarto hay 768m3 litros de salmuera, entonces
A

“V o+ (re —rs)t

para hallar Ry se plantea la ecuacion Ry = r

Reemplazando datos en la ecuacion.

A 1004 254

Ry = 100. = .

2 768 + (100 — 100)t 768 192
Reemplazando estos datosen la ED g = R; — Ry nos queda
dA _0 25A 7ando la ED
= 192 organizando la
dA 25
at 192470

ED lineal homogénea en forma estadndar. Identificamos p(t) A
hallamos el factor integrante.

25

25 Ahora aplicamos la propiedad para
t) = — F.J =eint P prop P
p( ) 192 resolverla
et A — det Integrando el lado derecho de Ia
ecuacion
et A — ¢ Despejamos A
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=

A = ce 2t Ahora reemplazamos condiciones
iniciales A(0) = 23.04 para hallar

lac
23.04 = ce_% (0) El valor de la constante es
c=23.04 La solucion es

La ecuacién que determina la concentracion de mondxido de carbono
en funcién del tiempo es:

25 4

A = 23.04e" 12

Ahora podemos responder la pregunta. ;Cuando tendra el aire del
interior del cuarto 0.01% de mondxido de carbono?

0.0768 = 23.04e Tt

n 0.0768 :1n)e—12—952t obtenemos
23.04
t = 43.805

Enuntiempodet = 43.8 minutos el aire del interior
del cuarto tendra 0.01% de mondéxido de carbono

En la pagina 200 puedes observar un video de aplicacién de mezclas.
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2.7.6 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.5

Ejercicios de repaso seccion 2.7.5
Resolver los ejercicios de mezclas.

1. Un tangue tiene 500 galones de agua pura y entra salmuera con 2 libras de sal por galén a razén de
gal
.

=)

—. El tanque esta bien mezclado y de €l sale la solucion con la misma rapidez. Determine A(t) en

min
libras de sal que hay en cualquier instante (¢). Cudl es la concentracién en { = 5 minutos?

2. Resuelva el ejercicio anterior suponiendo que la solucidén sale con una razon de 10 galones por
minuto. ;Cuando se vacia el tanque?

3. Un tanque contiene 200 litros de un liguido en el que se han disuelto 30 gramos de sal. Una
salmuera que contiene un gramo de sal por litro, se bombea al tanque con una intensidad de 4 litros
por minuto; la solucidn bien mezclada se bombea hacia afuera con la misma rapidez. Encuentre la
cantidad A(t) de gramos de sal que hay en el tanque al tiempo £.

4, Resuelva el ejercicio anterior suponiendo que al tanque entra agua pura

5. Un gran tanque esta parcialmente lleno con 100 galones de fluido en los que se disolvieron 10

) ) o . . . gal
libras de sal. La salmuera tiene media libra de sal por galén que entra al tanque a razén de 6 ——. La
min

o . gal . : )
solucién bien mezclada sale del tanque a razon de 4=——. Determine la cantidad de libras de sal que
min

hay en el tanque después de 30 minutos.

6. Un tanque contiene 100 galones de aguavy le entra salmuera con _11 de libra de sal por galén arazén
de 3 gal/min. El tanque esta mezclado y sale de €l con la misma rapidez. Calcule la cantidad A{t) de
libras de sal que hay en el tanque en cualquier momento t.

7. Una alberca cuyo volumen es de 10000 litros contiene agua con el 0.001% de cloro. Empezando

& Respuestas
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2.7.7 Circuitos en serie

Circuitos L R: Cuando un circuito en serie s6lo contiene un inductor
(L) y unresistor (R), la segunda ley de Kirchhoff establece que:

di
la suma de las caidas de voltaje a través de un inductor L% y de un

resistor (iR) es igual al voltaje aplicado E(t) al circuito

Circuito LR en serie

di ,
LE—FRZ—E(t) (].)

Circuitos RC": Cuando un circuito en serie sélo contiene un resistor
(R) y un capacitor (C), la caida de voltaje a través de un capacitor de
capacitancia (C) es

Q(t)

C

donde q es la carga en el capacitor.
Por la segunda ley de kirchhoff  Ri + % +q=Et) (2)

d
La corriente (¢) y la carga (q) se relacionan mediante ;24

Asi la ecuacion (2) se transformaen
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Circuito RC en serie

dg 1
R% + ol= E(t) (3)

Ejemplo 1: Circuito en serie LR

Se conecta una bateria de 20 Voltios a un circuito en serie LR con 0.2
henry de inductancia y 30 Ohms de resistencia. Determine la
corriente i(t) sii(0) = 0.

Solucion
Recordemos que
A 144 R~ B
| dt B
GD % [. | Reemplazando valores tenemos
di
0.2— + 302 = 20
| dt+ )
Es una ED lineal pero no estid en

forma estandar.
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LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

di
& L 150i = 100
a v

p(t) =150 F.I = !5

e = [100e'°%dt

100
150t; _ 150t
"~ 150° ¢

.2
i= 2 4 o150t

3
2
0= - 0
3—|-ce
2
c= ——
3

|dentificamos p(t) y hallamos el FI.

Ahora aplicamos la propiedad para
resolverla

Integrando el lado derecho de Ia
ecuacion

Despejamos la variable dependiente 2

Ahora reemplazamos condiciones
iniciales ¢(0) = O parahallarlac

El valor de la constante es

La corriente en funcién del tiempo es
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Ejemplo 2: Circuito en serie RC

Se aplica una fuerza electromotriz de 100 Voltios a un circuito en
serie RC', donde la resistencia es de 200 Ohms y la capacitancia es de
10~* farads. Determine la carga q(t) en el capacitor, Si ¢(0) = 0.
Encuentre la corriente i(t)

Solucion

R1=200Q | Recordemos que

——AM——
dg 1

R— —q =
@E(r)—IOOV C

Reemplazando valores tenemos
I I

C = 1X10 farad

E(t)

200 4q
dt 10—4

q =100

Es una ED lineal pero no esta en forma estandar.

LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

ilit + 50q = % Identificamos p(¢) y hallamos el FI.
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p(t) =50 F.I =¢ Ahora aplicamos la propiedad para

resolverla
50t 1 50t Integrando el lado derecho de Ia
e = e’ 'dt .
2 ecuacion
ePltq = LeSOt o Despejamos la variable dependiente q
100
q= i + e 0t Ahora reemplazamos condiciones
100 iniciales ¢(0) = 0 parahallarlac
_ L La carga en funcion del tiempo es
100
1 1
t) = — — _e—BOt
1) = 100 ~ 100

La corriente es la derivada de la carga, por lo cual debemos derivar la
respuesta anterior

! — 26—5015

Entonces la corriente en funcién del tiempo es:

1
’L(t) = 5675015
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Ejemplo 3: Circuito enserie LR

Se aplica una fuerza electromotriz de 450 voltios a un circuito LR con
0.25 henry de inductancia y 90 ohms de resistencia. Determine la
corriente i(t) sii(0) = 0.Cuando t tiende al infinito.

Solucion

Recordemos que L% + Ri = E(t)

Reemplazando valores tenemos
di

|
CE:) g [ 0.25dt + 90i = 450
I

Es una ED lineal pero no estad en
forma estandar.

LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

di 1 3605 — 1800 Identificamos p(t) y hallamos el FI.
t

p(t) =360 F.I = 30 Ahora aplicamos la propiedad para
resolverla
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e300t — [ 1800€36% dt

360t; _ 1800 360t 4
360
5,360t c
i = +

e300t e300t

i =54 ce 300

Integrando el lado derecho de Ia
ecuacion

Despejamos la variable dependiente ¢

Simplificando

Ahora reemplazamos condiciones
iniciales 7(0) = O parahallarlac

El valor de la constante es

La corriente en funcién del tiempo es

i(t) = 5 — be 300"

La corriente cuando ¢ tiende a infinito es

i(t) =5 — 5e(—360)(c0)

i(00) =
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Ejemplo 4: Circuito en serie RC

Se aplica una fuerza electromotriz de 200cos2t Voltios a un circuito
en serie RC, donde la resistencia es de 50 Ohms y la capacitancia es
de 102 farads. Determine la carga g(t) en el capacitor, Si g(0) = 0.
Encuentre la corriente i(t)

Solucion
R1 =500 Recordemos que
VVYV dg 1
— + —=q = E(t
R— + 74= E(})
(\/ E(f) =200cos2t V Reemplazando valores
tenemos
C = 1x107° farad
dgq
50a + 10-2 q = 200cos2t

dgq
SOE + 100q = 200cos2t

Es una ED lineal pero no estd en forma estandar.

194


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/images/Circuitos2.png

LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

dq

Identificamos p(t) y hallamos

+ 2q = 4cos2t

dt el FI.

p(t)=2 FI=¢e* Ahora aplicamos la propiedad
para resolverla

e?q =4 [ e*cos2tdt Utilizamos el  siguiente
resultado de la tabla de
integrales

eaa:
| e**cosbrdr = ———=(acosbx + bsenbzx) + c
a’*+b

2t

[ e*cos2tdt = 46 1 (2cos2t + 2sen2t) + ¢

2t
4 [ e*cos2tdt = 4 <%) 2 (cos2 t+ sen2t) +c

Simplificando

4 [ e*cos2tdt = e*(cos2t + sen2t) + ¢

Reemplazando este resultado en la ED

e?q = e*(cos2t + sen2t) + c Despejamos  la
dependiente g
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e*(cos2t + sent) L Simplificando

q= % %

e e

q = cos2t + sen2t + ce 2 Ahora reemplazamos
condiciones iniciales ¢(0) = 0
para hallarlac

0 = c0s2(0) + sen2(0) + ce"%®  Elvalor de la constante es

c=—1 La carga en funcién del tiempo
es

q = cos2t + sen2t — e~ %

d
Para calcular la corriente recuerde que I = d—z
I = —2sen2t + 2cos2t + 2e~% La corriente en funcion del
tiempo es

I = —2sen2t + 2cos2t + 22

En la pagina 200 puedes observar un video de aplicacién de circuitos.
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de crecimiento.

sV D

Veren ([EVoulube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de temperatura.

MAS VIDEQS

B £ Youlube (3
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de mezclas.

._;;.,‘%
Y

Veren I8 YouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de circuitos.

7 Ecuaciones diferenciales. 1.9.4 Ejercicio.de modelado

MAS VIDEOS

P ) o11/4 B % Voulube I3
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2.7.8 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.7

Ejercicios de repaso seccién 2.7.7
Resolver los ejercicios de circuitos.

1. Se aplica una fuerza electromotriz de 80 Voltios a un circuito en serie LR con 0.5
henry de inductancia y 120 Ohms de resistencia. Determine la corriente i(t) sii(0)
0. Halle la corriente cuando { tiende a infinito.

2. Se aplica una fuerza electromotriz de 30 Voltios a un circuito en serie LR, 0.1
henrys de inductancia y 50 Ohms de resistencia. Determine la corriente i(t) sii(0)
(. Determine la corriente conforme t tiende a infinito.

3. Se aplica una fuerza electromotriz de 200 Voltios a un circuito en serie RC, donde
la resistencia es de 1000 Ohms v la capacitancia es de 10~ farads. Determine la carga
g(t) en el capacitor. Si i(0) — 4 amperes. Determine la carga y la corriente en ¢
0.005s. encuentre la carga cuando { tiende a infinito.

4, Un acumulador de 12 voltios se conecta a un circuito en serie con una inductancia
de 3 henryy unaresistencia de 10 Ohms. Determine la corriente i(t) sii(0) = 0.

5. Se aplica una fuerza electromotriz de 10 Voltios a un circuito en serie RC, donde la
resistencia es de 10 Ohms y la capacitancia es de (.02 farads. Determine la carga q{t)
en el capacitor. Si z'.({}) 0 amperes. Determine la carga v la corriente en t = 0.005s.
encuentre la carga cuando { tiende a infinito.

= Respuestas
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2.7.9 Ejercicios y respuestas del capitulo 2

1.

10.

11.

12.

2y (z + 1) dy = xdx

(;.ir:"i f y"i) dzr + 3zy*dy = 0
(4y + yz?) dy
sec’zdy + escydz = 0
3

Y 2y ==z

2y — 0

2y
v v

(T + 2y)y 2r — Ty

yln|z ﬂ—; (3”_—1)2

(3z%y + €¥) dz + (2* + ze¥
2

Y +xy = xy”

odr

Yg, — dye v

2z + zy?) dr
( )

Ejercicios de repaso Capitulo 2

Enlos ejercicios 1 a 20, resuelvala ED dada.

0

2_1,-') dy = 0

400
'@5@ Respuestas

200



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/problemas/problemas2.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/problemas/respuestas2.html

201



202



Capitulo 3

ECUACIONES
DIFERENCIALES DE ORDEN
SUPERIOR
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3.1 Principio de superposicion

En la segunda unidad se estudiaron ED de primer orden. En esta
unidad se estudiaran las ecuaciones de orden superior n > 2

comenzando con las ecuaciones lineales.
Una ED lineal de orden superior es de la forma:
any™ + an 1y Y 4+ any” + a1y + aoy = g()

Cuando g(z) = 0 se dice que la ED es homogénea, en caso contrario
es no homogénea.

Soluciones

La funcién y = h(x) se llama solucion de la ED si esté definida y es
derivable n veces en algun intervalo de tal manera que al sustituirla
en la ecuacidén junto con sus derivadas se obtenga una identidad.

Teorema 1. Principio de superposicion; ecuaciones homogéneas.
Sean yi1,Y2,9s,- .. Y, soluciones de la ecuacion homogénea de n-

ésimo orden en un intervalo I. entonces la combinacion lineal

y=cyi(x) + oy () + ... + cryn(z)

Donde ci,c2,...,cn, son constantes arbitrarias, también es una
solucién en el intervalo.
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Ejemplo 1. Principio de superposicion
Usando el principio de superposicién, probar que las funciones
y1 = c1e %,y = coxe T sonsolucionesdelaEDy” + 2y +y =0

Solucion

Escribimos la soluciéon como una combinacion lineal de las soluciones.

y=ce *+core”

/ T

Yy = —cie” x

— coxe T + e

/

y' = cre ™ + coxe ®

— 2c9e”®

Reemplazando enla ED

cie ¥ 4+ coxre ™ —2c0eF — 2c1e7F — 2coxe* 4 2c9e”F +
cie " +core* =0

Agrupando términos semejantes queda0 = 0

Como se cumple la identidad, se prueba por el principio de
superposiciéon que las funciones

y1 =cie* N yo =coxe ® sonsolucidondela
ED y' +2y +y=0
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3.1.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.1

Ejercicios de repaso seccion 3.1

siguientes ED

1.y = e1e", Yo = coe”

2.y, = c1e “cos2z, ys = coe “senlr

3. y1 = c1efecos2e, Yy — coe’senc

ik

y Y2 CoE

5. Y1 = c1€”, Yo = cae™"

de

de

de

de

de

Usando el principio de superposicién, probar si las funciones dadas son solucién de las

" x

2 — 2y +y=e

y' + 2y +5y =0

f Dy — cosx

207
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3.2 Dependencia e independencia lineal




Teorema 2. Criterio para soluciones linealmente independientes.
Sean y1, Y2, Y3, - . - Y, 1 soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea de n-ésimo orden en un intervalo I. El conjunto de
soluciones es linealmente independiente en I si y soélo si
W(y1,Y2,Y3,---Yn) = 0 paratoda z en el intervalo.

Ejemplo 1. Dependencia e independencia

lineal

Verificar si el conjunto de funciones fi(z) = €%, fo(z) = 5e3¢ es

linealmente dependiente (LD) o linealmente independiente (LI) en el
intervalo (—o0, 00)

Solucion

Para determinar si el conjunto de funciones es LI o LD se deben
analizar las dos funciones.

Si multiplicamos f; por 5, obtenemos fs, es decir,5f; = f
Entonces f; es multiplo escalar de f5

Si dos funciones son multiplo escalar, son LD

Las funciones son linealmente dependientes.
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Otra forma de resolver el ejercicio es aplicando el Wronskian de las
funciones.

63w 563;0

3030 15e3e| = 155 —15e% = (

w(f1(z), f2(z)) =

Como el Wronskiano de las funciones es cero, las
funciones son linealmente dependientes.

Ejemplo 2. Dependencia e independencia

lineal

Verificar si el conjunto de funciones fi(z) = €32, fa(z) = €% es LD
oLlenelintervalo (—o0, 00)

Solucion

Para determinar si el conjunto de funciones es LI o LD se deben
analizar las dos funciones.

Si multiplicamos cada funcion por una constante diferente, A A B y
las igualamos, Ae3® = Be**. La igualdad sélo se cumple cuando
A=0ANB=0

Por definicidon es LD si existen constantes no todas ceros. como las
dos constantes son cero el conjunto de funciones es LI.
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Las funciones son linealmente independientes.

Otra forma de resolver el ejercicio es aplicando el Wronskian de las
funciones.

e €

— Tz Tz _ Tz
33 e =4e'"-3e'" =e

w(fi(z), f2(z)) =

Como W = f las funciones son LI.

Ejemplo 3. Dependencia e independencia

lineal

Verificar si el conjunto de funciones fi(z) =z, fa(z) = 22 A
f3(z) = 3z — 2z esLD o Ll en el intervalo (—o0, 00)

Solucion

Para determinar si el conjunto de funciones es LI o LD se deben
analizar las tres funciones.

La funcién f3(z) se puede escribir como una combinacién lineal de
las otras dos funciones f3(x) = 3f2(z) — 2f1(x), entonces,

211



Las funciones son linealmente dependientes.

Nota un conjunto de funciones fi(x), fa(x),..., fn(x) es LD en un

intervalo, si por lo menos una funcién se puede expresar como una
combinacion lineal de las otras funciones.

Ahora lo vamos a resolver aplicando el Wronskian de las funciones.

r x2 3z -2

w(fi(z), f2(z),f3(z))=|1 2z 6z—2
0 2 6

Nota Si tienes dificultad para recordar como calcular determinantes
de matrices de 2 x 2 A 3 X 3 puedes pasar a la pagina 210 para

repasar dicho tema

Lo vamos a resolver expandiendo lafila 1

_ |2z 6z—-2] 5|1 6z—2 9 1 2z
'w—wlz 6 ] x [O 6 ]+(3w 23:)[0 2]

w = z(12z—(12z — 4))—z%(6-0) + (322 — 2z)(2-0)
w = z(12z — 12z + 4) — z%(6) + (3z% — 2z)(2)

w=4z — 62>+ 62> —4x = w=0

Como w = 0 entonces las funciones son LD.

212



Ejemplo 4. Dependencia e independencia

lineal

Verificar si el conjunto de funciones f;(z) = €%, fo(z) = e** A
f3(z) = e3* esLD oLl enelintervalo (—oo, c0)

Solucion

Lo vamos a resolver aplicando el Wronskian de las funciones.

T 621: e3w

e
w(fi(z), f2(2), fs(z)) = |e* 2e** 3e*
e 462:1: 9631;

. 262:1: 3e3a: 0 e’ 3e3m 20 e’ 2e2w
w=e [46296 9635“] € [e“’ e te e  4e*®
w = e%(18e% —12e°%) —e?*(9e?* —3e!7) + 37 (4e3% —2¢37)
w = ew(665m) - e2w(6e4w) i e3w(2e3m)

w = 6e%% — 6e5% + 25 = w = 2e%

En la pagina 231 puedes observar un video de dependencia e
independencia lineal

Como W = f las funciones son LI.
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Repasando Determinantes

Asociado a cada matriz cuadrada A hay un numero llamado
determinante de A denotado como “detA” o también por |A| (no

confundir con el valor absoluto). Los determinantes nos
proporcionan un método para el calculo de la matriz inversa (en caso
de existir) y un criterio para estudiar si una matriz es o no invertible.
Sus aplicaciones son multiples en todas las ramas de las ciencias que
tratan problemas lineales en los que necesariamente aparecen
matrices y por tanto, determinantes. Sélo se puede calcular el
determinante si la matriz es cuadrada o de orden n.

En la escena interactiva que aparece a continuaciéon se explica, el
cdlculo del determinante de matrices de orden 2 y 3. Es importante

gue repase el concepto antes de resolver ejercicios.

el

Observa y analiza cémo se
calculan los determinantes
de algunas matrices.

AT
=AW %

DETERMINANTE E“”‘-"e_“‘
DE UNA MATRIZ
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3.2.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.2

Ejercicios de repaso secciéon 3.2

Verificar si el conjunto de funcioneses Ll o LD en el intervalo dado.

215

1. filg)=z A fo(z) = ezl (0, 0)

2. filz) =2 A folz) =2 (—00,00)

3. fi(z) =cos3z A fo(x) = sen3z (—o0, )

4. fh(@) =2 A fo(z) = 2" Inlz| (0, 00)

5 () =0, folz) =z A falz) = e (—00,00)

6. fi(z) =5, fole)=cos’e A fi(z) = sen’z (—00, )

7. fi(z) = cos2z, fo(x) =1 A fy(z) = cos’z (—o00, )
g@i@ Respuestas
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3.3 Conjunto fundamental de soluciones

Definicién: Conjunto fundamental de soluciones
Cualquier conjunto y1, Y2, v3, . . . Yn de n soluciones

linealmente independientes de la ecuacién
diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en
un intervalo I es un conjunto fundamental de
soluciones (CFS) en el intervalo.

Teorema 3: solucion general; ecuaciones homogéneas. Sea
Y1,Y2,Y3,...Yyn Un CFSdela ED lineal homogénea de n-ésimo orden
en un intervalo I. Entonces la solucién general de la ecuacion en el
intervalo es:

y = c1yi(z) + coya(z) + ... + cryn(T)

Donde ¢y, ca, . . ., c,, son constantes arbitrarias

Ejemplo 1. Conjunto fundamental de
soluciones

Compruebe que las funciones e 32, €* forman un CFS de la ecuacién
diferencial y” — y' — 12y = O enelintervalo (—o0, 00).
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Forme la solucion general y demuestre que son la solucion de la ED.
Solucion

Para demostrar que las funciones forman un CFS, se debe demostrar
gue las funciones son LI.

e—3w 6433
w (fl (CE) ) f2 (m)) — _36—3m 46493 — 4em_(_36m) = Te"

Como W = f las funciones son LI.

Como el conjunto de funciones es LI, entonces las
funciones forman un CFS.

Solucion general
Yy = cre 3% + cel®

Como la ecuacion es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion.

y = cre 3% + cel®

y' = —3c1e73% + 4coe™®
y" = 9c1e73% + 16cpe?®

Ahora reemplazamos la funciény las dos derivadas en la ED
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9ci1e 3% 4 16¢9e*® + 3c1e73% — 4ege®® — 12¢1e73% — 12¢9e* = 0
Aplicando propiedad distributiva A agrupando términos semejantes
Obtenemos 0=0

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacién es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcién

y = c1e 3% + cpe?® essoluciondelaED  y” —
y — 12y =0

Ejemplo 2. Conjunto fundamental de
soluciones

Compruebe que las funciones cos(2In |z|), sen(21In |z|) forman un

CFS de la ecuacion diferencial 22y” + zy’ + 4y = 0 en el intervalo

(0, 00).
Forme la solucion general y demuestre que son la solucion de la ED.
Solucion

Para demostrar que las funciones forman un conjunto fundamental
de soluciones, se debe demostrar que las funciones son linealmente
independientes
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| cos(21n|x|) sen(21n |z|)
w (fl (:C) ) f2 (:I})) - _2;1:*13677,(2 In ‘a:|) 2:1:71603(2 In |£B|)

=2z 1cos?(21n |z|)—(—2z tsen?(21n |z|))
= 2z (cos?(21In|z|) + sen?(21n|z|))

2

Aplicando la identidad fundamental sen’z + cos’z = 1

Obtenemos.
w=2z"!

Como W = f las funciones son LI.

Como el conjunto de funciones es LI, entonces las
funciones forman un CFS.

Solucion general
y = cicos(21In |z|) + cosen(21n |z|)

Como la ecuacion es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion.

y = cicos(21In|z|) + cosen(21In |z|)

y = —2c1z tsen(21n|z|) + 2c2z cos(21n |z|)
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Yy’ = —4ciz %cos(21n|z|) + 2c12 7 2sen(21n |z|) —

2

4esz™2sen(21n |z|) — 2coz%cos(21n |z|)

Ahora reemplazamos la funciény las dos derivadas en la ED

z’(—4ci1z cos(2In|z|) + 2c1z 2sen(21n |z|) —
4esx 2sen(21n|z|) — 2cox 2cos(21n |z|)) +
r(—2ciz 1sen(21n|z|) + 2coz tcos(21n|z|)) +
A(crcos(2In|z|) + cosen(2In|z|)) = 0

Aplicando propiedad distributiva

—4cicos(21n |z|) + 2c1sen(21n |z|) — 4casen(21n |z|) —
2¢oc08(21n |z|)) — 2¢1sen(21n|z|) + 2¢cacos(21n |z|)) +
4cicos(21n |z|) + 4egsen(21n|z])) =0

Agrupando términos semejantes Obtenemos
0=0

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacién es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcién

y = cicos(21In |x|) + casen(21n |x|) es solucién de

laED z2y" +zy +4y=0

Cuando un conjunto de funciones es LD, significa que esas funciones
no son la solucién de ninguna ED, sdlo se verifica si son la solucién de
un ED cuando son LI, es decir, si forman un CFS.
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3.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.3

o]

Ejercicios de repaso seccion 3.3

Compruebe que las funciones forman un CFS de la ecuacion diferencial dada en el
intervalo indicado. Forme la solucién general y demuestre que son la solucion de la ED.

1. cosh2x senh2z y' 4y =0 (—o0, )

2. e'cos2x e’ sen2x y' 2y (—00,)
by =10

3. et ze? 4y — 4y (—00,00)
y=10

4. z* 2! x?y" — 6y’ 4 (—o0,0)
12y — 0

5. cos(In |z|) sen(In|z|) z?y" + zy' (0,0)
y=20

6. x7 27 In |z| dz%y" +y =10 (0, 00)

~s Respuestas
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3.4 Reduccion de orden

En la seccion anterior vimos que la solucién general de una ecuacién
diferencial lineal homogénea de segundo orden

ay” + a1y’ +apy =0 (E1)

Es una combinacién lineal y = c1y1 () + coyz(x) donde y1 A o
son soluciones linealmente independientes en un intervalo 1.

En esta seccion vamos a ver un método para determinar dichas
soluciones cuando los coeficientes de la ED en (E1) son constantes

REDUCCION DE ORDEN Suponga que y1 denota
una solucion no trivial de asy” + a1y’ + agy =0y
que y; se define enunintervalo 1.

Se busca una segunda solucién y2 talque y1 A y2
sean un conjunto Ll en 1.

CASO GENERAL dividiendo la ecuacién (E1) por
a2(z) queda la ecuacién en la forma estandar.

y' + P(z)y' + Q(x)y =0

Para encontrar la segunda solucion se reemplaza en
la ecuacion:
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s [ p(z)dz
Y2 (z) = 1 (33)/de (E2)

Ejemplo 1. Reducciéon de orden

La funcién y1 = e > es una solucién de la ED ¢ — ¢/ — 12y = 0.

Use reduccion de orden para encontrar una segunda solucion ys,.
Forme la solucion General.

Solucion

Este ejercicio lo resolvimos como un CFS en la pagina 180,
demostramos que las soluciones e 3%, e** forman un CFS, luego

demostramos que son la solucién de laED y” — ¢ — 12y = 0. Ahora
vamos a comenzar con la solucién e3* y utilizando reducciéon de

orden vamos a hallar la segunda solucién e**

Como la ED estad en forma estandar identificamos p(z) que es el
término que acompanaay/’

p(z) = -1

El p(z) y la solucién y; = e 3% los reemplazamos en la ecuacién
(E2) para hallar la segunda solucion y,
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Solucion general

Integramos el numerado vy
operamos el denominador

Aplicando potenciacién

Integrando

Operando

14

y2 =z

Yy = cre 3% + cel®

Ejemplo 2. Reduccién de orden

La funcién y; = sen3zx es una solucion de la ED y” + 9y = 0. Use
reduccion de orden para encontrar una segunda solucion y,. Forme la

soluciéon General.
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Solucion

En la ED no hay %/, eso quiere decir que el nimero que acompania
este términoes 0

p(z) =0

El p(z) y la soluciéon y; = sen3z los reemplazamos en la ecuacién
(E2) para hallar la segunda solucion ys

5 / el 0de d Laintegral queda de laforma
Yo = sendx | ———dzx
[sen3a:]2
1 Identidad
= d
Y2 sen3a:/ sen?37 T
Yo = sendz [ csc*3zdz Integrando
1 .
Yo = sendx <_§ cot 33:) dentidad
_ L g (0837 Simplificando
92 = 3 sendx
Y2 = —3cos 77
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Solucién general

y = c1sendx + cocosdx

Ejemplo 3. Reduccion de orden

La funcidon y; = e es una solucién de la ED 9y" — 12y’ + 4y = 0.
Use reduccion de orden para encontrar una segunda solucion ys.

Forme la solucion General.
Solucion

A diferencia de los ejemplos anteriores, esta ED no estd en forma
estandar, entonces debemos dividir toda la ecuaciéon por 9 antes de
identificar p(x)

% 12y 4y 0O Simplificando
9 9 9 9
! — Ey' X éy —0 |dentificamos p(z)
3 9
4
p(z) =3
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El p(z) y la soluciéon y; = e¥ los reemplazamos en la ecuacion (E2)
para hallar la segunda solucion ys

2 / el Fde La integral queda de laforma
Y = €3 —zd:p
]
2 es Simplificando
Yy = €3 de
e’s
yy = €7 [dx Integrando
Yo = eTx La segunda solucién es

Solucion general

2 2
Y = c1€3 + coxe’s
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Ejemplo 4. Reduccion de orden

La funcién y1 = zcos(In |z|) es una solucién de la ED z%y" — zy’ +
2y = 0. Use reduccion de orden para encontrar una segunda solucién
y2. Forme la solucién General.

Solucion

Como la ED no estd en forma estandar, debemos dividir toda la
ecuacion por z2 para identificar p(x)

2y wy 2y 0 Simplificando
2 x2 | z2 x2
po 1, 2 |dentificamos p(z)
y' =~y + Sy =
T z
1
p(z) = ——

El p(x) y la solucién y; = zcos(In|z|) los reemplazamos en la
ecuacién (E2) para hallar la segunda solucion y2

el zde La integral queda de la
£ forma

Y2 = a:cos(ln\x|)/

[zcos(In |z)]
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Y2

Y2

Y2

Y2

Y2

Y2

_ mcos(m\xn/ -

z2cos?(In |x|)

_ xcos(m\xn/

= zcos(In|z|) [

Z

sec?udu

= zcos(In |z|)tanu

= zcos(In |z|) (

— zcos(In |z|) (

Solucion general

senu )
cosu

sen(ln |z|)

cos(In |z|)

sec?(In |z|)

)

dx

dx

Simplificando y aplicando
identidades

Esta integral se resuelve
por sustitucion, siendo
u=(nlz]) AN du=
1

—dzx

T

Integrando

Identidad

Sustituyendo u

Simplificando obtenemos la
segunda solucion

y2 = zsen(ln|z|)

y = cizcos(In |z|) + coxsen(In |z|)
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de dependencia e independencia lineal.

Veren (£ YouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de reduccioén de orden.

MAS ViDEOS

P o B & Youlube T3
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3.4.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.4

Ejercicios de repaso seccién 3.4

o]

La funcién indicada y,(z) es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Use la
reduccién de orden para encontrar una segunda solucién y2(x). Forme la solucién

General.

1. ¥ +2y+y=0

2. Y+ 16y —0

3. 6y +y —y=0

4, o' 4y +4y =10

5 xy'+y =0

6. 4x*y" +y=0

7. oz —xy +2y =0

n

i

mn

n

U1

n

n

re "

cosdx

m
alh

2z

In |z|

2% In |z|

zsen(In |z|)
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3.5 Ecuaciones lineales homogéneas con
coeficientes constantes

Se trata de determinar si existen soluciones exponenciales en
(—o0, 00) de las ecuaciones lineales homogéneas de orden superior
del tipo

any™ 4 an1y™ Y + ..+ a2y’ + a1y +aoy =0

Donde los coeficientes a,,, a,_1, . .., as, ai, ay son constantes reales
Na, =P

Método de solucién: comenzamos para el caso especial de la
ecuacioén de segundo orden

a2y’ + a1y’ + apy =0

La Unica funciéon elemental no trivial cuya derivada es una constante
multiple de si misma es la funcién exponencial e™*, entonces la

solucionesdelaformay = e™*

Vamos a reemplazar la solucion y = €™ y sus derivadas en la ED de
segundo orden y vamos a cambiar as, a1,ag, por a,b,c puesto
gue soélo necesitamos tres constantes

y = em® yl = me™= yll — m2em:1:
am?e™ + bme™ + ce™ =0 Factor comun
e™ (am? +bm+c) =0 Simplificando
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am?+bm+c=0

Esta solucion se conoce como ecuacidon auxiliar o ecuacién
caracteristica. Existen tres formas de la solucién general que
corresponden a los tres casos:

Discriminante Solucion Ecuacion Solucion Ecuacion Diferencial
Auxiliar
b%? —4ac >0 my # m, y, = emx  y, = gmax
b* —4ac =0 m; =m; y1=e™  y; =xe"™
b? —4ac <0 m = a + bi ¥y, = e®*cosBx
Raices complejas y, = e senfix

Tabla 4. Soluciones ED homogéneas

Ejemplo 1. Coeficientes constantes

Resolver laED 2y" — 5y’ — 3y = 0.

Solucioén

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar
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2om? —5m—-3=0

—(=5) £ 1/ (=5)* —4(2) (-3)
m:
2(2)
5 4+ 449
m:
_5+7 _5—7
m="y m="y
1
m1:3 m2:—§
U :e3a: Ya :e—%x

Se determinan los
coeficientes

Se reemplazan en |la
ecuacion cuadratica

Operando

Como el discriminante es
49 > (0 obtenemos dos
respuestas diferentes

Simplificando

Las dos soluciones se
reemplazan en las
soluciones de la ED de la
tabla4

Solucién general

_1
Yy = c1€%% + coe 3%
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Ejemplo 2. Coeficientes constantes
Resolver laED y” 4 6y’ + 9y = 0.

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar

m2+6m+9=0 Se factoriza

~(6)£y/(6)° —4(1)(9)  Operando
m =

2(1)

—6 + \/6 Como el discriminante es 0

m=———
2 obtenemos dos respuestas
iguales

m;=-—-3 mg=-—3 Las dos soluciones son
Y1 = e 3 yy = xe 3 Solucién general

y = c1e 3% + cyze3®
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Ejemplo 3. Coeficientes constantes

Resolver laED y"” 4+ 4y’ + 7Ty = 0.

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar

m?+4m+7=0

"o 2(1)
—44+/—12
m:
2
44 +/1242
m:
2
—4 4+ 2/3i
m=———
2
m=—24/3i
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Se factoriza

Operando

Como el discriminante es
—12 <0 Multiplicamos
poriZ = —1

Obtenemos dos respuestas
complejas

Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar

Los valores de a A 8 son



a=-2 fp= V3 Las soluciones utilizando la
tabla 4 son

Y = e cosV/3x Solucién general

Yy = e Tseny/ 3z

y = cre ¥cosV3z + cae 2 sen/ 3z

Cuando las respuestas son complejas no se tiene en cuenta los signos
mas y menos, pues la funcidon coseno es una funcién par y la funcién

seno es impar, por tanto, no se colocan los signos, quedan de forma
implicita, tampoco se coloca la 7 que indica imaginarios y que la
respuesta es compleja.

Para resolver la ecuacion auxiliar no es necesario utilizar la ecuacion
cuadratica, se pueden usar todas las técnicas de factorizacién

Ejemplo 4. Coeficientes constantes

Resolver laED " — 25y = 0.

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar
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m2—25=0 Se factoriza como una
diferencia de cuadrados

(m+5)(m—5)=0 Obtenemos las soluciones
de la ecuacién auxiliar

m; =5 my= -5 Las dos soluciones son

Yy = €% Yy =e 7 Solucién general

y = c1€° + cpe™?

Ejemplo 5. Coeficientes constantes
Resolver laED y” + 25y = 0.
Solucién

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar

m?+25=0 La suma de cuadrados no se
puede factorizar, entonces
despejamos la variable
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m = £+ —25 Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar

m = 0=+ 5¢ Los valoresde o A 3 son
a=0 B=5 Las dos soluciones son
y1 = e’cosbr  y2 = eVsenbx Solucion general

Y = €1€0SHT + casendx

Ejemplo 6. Resolver el PVI
Resolver laED ¢y +y =0 Sujeta a Y <E) =0 A
@)
y 3 -

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar

m?2+1=0 Despejamos la variable
pues no es factorizable
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0 0

Y1 = € CcoST Y2 = e senx

Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar

Los valores de a A 8 son

Las dos soluciones son

Solucién general

Y = €C1CO08T + Casenx

Como la ED tiene condiciones iniciales, debemos pasar de la solucion
general a la solucion particular, para esto, reemplazamos las
condiciones iniciales en la solucién general

T

T
0 = cjcos (5) + cosen (—

3

1 V3
0= -c1 + —
2C1+ 202

y = —ci1senx + cycosx

T
2= —cysen (5) + cocos (

Evaluando obtenemos Ila
ecuacion (1)

Derivamos la  solucion
general

Reemplazamos condiciones
iniciales

Evaluando obtenemos la
ecuacion (2)



V3 1 Tenemos un sistema de

2 = —701 + 502 ecuaciones.
N V3
= 2C1 9 C2
,_ V3 L]
= 5 C1 262

Multiplicamos la ecuacién (1) por v/3 y resolvemos el sistema de
ecuaciones por eliminacion.

V3 3

0:7\;_61\+§C2

3 1

2=— 5 Ent 5C
2= 2c

Obtenemoscy = 1

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) llegamos a

1 V3
0= =¢ + X2
50T 3

Despejando obtenemos ¢; = —\/§

Entonces la solucién particular es

y = —V/3cosz + senx
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Ecuaciones de orden superior: para resolver una ecuacién
diferencial de n-ésimo orden de la forma

anm(”) + an,lm(”*l) +...4+am?>+am+ay=0

Sitodas las raices son reales y distintas, entonces se tiene la solucién:

y =c1e™* 4+ coe™?* + ...+ c.e™”

Si es de multiplicidad k, entonces se tiene la solucion:

Yy = c1€™? + coze™? 4 copx?e™® 4 ... + cpzFlem™?®

Una ED de orden superior puede tener una combinacién de
soluciones diferentes, repetidas y complejas, para expresar la
solucién se utiliza latabla 4

Ejemplo 7. Coeficientes constantes

Resolver laED y" + 3y" — 4y =0

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar

m3+3m?2—4=0 para factorizarla se hace
divisidon sintética
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1 3 0 —4 Con la divisiéon sintética
obtenemos unaraizm =1

grado.

(m — 1)(m? + 4m + 4) Factorizando el trinomio
cuadrado perfecto

(m — 1)(m + 2)? Tenemos tres soluciones,

y con el residuo obtenemos
una ecuacion de segundo

una diferente y otra de

multiplicidad dos.

y1 =€* Yy =e2®  ys=ugxe ?® Solucién general

Yy =ce’+ coe 2 4 cyxe 2

Ejemplo 8. Coeficientes constantes

4 2
Resolver laED dy + 2d Y

dx? dx? ty=0

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar
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m*+2m24+1=0

(m?+1)2=0

m2+1=0

m==4v/—1 = m==Li

y1 = e%cosz  yp = e¥senx

Y1 = COST Yp = SenwT
Y3 = TCOST Y4 = TSENT

Es un polinomio de cuarto
grado y se factoriza como
un trinomio cuadrado
perfecto

El exponente indica que la
solucion es de multiplicidad
dos. Se soluciona la
ecuacion de segundo grado

Al despejar y sacar raiz
cuadrada obtenemos

Tenemos una raiz compleja,
buscamos en la tabla 4 y
obtenemos dos soluciones

Como la solucién es de
multiplicidad dos

Solucion general

Y = C1COST + C28eNT + C3TCOST + C4TSENT

En la siguiente escena interactiva, podras resolver ED de segundo
orden por medio de coeficientes constantes.

244



> &

ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ingrese los coeficientes PROBLEMA DE VALOR INICIAL
a=1 b=3 c=1 \i Cendiciones Iniciales
. dy . dy y(0)=2 y(0)=-3
ECTACION DIFERENCIAL 1—+3-=+1y=0
dv?  dz
Valor de los parametros a=1 =1

Solucion general y(z) = cleﬁ(ﬁ_:’)”' + cze(%{_ﬁ_a) )z

Solucion particular  y(x) = e ie [13%\*"-'71 - 19—5\"-'73]

En la siguiente escena interactiva, disenada por Marco Penaloza,
podras resolver ED de segundo orden homogéneas.

Ecuacion Diferencial Lineal Homogénea de Segundo Orden: Coeficientes Cor
ay” + by +cy=0

at b4 c3

Ingrese los coeficientes:

Solucién General y(x) = c1e 3% + cre1®
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de coeficientes constantes.

Veren [EYoulube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de coeficientes constantes.

MAS ViDEOS

P o) oiz/s16 B & Youlube [3
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3.5.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.5

Ejercicios de repaso secciéon 3.5
Determinar la solucion general de la ecuacion diferencial

1. " 10y +25y =0

2. Y43/ =0

9. "y 11y + 15y =0
10 y.rr.r y!! y! 2y 0
11,y —2¢" — 3y — 2y =10

12, 3y " 21y 11y + 6y =0
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3.6 Ecuaciones lineales no homogéneas

Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogénea
any™ +an 1y 4+ 4 asy” + a1y + agy = g()

Se debe hacer dos cosas

e Encontrar la funcién complementaria y. de la ecuacién
homogénea asociada

e Encontrar alguna solucioén particular y, de la ecuacién no
homogénea asociada

3.7 Coeficientes indeterminados

Es un camino directo y sencillo para determinar una soluciéon de una
ecuaciéon lineal no homogénea con coeficientes constantes. El
método consiste en hacer una conjetura acerca de la forma del y,,

motivada por las clases de funciones que conforman g(x). El método
general se limita a ED lineales donde

e Los coeficientes a;, 2 = 0,1, 2..., . son constantes y

e La funciéon g(:c) es una constante k, una funcién polinomial, una
funcién exponencial e** una funcién seno o coseno senfx, cosfx o
combinaciones de estas funciones

El método de coeficientes indeterminados no es aplicable a

ecuaciones cuando la funcién g(z) corresponde a: In |z|, —, tanx,
x

sen 1z, etc. Las ecuaciones en las que g(x) es una de estas funciones
se consideran en la seccién 3.8
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$$

1. K A

2. 3x+2 Ax + B

3. x2-3 Ax* +Bx+C

4. x3+2x—4 Ax®+ Bx*+ Cx+E

5. coskx o senkx Acoskx + Bsenkx

6. ekx Aekx

7. xel* (Ax + B)e**

8. xZekx (Ax? 4 Bx + C)e**

9. ef*senkx Ae**coskx + Be**senkx

10. xZ%senkx (Ax? + Bx + C)coskx + (Ex? + Fx + G)senkx

11. xe**coskx (Ax + B)e**coskx + (Cx + E)e**senkx
$$

Tabla 5. Soluciones particulares de prueba

Ejemplo 1. Coeficientes indeterminados
Resolver laEDy” + 4y’ — 2y = 222 — 3z + 6
Solucién

Primero se debe resolver la ED homogénea

y' +4y — 2y =0 Se lleva a la ecuacidn
auxiliar
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m24+4m—2=0 Se factoriza.

 —4E£v24 Obtenemos la solucién de
m= 2 la ecuacion auxiliar
m=—-2++6 La solucion de la ecuacion
homogénea es
Yo = c1e(2HVOT | (o o(-2-VE)a Factorizando

Ahora vamos a calcular y,, para eso buscamos en la tabla de la pagina
243 el y, de prueba para un polinomio de grado 2

y, = Az? + Bz + C

Ahora vamos a reemplazar el y, y sus derivadas en la ED para
calcular las constantes

y, = 2Az + B
Yy, = 2A

2A+4(2Az + B)—2(Az? + Bz + C) = 22*> — 3z + 6
Se aplica propiedad distributiva
2A + 8Ax +4B — 2Ax?> —2Bx —2C =222 — 3z + 6

Con esta informacién vamos a construir un sistema de ecuaciones de
tres ecuaciones con tres incognitas
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2=-24
-3 =8A-2B
6 =2A+4B —2C

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes
valores

A=-1 B = — c= -9

N[Ot

La solucién particular es:
Y, = —x% — ga: -9

La solucién general de la ED es:

y = el 2HVOZ | cpel2-VB)r 42 5y g

Ejemplo 2. Coeficientes indeterminados
Resolver laED y” 4+ 9y = 2sen3z

Solucion

Primero se debe resolver la ED homogénea

y' +9y =0 Se lleva a la ecuacién
auxiliar
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m?2+9=0 Despejamos lam

m = +312 La soluciéon de la ecuacion
homogénea es

Yo = €1€083T + casendr Para hallar el y,, buscamos

en la tabla de la pagina 250
para la funciéon seno

yp = Acos3z + Bsen3zx

Derivamos y reemplazamos en la ED.

Yy, = —3Asen3dz + 3Bcos3z

Yy, = —9Acos3z — 9Bsendz

—9Acos3x — 9Bsen3z+9(Acos3x + Bsendz) = 2sen3z
Se aplica propiedad distributiva

—9Acos3x — 9Bsen3x + 9Acos3z + 9Bsen3dx) = 2sen3z
Agrupando términos semejantes obtenemos

0 = 2sendz

El resultado es contradictorio, lo que demuestra que y, no es el
adecuado. Esto ocurre porque la solucion complementaria y.. ya tiene
sendx, entonces para solucionar el problema se debe multiplicar
todo el y, por x
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yp = Azxcos3z + Brsendx

Ahora vamos a reemplazar el y, y sus derivadas en la ED para
calcular las constantes

y]'j = —3Azxsen3z + Acos3x + 3Bxcos3x + Bsen3z

y;,’ = —9Axcos3xr — 3Asen3x — 3Asen3x — 9Bxsen3dx +
3Bcos3x + 3Bcos3zx

Agrupando términos semejantes obtenemos
Yy, = —9Azcos3z — 6Asendz — 9Bzsen3z + 6Bcos3z
Ahora reemplazamos la segunda derivaday el y, enla ED

—9Azcos3zr — 6Asendx — 9Bxsendz +
6Bcos3x+9(Axcos3z + Bxsen3z) = 2sen3z

Se aplica propiedad distributiva

—9Axcos3x — 6Asen3x — 9Bxsen3dx + 6 Bcos3x +
9Azxcos3x + 9Bxsen3xr = 2sen3z

Agrupando términos semejantes obtenemos

—6Asen3x + 6Bcos3r = 2sen3zx

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de
dos ecuaciones con dos incégnitas
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— —64
0=6B

Los valores de las incognitas son:

A=— B =0

1
6
La solucién particular es:

Yp = —%wcos&r:

La solucién general de la ED es:

Yy = c1co83x + casendx — %a:cosBa:

Ejemplo 3. Coeficientes indeterminados
Resolver laED 3" — 2y’ — 3y = 4x — 5 4 6ze*®

Solucion

Primero se debe resolver la ED homogénea

y' —2y —3y=0 Se lleva a la ecuacién
auxiliar
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m2—2m—3=0 Se factoriza

(m—3)(m+1) Las raices del polinomio
son
m =3 A m=—1 La solucion de la ecuacion

homogénea es

03 ~
Yo = c1e°* + coe™” Ahora vamos a calcular y,

Es importante anotar que aparecen dos y,, un y,, que corresponde a
un polinomio de grado 1 y un y,, que corresponde a la funcion
exponencial combinada con un polinomio de primer grado

Yp = Yo T Yp

yp = Az + B+ (Cz + E)e*®

Yp = Az + B + Cze* + Ee*

y, = A+ 20xe?® + Ce?® + 2Ee*®

yy = 4Cxe® + 2Ce® + 2Ce* + 4Ee*

Agrupando términos semejantes

yy = 4Cxe® + 4Ce® + 4Ee™

SereemplazaenlaED
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4Cze* + 4Ce* + 4Fe* —2(A + 2Cze* + Ce* +
2Fe*)—3(Azx + B + Cze*® + Ee*®) = 4z — 5 + 6xe?®

Se aplica propiedad distributiva

4Cxe®® + 40e* + 4Ee®* — 24 — 4Cxe®® — 20e** — 4Ee* —
3Ar — 3B — 3Cxze*®* — 3Ee®* = 4x — 5 + 6xe®®

Se agrupan términos semejantes

—3Cze*® +2Ce** — 3FEe? —2A —3Ax — 3B = 4x — 5 + 6xe?®

Con esta informacién vamos a construir un sistema de ecuaciones de
cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas

(4=—34
—5=—-24-3B
0=2C—3E

6 =—-3C

Los valores de las incognitas son:

A=-3 B=2 C=-2 E=—

[SUIPN

La solucién particular es:

2z

ypz—gm—l—%—%ceh— e

QO I~

La solucion general de la ED es:

_ 3z —x 4 23 20 4 2z
y = cie”” + cae 3T+ 5 — 2xe 3€
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Ejemplo 4. Coeficientes indeterminados

Resolver laED y"” + 9y = zsen3x

Solucion

Primero se debe resolver la ED homogénea

y' +9y =0
m?+9 =0
m? = -9
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Se lleva a la ecuacion
auxiliar

El término no es
factorizable, entonces se
despejalam

Sacamos raiz a ambos
lados.

Obtenemos la solucién

Los valores de a A 8 son

Solucién complementaria



Yo = c1c083T + casendx Ahora vamos a calcular y,

yp = (Az + B)cos3z + (Cx + E)sen3x

Se puede observar que la solucion complementaria ya tiene sen3x N
cos3x entonces se debe multiplicar el y, por x

Yp = (Az? + Bz)cosdz + (Cz? + Ex)sen3z

Se puede derivar asi como esta o hacer distributiva antes de derivar

Yp = Az?cos3x + Bxcos3x + Cx?sen3z + Exsendz

Yp = —3Ax*sen3z + 2Axcos3z — 3Bxsen3z + Bcos3z +
3Cx%cos3z + 2Cxsendx + 3Excos3z + Esen3x

Yy = —9Az%cos3x — 6Axsend3z — 6 Axsen3z + 2Acos3x —
9Bzcos3x — 3Bsen3z — 3Bsen3z — 9Cz%sendx +

6Cxcos3x + 6Czcos3zr + 2Csendx — 9FExsendx + 3Ecos3x +
3Ecos3x

Se agrupan términos semejantes y se reemplaza y, y sus derivadas en
laED

—9Ax%cos3z — 12Azsen3z + 2Acos3z — 9Bzcosdx —
6Bsen3z — 9Cz*sen3dzx + 12Czcos3z + 2Csen3z —

9Ezsendz + 6 Ecos3z+9(Ax?cos3z + Bzcos3z + Cx’sendzx +
Exsen3z) = zsen3z

Se aplica propiedad distributiva
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—9Az?cos3z — 12Axsen3x + 2Acos3x — 9Bxcos3z —
6Bsen3x — 9Cz%sen3z + 12Czcos3z + 2Csen3x —
9Fzsen3z + 6 Ecos3x + 9Ax*cos3x + 9Bxzcos3z +
9Cx%sen3z + 9Exsendx = xsendz

Se agrupan términos semejantes

—12Axsen3x + 2Acos3x — 6 Bsen3x + 12Cxcos3x +
2Csendx + 6 Ecos3x = rsen3zx

Con esta informacién vamos a construir un sistema de ecuaciones de
cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas

(1 =—-124
0=2A+6F
0= —-6B+2C
(0 =12C

Los valores de las incognitas son:

A=—-4 B=0 C=0 E=2%

La solucién particular es:

— 1.2 1
Yp = —15x°co83x + szxsendx

La solucion general de la ED es:

Yy = c1c083T + cysendx — %m2cos3m +
1

%msen&n
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Ejemplo 5. Coeficientes indeterminados

Determine la forma de la solucion particular de y” + 2y’ +y =

x2e % + 2c082x — 3senx

Solucién

Al término z2e 2 le corresponde (Az? + Bz + C)e™®
Al término 2cos2x — 3sen2x le corresponde

(Ez + F)cos2z + (Gx + H)sen2x

El yp1 es equivalente alos términos de

Yo = cre ¥+ coxe™™

Los términos se repiten dos veces, entonces se multiplica por z2

yp1 = (Az* + Bx3 + Cz?)e

Entonces la solucion particular es la suma de las dos soluciones
particulares:

yp = (Az* + Bz® + Cz?t)e ™ +
(Ex + F)cos2z + (Gx + H)sen2x
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Ejemplo 6. Coeficientes indeterminados
Determine la forma de la solucion particular de
y" 4+ by’ + 4y = bxe ® — 4z2 + 3sen2x
Solucién
Al término 5ze™ le corresponde (Az + B)e ™
Al término 4z le corresponde (Cz? + Ez + F)

Al término 3sen2z le corresponde

(Gz + H)cos2x + (Ix + J)sen2x La solucién es:

yp = (Az + B)e ™ + (Cz* + Ex + F) +
(Gz + H)cos2x + (Iz + J)sen2x

Ejemplo 5. Resolver el PVI.

Resolver laED y" + 25y = 4senbx  Sujetaa vy (—) =3

Solucion
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Primero se debe resolver la ED homogénea

y' 4+ 25y =0 Se lleva a la ecuacion
auxiliar
m? 4+ 25=0 Como no se puede

factorizar, se despeja

m?2 = —25 Sacamos raiz a ambos
lados.
m = +4/—25 Obtenemos la solucion de

la ecuacion auxiliar

m =0+ 52 La solucion
complementaria es:

Ye = C1COSDT + c28endT Ahora vamos a calcular y,

yp = Acosbz + Bsenbx

Se puede observar que la solucion complementaria ya tiene senbx A
cosdx entonces se debe multiplicar el y, por x

yp = Axcosbzx + Bxsenbr

Derivamos el y,, dos veces para reemplazar en la ED y calcular los
valores de las constantes
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y]’o = —5Axsenbx + Acosbx + 5Bcosbx + Bcosbx

y}',' = —25Axsenbxr — bAsenbxr — bAsenbx — 25Bxsenbx +
5Bcosbx + 5Bcosbx

Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED

—25Axsenbr — 10Asendz — 25 Bxsenbx +
10Bcosbz+25(Axcosbz + Brsenbx) = dxsenbx

Se aplica propiedad distributiva

—25Axsenbxr — 10Asenbx — 25Bxsenbx + 10Bcosbx +
25 Axcosbx + 25Bxsenbx = 4xsenbx

Se agrupan términos semejantes
—10Asenbzx + 10Bcosbx = 4senbx
Los valores de las incognitas son:
A=-2 B=0

La solucién particular es:

Yp = — §w0085w

La solucién general de la ED es:

Y = C1C08OT + CrSeNdT — %azcos5az
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Ejemplo 6. ED de tercer orden

Determine la forma de la solucién particular de vy — 2y" — ¢/ +

2y = —8e* + 6e *

Solucion

Primero se debe resolver la ED homogénea

ylll _ 2yll _ yl _|_2y — 0

m*—2m2—m+2=0

m2(m—2)—(m—2)=0

(m? —1)(m—2)=0

(m+1)(m—1)(m—-2)=0

m=—-—1 m=1 m=2
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Se lleva a la ecuacion
auxiliar

Se saca factor comun por
agrupacion

Obtenemos dos paréntesis.

Factorizando el primer
paréntesis

Tenemos tres raices
diferentes

La solucion
complementaria es



Yo = c16% + cpe " + cze*® Ahora vamos a calcular y,.
Tenemos dos y, diferentes
Yp1 = Ae” A yp2 = Be™®

La solucién complementaria ya tiene e* A e ? entonces se
multiplican cada y,, por x y se suman para derivar mas facil y rapido.

yp = Aze® + Bxe™

Se deriva tres veces la solucion particular
y, = Aze® + Ae® — Bxe ® + Be™®

y, = Aze® + 2Ae” + Bre™® — 2Be™®
Yy, = Aze® + 3Ae® — Bre ® + 3Be™?
Se reemplaza y, y sus derivadas en laED

Azxe® + 3Ae® — Bxe * + 3Be *—2(Aze” + 2Ae” + Bxe * —
2Be ®)—(Axe® + Ae® — Bxe * + Be *)+2(Azxe” + Bre ®) =
—8e” + 6e*

Se aplica propiedad distributiva

Azxe® + 3Ae* — Bre ®* +3Be * — 2Axe® — 4Ae* — 2Bxe T +
4Be * — Axe® — Ae® + Bxe ® — Be ¥ 4+ 2Axe®* + 2Bxe * =
—8e* + 6e™”*

Se agrupan términos semejantes
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—2Ae® + 6Be ® = —8e® + 6e*
Los valores de las incognitas son:
A=4 B=1

La solucién particular es:
yp = 4dzxe® + xe
La solucién general de la ED es:

y=ce’+ce*+ cse®® 4+ Aze® + re*

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de coeficientes indeterminados.

Veren B VouTube
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3.7.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.7

1.

10.

Ejercicios de repaso seccién 3.7

y' + 3y +2y =6
4" 4 9y = 15

y' — 10y + 25y — 30z + 3

iy" by +y=a®— 22

y' + 3y 48z e

4y" — 4y — 3y = cos2x

y" + 4y = 3sen2x

y' 5y =2z* 4z —x +6

y' + 4y = (z? — 3)sen2z

Resolver la ED de orden superior por el método de superposicion.
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3.8 Método del anulador

Operador anulador Si L es un operador diferencial
lineal con coeficientes constantes y f es una funcion
suficientemente derivable tal que

L(f(z))=0

Entonces se dice que L es un anulador de la funcién

El operador diferencial

D?’L
Anula cada una de las funciones 1, z, 2, ..., z" !
El operador diferencial
(D —a)"
Anula cada una de las funciones e®*, ze®®, £2e®, ..., " 1 e™®

El operador diferencial

[D* —2aD + (a? + B*)]"

Anula cada una de las funciones
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n—1

e cosBz, re*®cosfx, x*e*cosPzx, ..., " e cosPx

e®®senfx, re*®senBx, x2e*senpBz, ..., x" e senfx

Ejemplo 1. Método del anulador
Encuentre un operador diferencial que anule la funcion
6 — 3z — Tx3
Solucién

Para anular 3 se debe derivar cuatro veces, entonces el operador
diferencial que anula la funcién es:

D*(6 — 3z — 7z%) = 0

Ejemplo 2. Método del anulador

Encuentre un operador diferencial que anule la funcién

e—5w

Solucion
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Como a= -5 A n=1 se anula la funcién con el operador
diferencial:

(D+5)(e™)=0

Ejemplo 3. Método del anulador
Encuentre un operador diferencial que anule la funcién
62 4 2ze®
Solucién

Como a=2 A nmn=2 se anula la funcién con el operador
diferencial:

(D — 2)*(6e* + 2ze**) =0

Ejemplo 4. Método del anulador

Encuentre un operador diferencial que anule la funcién
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Solucion

Comoa=—1 =2 A n = 1lseanulalafunciéncon el operador
diferencial:

D?>+2D+5=0

Ejemplo 5. Método del anulador

Resolver laED y” + 3y’ + 2y = 4z por el método del anulador

Solucion

La ecuacién auxiliares m2+3m+2=0
Factorizando (m+2)(m+1)=0
Lasraicesson m=-2 A m= -1
Solucién complementariay, = cie 2 + coe @
Como 42? se anula con el operador D3

Se puede appreciar que D?*(D? + 3D + 2)y = 4z es similar que
D3(D?*+3D +2)y=0

La ecuacién auxiliar quedade laforma  m3(m? +3m +2) =0
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Factorizando m?*(m+2)(m+1)=0
Lasraicesson m; =mo=m3 =0, m= -2, m=—1
T

Lasoluciéngenerales  y = c1 + c2x + cex’+cae 2 + cse

La parte en marrén es la solucion complementaria  y., entonces

Yp = €1 + CT + Co?

Que corresponde a yp = A+ Bz + Cx? se deriva y se
sustituyeenla ED

yp = A+ Bz + Cx?

y, = B+2Cz

y, = 2C

Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED
2¢+3(B +2Cx)+2(A + Bz + Cz?) = 42°
Se aplica propiedad distributiva

2¢+ 3B + 6Cx + 2A + 2Bx + 2Cz?% = 422

Los valores de las incognitas son:

A=T7 B=-6 A c=2
La solucién particular es:

Y, = 7 — 6z + 222
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La solucion general de la ED es:

y=cie 2® +cpe® + 7 — 62 + 222

Ejemplo 6. Método del anulador

Resolver laED " — 3y’ = 8€3* + 4senz por el método del anulador

Solucion

La ecuacién auxiliares m? —3m =0

Factorizando m(m —3) =0

Lasraicesson m=0 A m=3

Solucién complementariay, = ¢; + cye%”

Comoa=3 A n=1 seanulaconlosoperadores
(D—-3)e*=0 A (D*+1)senz=0

Entonces el anulador queda de la forma

(D —3)(D? +1)(D*—-3D) =0

La ecuacién auxiliar queda de la forma
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(m —3)(m? +1)(m? —3m) =0

Factorizando  (m — 3)(m? + 1)(m(m — 3)) =0
Lasraicesson mi1 =0 ma=m3 =3, mg4 =1, ms = —1t
La solucién general es

y=ci+ coe’” + c3xed® 4 cycost + cssent

La parte marrén es la solucién complementaria vy,
Entoncesy, = csxe’® 4 cycosx + cysent

Que corresponde a  yp, = Aze® + Beosx + Csenx  se deriva
y se sustituye enla ED

y, = 3Aze’® + Ae’® — Bsenx + Ccost
yy = 9Aze’™ + 6Ae’* — Beosz — Csenx

Se reemplaza y, y sus derivadas en laED

9Azxe3® + 6Ae3® — Bcosz — Csenz—3(3Aze’® + Ae’® —
Bsenz + Ccosx) = 8€3® + 4senz

Se aplica propiedad distributiva

9Axe’® + 6Ae3® — Becosx — Csenxt — 9Axe>® — 3Ae3® +
3Bsenx — 3Ccosx = 8€3% + 4senx

Se agrupan términos semejantes
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3Ae3* — Beosx — Csenx + 3Bsenx — 3Ccost = 8¢3® + 4senz

Los valores de las incognitas son:

8 6 2

La solucién particular es:

3z 6 2
Yp = gxe + gcosx — gsenw
— ¢y + cred® + 93:639” + 9coszr: — gsenzc
y==a 2 5 5 5

Ejemplo 7. Método del anulador

Resolver laED y” 4+ y = xcosx — cosz por el método del anulador

Solucion

La ecuacion auxiliares m2+1=0
Despejando  m? = —1
Lasraicesson m=1 A m = —1

Solucién complementaria y. = cicosx + cosenz
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Comoa=0 A mn=2 seanulaconeloperador
(D*+1)*=0

Entonces el anulador queda de la forma

(D*+1)*(D* + 1)y =0

La ecuacién auxiliar queda de la forma

(m?2+1) (m?+1) =0

Operando

(m?2+1)3=0

Lasraicesson m =0+1¢ demultiplicidad tres

La solucién general es

2

Y = C1CO0ST + Cc28enx + Cc3xCoST + C4TSenT + c5xr“cosT +

cex’senc

La parte marrén es la solucién complementaria v,
Entonces y, = c3zcosz + cyzsent + csx’cosz + cex’senc
Construimos la solucién particular

Yp = Azcosz + Bxrsenx + Cx’cosx + Ex’senc

Se derivay se sustituyeen la ED

yp = Azcosr + Bxsenz + Cz’cosz + Ez’senz
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Yy, = —Azsenz + Acosz + Bxcosz + Bsenx — Cz?senz +
2Cxcosz + Excost + 2Exsent

y, = —Axcosx — 2Asenc — Bxsenx + 2Bcosx — Cx’cosx —
4Czxsenx + 2Ccosx — Ex’senz + 4Excosx + 2Esenx

Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED

—Azcosz — 2Asenx — Bxsenx + 2Bcosx — Cx’cosz —
ACzsenx + 2Ccosz — Ex’senz + 4Excosx + 2Esenx +
Azxcosz + Bxsenz + Cx’cosx + Ex’senx = 8e3* + 4senx =
TCOST — COST

Se agrupan términos semejantes

—2Asenx + 2Bcosx — 4Czxsenx + 2Ccosx + AExcosx +
2Esenz = 8¢3% + 4senx = xcosT — cosT

Los valores de las incognitas son:

—
—_
| =

A=; B=-5 C=0 A  E=g

La solucién particular es:

B 1 1 N 1,
Yp = 4a:cosa: 2wsenw 4x senx
1 1
Y = C1C0ST + casenx + Z:I:cosa: — §azsena: +
1
Za?sen:c
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3.8.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.8

o]
Ejercicios de repaso seccion 3.8 =
Resolver la ED de orden superior por el método del anulador.
1. 3 —9y="54
2. Y +4y +4y=22+6
3. Y -y 12y =€
4., Y 2y 3y —=4de* 9
5. y" + 25y = Gsenx
6. Y+ 2y +y= e
7.y -2y 4 by = e"senz
8. '+ 25y = 20senbx
9. ' +y +y= zsenx
10. " + y = dcosx — senzx
@g Respuestas
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3.9 Variacion de parametros

El procedimiento utilizado para resolver una E.D. lineal de primer
orden es también aplicable para resolver una E.D. de orden superior.
Para adaptar el método de variacién de pardmetros a una ecuacioén
diferencial de segundo orden

az2(z)y" + a1(z)y’ + ao(z)y = g(x)

Se debe llevar la ecuacién a la forma estandar

y" + P(z)y + Q(z)y = f(x)

P(z) Q(x) A f(x) con continuas en I. Se halla y., la solucién

general de la ecuacion homogénea. La solucion particular para la
ecuacion lineal de segundo orden tiene la forma

Yp = u1(z)y1(z) + ua(z)y2(z)

Donde y; A gy, forman un conjunto fundamental de soluciones
en I de la forma homogénea. Como la ecuacién busca determinar dos
funciones desconocidas wui1 A wu2 Yy se cuenta con una sola
ecuacion, se deriva dos veces y, y se sustituye en la ecuacion en
forma estandar obteniendo las ecuaciones:

Yyiur + yauz =0
YU + Youg = f(x)

Este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se puede resolver
por laregla de Cramer
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o — Wi waf(z) Al — Wy _uf(z)
17w W 25w W
De donde:
Y1 Yo 0 y1 O
W = W, = AN Wy =
[yi yé] ! [f(w) yé] ? {yi f(w)]

Lasfunciones u; A u2 seobtienenintegrando uj A ub .

Ejemplo 1. Variacion de parametros
Resolver laED y” + 2y’ + y = x%e~® por variacién de parametros
Solucién
La ecuacién auxiliares m? +2m +1 =0
Factorizando (m+1)2 =0

Lasraicesson m = —1 raizde multiplicidad dos

Solucién complementariay, = cie * + coze *

e " re *
Calculamos el Wronskiano W = z —x .

—e —re " +e
W=-ze®+e? (—ze?)=—xe? +e %+ —xe

W=¢e?
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0 r?e”
Ahoracalculamos Wi = | , o .
Te —xe " +e
Wi =0—(z3e2%) = —ale

e ” 0
Ahora calculamos Wy = et et

Wy = 227220 = z%e %

__m3e—2w

Entonces uj = —a para calcular u; se integra
3 z!
[—z’dz = wi=-——
4

. $2€_2$ .
up = ——— paracalcular uz se integra
e

3
x
[z%dz = ur = Recuerde que

Yp = ULY1 + U2Yy2

4 $3

Entonces 1y, = v e+ —zxe®
p = —— il
4 3
4 —z 4 —z 4 —z
Operando y, = 2 Z + 2 ; = x1€2
zte™®
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No es necesario verificar si hay respuestas repetidas, el método le
coloca el exponente a las respuestas repetidas. Observe que la
respuesta del y, tiene exponente x4, significa que estaba repetida.

Ejemplo 2. Variacion de parametros
Resolver laED y" + 25y = senbz por variacién de parametros.

Solucion

La ecuacién auxiliares m2+25=0
Como no se puede factorizar, se despeja m? = —25
Lasraicesson m = £b7 raizcompleja

Solucién complementaria y. = c1cosbz + casendx

coshx senbr ]

Calculamos el Wronskiano W = [—5sen5w 5085

W = 5cos’z—(—5sen’z) = bcos’z + bsen’zx

W =5

0 sendx
sendbr Hcosbzx

Ahora calculamos W; = [

W1 = 0—(sen?5z) = —sen?bz
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cosSHx 0

Ahora calculamos Wy = Esens 5
—bsenbr senbx

Wy = cosbxsenbxr—0 = senbxcosbx

. —sen?5z ,
Entonces u; = — 5 para calcular u; se integra
o ) 1 — sen(2x)
Recuerde laidentidad sen“x = 5
1 [1-— sen(10x)
5 2
T 1
= U} =—— + ——cosl0z
"7 10 ' 100
, senbrcosdr . e
Uy = 3 para calcular uy se integra por sustitucion
1
R fsen5:ccos5a:d:1: = u=cosbr du = —bsenbxdx
1 2
- fsen5a:cos5a:dw = Uy = ——cos°bx
5 50
x 1 5
Yp = ——=C€08dT + ——cosdrcosl0r — —sendrcos dr
10 100 50

Y = C1CO0SODT + C28endT — £cos5ac +

—cosbxcosl0x — — senbxcos?bx
100 50
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Ejemplo 3. Variacion de parametros

1
Resolver la ED Zy” +9y' +y=2a*—2x por variacion de

parametros

Solucion

1
La ecuacion auxiliar es Zm2 +m+1=0

1 2
Se factoriza <§m + 1) =0

Lasraicesson m = —2 raizde multiplicidad dos

Solucién complementariay. = cie 2 + coze *

e—2m xe—Zac

Calculamos el Wronskiano W =
_26—2x —2336_2$ +e—2m

W = —2ze 4 + e (—2ze %) = —2ze 4 + 717 4 2pe™4®
W =e*
f(x) seleecuandolaED esté enforma estandar

0 re 2

Ahora calculamos W7 = Az — dx  —9pe-2® 1 2
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Wi =0-4(z3 — 2?)e 2® = —4(x® — 2%)e 2

Ahora calculamos Wy = | & 0
oracalculamos W = | o 2z 4.2 4.
Wy =4(z? —x)e 220 =4(z* —z)e

—4(383 . w2)6—2x .
— para calcular u; se integra

Entonces uj =
e

[(—4z® + 42®)e**dz =  seintegra por partes

Signos alternos Y sus derivadas dv y sus integrales
+ ——> (—4x3 + 4x?) e ¥

s »  (—24x+ a)s 1g2x
-—— (_24) ; 2x
1.2
% -
Derivar hasta obtener una derivada nula
Luego se multiplican los términos en la forma que indican las flechas

N(‘I:aH

- ———» (—12x% + 8x)

3
up = —2z%e?® 4 222e?* + 3x2e2* — 2xe®® — 3xe®® + 2 4 Ze?®
Agrupando términos semejantes

5
u; = —2z3e?® 4 5z2e?® — bxe?® + —e**
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uh = para calcular uy se integra

[(4z® — 4z)e**dxz =  seintegra por partes

Signos alternos Y sus derivadas dv u sus integrales
+ —> (4x2 — 4x) \ e2*
2
T (Bx =) \ %e x
+— (8) %ezx
0 \ 1,2x

T

Derivar hasta obtener una derivada nula
Luego se multiplican los términos en la forma que indican las flechas

Uy = 2x%e®® — 2xe®® — 2xe®® + e2* 4 2

Agrupando términos semejantes

Uy = 2x2e®® — 4xe?® + 2%
5
Entonces y, = —223 + 52% — 5z + 2 + 222 — 4z + 2

9
Operando y, = —2z% + Tz* — 9z + 2

9
Yy =cre % + coze 2 — 223 + 7z — 9z + .
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Ejemplo 2. Variacion de parametros
Resolver laED y” + y = sec®z por variacién de parametros.
Sujetaalacondiciony(0) =2 A ¢'(0) =5
Solucién

Se resuelve la ED, luego se hallan los valores de las constantes

La ecuacién auxiliares m2+1=0
Como no se puede factorizar, se despeja  m? = —1
Lasraicesson m = ¢ raizcompleja

Solucién complementaria y. = cicosx + casenz

COST senr
—Senr Ccosx

Calculamos el Wronskiano W = [

W = cos*z—(—sen’z) = cos’z + sen’z = 1

0 senzc
Ahora calculamos W) = 9
sec’x  coszT
W1 = 0—(sec’zsenz) = —sec’zsenz
cosT 0
Ahora calculamos W, = 9
—sent sec’r
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Wo = coszsec?x—0 = cosxzsec’z

—8602$86n$

1

Entonces uj = para calcular u; se integra

Recuerde laidentidad seczsenxz = tanx

f —secrtanxdxr = w1 = —secx
, cosrsec’x i
Uy = —T para calcular us se integra

Recuerde laidentidad secxcosz = 1

[ secxde = uy =In|secz + tanz|

Recuerde que y, = u1y1 + w212

Entonces y, = —secxcosz + In |secx + tanz| senz
Operando y, = —1 + senz In|secz + tanz|

y = c1cosz + casenx — 1 + senx In |sec + tanz|
Reemplazamos la condiciéon y(0) = 2

2 = c1c080 + c2sen0 — 1 + sen01n |secO + tan0|
2=c1—-—1 = c =3

1
y = —ci1senz + cycosx + sen. (secxtanz +
secx + tanx

sec’z) + cosx In |secx + tanz|
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Yy = —ci1senx + cycost + senxsecr + cosx In |secx + tan|
Reemplazamos la condiciény'(0) = 5

5 = —ci1sen0 + c2cos0 + senlsecO + cos01n |secO + tanO|
co =5

Reemplazando el valor de las constantes en la soluciéon general,
obtenemos la solucién particular

y = 3cosz + 5senx — 1 + senx In |secxtan|

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de variacién de pardmetros.

Veren EBYoulube
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3.9.1 Ejercicios y respuestas de la secciéon 3.9

10.

o

Y

ty

ry

9y

-3y

Ejercicios de repaso seccién 3.9

SECT

tanx

sena

sectr

sec@tanf
9

COS™T

Ox
e:!.n

coshx

senh2r

2
Y 1+ e*

Resolver la ED de orden superior por variacion de parametros.
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3.10 Ecuacion de Cauchy Euler
Una ecuacion diferencial de la forma
anz™y™ + ap 12" 1y £ agx®y” + ayzy + agy = g(2)

Donde los coeficientes a,,a, 1,...,a2,a1,a9 son constantes se

conoce como ecuacién de Cauchy-Euler. Tiene como caracteristica
gue el grado de los coeficientes nominales coincide con el orden de la
ecuacion. La ecuacién de segundo orden tiene la forma:

ax’y” +bxy +cy =0

Método de solucidn: La funcién elemental no trivial cuya derivada es
una constante multiple de si misma es la funcién exponencial =™,

entonces la solucionesde laformay = ™

Discriminante Solucion Ecuacion Solucion Ecuacion Diferencial
Auxiliar
o= my #m; y1=x" y; =x"2
b* —4ac =0 m; =mp y1=x"  y;=x"In|x|
b? —4ac <0 m = a + bi y, = x%cos(BIn|x|)
Raices complejas VY, = x%sen(Bln|x|)

Tabla 6. Soluciones ecuacion de Cauchy homogéneas
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Ejemplo 1. ecuacion homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler 2%y + zy' — y = 0

Solucién
Vamos a reemplazar la solucion y = z™ y sus derivadas en la ED de
segundo orden

y = ™ y/ — mmm—l y// — m(m o 1)xm—2

*m(m — 1)z™ 2 + gmz™ ! —z™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion

m(m — 1)z™ + mz™ — 2™ =0 Factor comun

zm"(m(m—1)4+m—1)=0 Propiedad distributiva

m2—m+m—1=0 Agrupando términos
semejantes

m?—-1=0 Factorizando obtenemos

m=1 A mg=-1 La solucién general es
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Y=cT+ Cox 1

Ejemplo 2. ecuacion homogénea
Resolver la ecuacién de Cauchy Euler z?y” + 3zy’ +y = 0

Solucion

Vamos a reemplazar la solucién y = =™ vy sus derivadas en la ED de
segundo orden

m m—2

y=u y =mz™ ! Y =m(m- 1)z

z*m(m — 1)2™ % + 3zma™ 1 + 2™ = 0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion
m(m — 1)z™ 4+ 3ma™ + 2™ =0 Factor comuin

™ (m(m—-1)+3m+1)=0 Se pasa ™ a dividir al lado
derecho y se aplica
propiedad distributiva

m2+2m+1=0 Factorizando
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(m+1)2=0 Tenemos dos raices iguales.
m = —1. La solucion

general es

y=ciz ' +coz 'In|z|

Ejemplo 3. ecuacion homogénea
Resolver la ecuacion de Cauchy Euler z2y" — zy' + 2y = 0

Solucion

Vamos a reemplazar la solucién y = =™ vy sus derivadas en la ED de
segundo orden

Yy = ™ y/ — mwm—l y// — m(m . 1)wm—2

z’m(m — 1)z™ 2 — zmz™ 1 +22™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion
m(m — 1)a™ — ma™ + 2z™ =0 Factor comun

z™(m(m—1)—m+2)=0
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Se pasa ™ adividir al lado derecho y se aplica propiedad distributiva

m2—2m+2=0

m =
m = 5
m=1=+1

Resolver la ecuacion de Cauchy Euler 23y

Solucion

2+ +v4-8
2

2++/—4

Como el polinomio no es
factorizable, usamos Ila
ecuacion cuadratica

Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar

Raiz negativa, entonces
obtenemos solucién
compleja

Solucién general

y = cizcos(In |x|) + coxsen(In |x|)

Ejemplo 4. ecuacion homogénea
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Vamos a reemplazar la solucién y = =™ vy sus derivadas en la ED de

segundo orden

m—3

y' =m(m—1)(m—2)x

z3m(m — 1)(m — 2)z™ 3 — 62™ =0

y = mx Yy =m(m —

1)xm—2

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacién

m(m — 1)(m — 2)z™ — 62™ =0

z"(m(m—1)(m—2)—6)=0

Factor comun

Se pasa ™ a dividir al lado derecho, se aplica propiedad distributiva

y se agrupan términos semejantes

m*—3m2+2m—-6=0

1 -3 2 -6
3 30 6
1 0 2 o
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Con la division sintética
obtenemos una raizm = 3
y con el residuo obtenemos
una ecuacion de segundo
grado.

Se despeja el segundo
término para hallar las tres
raices de la ecuacién
auxiliar



m=3 A m=+y2 Solucién general

y = c12% + cocos(v/21n |z|) + czsen(v/21n|z|)

Ejemplo 5. ecuacién no homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler 22y — 3zy’ + 3y = 2x%e”

Solucion

Vamos a reemplazar la solucién y = =™ vy sus derivadas en la ED de
segundo orden

y=z" Yy =mz™! ¢y =m(m—1)zm?2

z?’m(m — 1)z™ 2 — 3zma™ 1 4+ 3z™ =0

Agrupamos las z aplicando propiedades de potenciacién

m(m — 1)z™ — 3ma™ + 3z™ =0 Factor comun

z™(m(m—1)—3m+3)=0 Se pasa =™ a dividir al lado
derecho y se aplica
distributiva
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m?—4m+3=0 Factorizando
(m—-3)(m—-1)=0 Las dos raices son

m=3 AN m=1 La solucién
complementaria es:

Ye = clxg + c2x

3 x
Calculamos el Wronskiano W = 9
3z 1

W =23 — 323
W = —22°

para calcular W7 A W5 debemos llevar la ED a la forma
estandar

3 3
y' — Ey’ - Y= 2z%e® =  f(z) = 2z%€°

0 T

Ahora calculamos W; = [2:1:26”’ ]
Wi = 0—(2z3e%) = —2z%e"

32 2x2%e®

3
Ahora calculamos Wy = [:c 0 ]

Wy = 22°e®—0 = 2z°e”
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—2x3e”

573 para calcular u; se integra
—2x

Entonces u) =

fe"”'dm = u; =€

2x°e”

— 923

uh = para calcular us se integra

f —z?eldr = Se integra por partes

Hacemosu = —x% A dv = e

Signos alternos u vy sus derivadas dv v sus integrales
+ » —xz e*
- > —2x e*

Uy = —x2e” + 2xe® — 2e”

Recuerde que yp, = u1y1 + u2ye

Entonces y, = (€%)(z3) + (—z%e® + 2ze® — 2¢%)(x)
yp, = z3e® — z3e” + 2x%e® — 2x”

Agrupando términos semejantes obtenemos

2 _x

Yp = 2x°€ v

— 2zxe

La solucién general es:
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= 123 + cox + 2x2e® — 2xe”

Ejemplo 6. ecuacion no homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler z2y” + 8zy’ + 10y =
z !ln|z|

Solucion

Vamos a reemplazar la solucion y = ™ vy sus derivadas en la ED de
segundo orden
y = ™ ,yl — mwm—l ,y/l — m(m . 1)mm—2

*m(m — 1)z™ % + 8zmz™ ' 4 10z™ = 0

Agrupamos las z aplicando propiedades de potenciacién

m(m — 1)z™ 4+ 8ma™ + 102™ =0  Factor comln

z™(m(m —1)+8m+10) =0 Se pasa 2™ a dividir al lado
derecho y se aplica
distributiva

m?4+Tm+10=0 Factorizando
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(m+5)(m+2)=0 Las dos raices son

m=-5 A m=-2 La solucién
complementaria es:

Yo =1z ° + cox 2

. z° z 2
Calculamos el Wronskiano W = [—531:‘6 _233_3]

W=-2¢8+528
W = 3z8

para calcular W7 A W5 debemos llevar la ED a la forma
estandar

8 10 z !ln|z|

_ _ .3

y”+5y’+§y— = = f(z) =2 °In|z|
0 x 2

Ahora calculamos W; = |:w_3 In || —2:13_3]

Wi =0—(z°In|z|) = —z °In|z|

-5

Ahora calculamos W, = [_ﬁwﬁ x3?n|w\]

We =z %In|z| 0=z °In|z|

Entonces u! = ara calcular uj se integra
1
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.3
/ x 1n|:c\dm
3

Se integra por partes

u = In|z| dv = —%da:
4
du = —dz v= -2
x 12
zilnjz| 1 5
= d
“ o Tl
N ilnjz] 1 ,
P12 48
ubh z "Iz para calcular usy se integra
38

Se integra por partes

1
UZM dv = dz

3

1
du:§dw V=2
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Aplicando la férmula de
integracion por partes

Ui es

Ahora calculamos us

Aplicando la formula de
integracién por partes



zln|z| 1
- 2 (d
Uy 3 3f T
zln|z| =
Ug = - =
3 3

Ahora calculamos y,

Yp = U1Y1 + U2Y2

[ z'ln|z| N :1:_4 5 glnjz] =\
= 12 8)°7 3 3)7

Aplicando distributiva

-1 -1

oz 'In|z| LT rzlln|z] =z
T 48 3 3

Agrupando términos semejantes obtenemos

~ z'lnjz| b5z!
I = 4 16

La solucién general es:

¢ lln|z| bzt
4 16

Y = iz +cpxr? —

Ahora vamos a resolver una ED de Cauchy Euler con valores iniciales
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Ejemplo 7. Ecuacion no homogénea

Resolver la ecuacion de Cauchy Euler 2%y — 5xy’ 4 8y = 88

1 1
Sujeta a la condiciony (5) =0 A ¥ (5) =0

Solucion

Reemplazamos la solucidon y = ™ y sus derivadas en la ED.
y=zm ¢y =mz™! ¢ =m(m-1)zm?
*m(m — 1)z™ % — bzmz™ ' 4+ 8z™ =0

Agrupamos las z aplicando propiedades de potenciacién

m(m — 1)z™ — bma™ + 8z™ = 0 Factor comun

z™(m(m—1)—5m+8) =0 Se pasa ™ a dividir al lado
derecho y se aplica
distributiva

m? —6m+8=0 Factorizando

(m—2)(m—-4)=0 Las dos raices son
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m=2 AN m=4 La solucion
complementaria es:

Ye = c1z? + eyt

z2 ozt
Calculamos el Wronskiano W = 3
2 Adx
W = 42° — 22°
W = 2z°

para calcular W7 A W,y debemos llevar la ED a la forma
estandar

, D 8 4

y' =~y + Sy=8" = f(z)=28z"
i i

0 x?
Ahora calculamos W; = Rzt A3

W1 = O—(SLUB) = —81}8

x? 0
Ahora calculamos W, = 2 8z

Wy = 82°—-0 = 8z°

— 88
2xd

Entonces u’l = para calcular u; se integra

[ —4x3dr
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U1 = —$4

Ahora calculamos us

. 8z ,
uy = 5— paracalcular uz se integra
2x
[ 4zdz
Uy = 2z2

Ahora calculamos y,

Yp = WY1 + U2Y2
yp = (—z*)(2®) + (227 (2*)
yp = —a% + 22°

Agrupando términos semejantes obtenemos

ypzmﬁ

La solucién general es:
Yy = c1x? + czm4 + 26

Reemplazamos las condiciones iniciales en la solucion general

_1 1 1 ecuacion (1)
0=gqa+162" 6

Derivamos la solucién general para reemplazar la otra condicién
306



Y = 2ciz + desx® + 625 Reemplazamos C.I

1 3 .,
0=ci+ ~cy + — ecuacion (2). ResF)Ivemos
2 16 el sistema de ecuaciones

0 1 +1 +1
= —C —Co —_—
4 1 4
0= +1 6+36
AT T 16

1
Multiplicamos la ecuacién (2) por —1 resolvemos el sistema de

ecuaciones por eliminacion.

1
L
5 5
11
32 16"
1
Obtenemos cy = 3
y 1
Reemplazando en la ecuacién (1) obtenemos ¢; = 16

La solucién particular es:

1
Y = Em —533 +x
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Cauchy Euler homogénea.

Veren 8 Youlube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Cauchy Euler no homogénea.
e 5

MAS VIDEQS

P o) oiz/9m B & Youluhe 3
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3.10.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.10

Ejercicios de repaso secciéon 3.9

Resolver la ED de orden superior por Cauchy Euler.

10.

11.

2.n

7Y 2y =0
zy" — 3y =0
2y +zy +4y =0
z%y" —3zy — 2y =0
dzy" + dzy' —y =0

z*y" +bxy +4y =0

22y — Txy' + 41y =0

'y 6y =0
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Capitulo 4

TRANSFORMADA DE
LAPLACE
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4.1 Transformada Integral

En este capitulo se examina un tipo especial de transformada integral
llamada transformada de Laplace. Ademas de tener la propiedad de
linealidad, la transformada de Laplace tiene muchas otras
propiedades interesantes que la hacen muy uatil para resolver
problemas lineales con valores iniciales.

La Transformada de Laplace corresponde a un operador T'(f)
definido por la integral

fi= | k() £ (8) dt (E1)

Con f(t) definidoparaT > 0

Transforma una funcién f de la variable ¢ en una funcién F' de la
variable s.

Laintegral (E'1) se define como un limite

b

/Ook(s,t)f(t)dt: lim [ k(s,t)f(t)dt
0

b—o0 0

Si el limite existe se dice que la integral converge, en caso contrario
diverge. En general el limite existira solo para ciertos valores de la
variable s.

La funcion k (s, t) enlaecuacion (E1) se llama Kernel o Nucleo de la
transformada. La eleccion de k (s,t) = e %' como el nicleo nos

proporciona una integral especialmente importante, la cual vamos a
definir a continuacion.
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Definicion: sea f una funcién definida por ¢ > 0
entonces se dice que la integral

L7 (1)) = / Tetfd (E2)

Es la transformada de Laplace de f, siempre que la
integral converja.

Cuando la integral de la ecuacién (E2) converge el resultado es una
funcion de s. En el analisis general se usa una letra mindscula para

denotar la funcién que se transforma y la letra mayuscula
correspondiente para denotar su transformada, por ejemplo:

LW =F(s) L{gt)y=G(s) ZL{y(t)}=Y(s)

Ejemplo 1. Transformada de Laplace
Evaluar la Transformada de Laplace de k
Solucién
Lk} = [ ke*dt

Como no se puede evaluar una integral con un integrando infinito,
transformamos la integral en un limite
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b Sacamos la constante k

lim ke stdt
b—o0 0
b S . o . s
) _ e Integra por sustitucion
lim k e Stdt
b—00 0
. e—st1° Evaluamos la integral
lim — | —
b—oo S 0
, et €l Evaluamos el limite
lim —— + —
b—o0 S S
. e st €l 1
lim —— 4+ — = —
b—oo S S S

Concluimos que la Transformada de Laplace de la funcion constante
kes:

| =

Este resultado es validoparas > 0

Ahora vamos a evaluar la Transformada de Laplace de la funcién
identidad ¢
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Ejemplo 2. Transformada de Laplace
Evaluar la Transformada de Laplace de t
Solucién
LAt} = [} tedt

Como no se puede evaluar una integral con un integrando infinito,
transformamos la integral en un limite. También se debe tener en
cuenta que esta integral es diferente a la anterior porque lat es una

variable

t Se integra por partes

lim [ te %dt
b—o0 0
u=-t dv = e % Aplicando la férmula de
integracion por partes
e—st
du = dt V= —
s
te st 1 [t Se integra por sustitucion
lim — + —/ e Stdt grap
b—o0 S S 0
. te—st 1 . b Evaluamos la integral
lim |— — —e’
b—oo S S 0
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—sb T 0
lim e T le“"’b B ieO
booo | 8 s ] s s2
be ™ 1 _,] 1
lim |— — et 4+ =
booo | 8 sz | &2

Evaluamos el limite. Se debe notar que el primer término es una
indeterminacion, pues multiplicamos oo por 0. Por tanto, debemos
aplicar el teorema de L"Hopital.

Recuerde que para aplicar el teorema debemos tener un cociente.

lim b _ 1 0 Al evaluar el limite nos da 0

bsoo e5h s2esb

Concluimos que la Transformada de Laplace de la funcién identidad ¢
es:

[\

Este resultado es validoparas > 0

Con los dos ejemplos anteriores se establece la generalizacién de la
Transformada de Laplace mediante el siguiente teorema llamado
transformadas basicas. Se sobreentiende la restriccion de s para la

convergencia de cada Transformada de Laplace.
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Teorema 1. Transformadas de algunas funciones basicas

1 £{k} =1 2. £{t} =

3. E{t"} = o a. g{ekt} = 2

5. £{senkt} = ﬁ 6. £{coskt} = #
7. £{senhkt} = 52:2 8. £{coshkt} = Sszz

Tabla 7. Transformada de funciones basicas

Mediante integrales basicas como sustitucion y partes vistas en
cdlculo integral el estudiante puede verificar las transformadas
basicas que estanenlatabla 7

La transformada de Laplace corresponde a un operador lineal.
ZL{af(t)£Bg(t)}

Podemos aplicar las mismas propiedades de las integrales porque la
transformada de Laplace es una integral, entonces podemos dividir la
funcién anterior en dos transformadas

ZLA{af(t)} =L {Bg (1)}
Ahora sacamos las constantes de las transformadas

aZ{f)}£8ZL{g(t)}
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Ejemplo 3. Transformada basica
Evaluar la Transformada .Z {5t + 2 — 4senbt}

Solucion

Como la transformada de Laplace es un operador lineal podemos
separar la funcién en tres transformadas.

Z {5t} + Z {2} — £ {4senbt}
Sacamos las constantes de cada transformada
52 {t} + 22 {1} — 4.Z {senbt}

Ahora aplicamos las transformadas basicas del teorema 1, aplicamos
las propiedades 2,1y 5

Operando los términos obtenemos:

5 2 20

s2+3_32+25

Estos resultados también se pueden obtener integrando cada
término
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Ejemplo 4. Transformada basica
Evaluar la Transformada . {3t4 + 3cosdt — 8e 3t + 2senh5t}

Solucion

Separamos la funcién en cuatro transformadas, esto se puede hacer
cuando los términos estén separados por sumas o restas

£ {3t'} + £ {3cosdt} — £ {8e ¥} + £ {2senh5t}

Ahora sacamos la constante de cada transformadas

3L {t*} + 3L {cosdt} — 8L {e3} + 2L {senhbt}

Ahora aplicamos las transformadas basicas del teorema 1, aplicamos
las propiedades 3,4,6y 8

4] s g 1 L9 5}
sitl 52 + 42 s —(—3) s2 — 52

Operando los términos obtenemos:

74+ 3s 8 i 10
s s24+16 s+3 s2-25
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Ejemplo 5. Transformada basica
Evaluar la Transformada . {cos2t}

Solucion

La transformada de Laplace de cos®t no esta en las transformadas

basicas, entonces es necesario aplicar identidades para transformar
la funcién

. . 9 1+ cos2t
Recuerde laidentidad cos“t = —
1 + cos2t
Z 2l Pl L —
{cos } { 5 }

1 1
<z {5} + 53{60321&}

Ahora aplicamos las transformadas basicas del teorema 1, aplicamos
las propiedades 1,y 6

Operando los términos obtenemos:

1 S

25 2(s2 +4)
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Ejemplo 6. Transformada de una funcion
continua por tramos

0 0<t=3

Evalie Z {f (¢)} donde f (t) = {2 t>3

Solucion

La funcion que se muestra en la figura,
es continua por tramos y de orden
exponencial para t > 0, la funcion f

T se define en dos tramos, la Z {f (¢)}

. T se expresa como la suma de dos
integrales

Lad

Z{f@}= f03 Oe~*tdt + [, 2 *'dt

Sélo se evalua la segunda integral, la primeraes 0

b Se saca la constante de la

: —st
blfglo X 2e "dt integral
b
Integrando
lim 2 / e St dt 8
b—o0 3
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[ 2e ]’ Evaluamos la integral
lim |—

b—oo | s I3

" B 2e—sb' 26—35

im |— — | =

b—oo | s S

Evaluando el limite obtenemos

26—33

S

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Transformada de Laplace por tramos.

Ecuaciones diferenciales. 3.1.6 Trasformada de Laplace pas.. ™

Veren [ Youlube
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4.1.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.1

1

10.

11.

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

Ejercicios de repaso seccion 4.1

Evaluar las transformadas de Laplace.

2t*

t* + 6t —3

t? — e 4 cosh5t
(t+1)*

(ef — et)?

(1+ )

(2t — 1)
2sen2tcos2t
e'cosht

el senht
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4.2 Transformada Inversa
El problema inverso:

Si F'(s) representa la transformada de Laplace de una funcién f(s),
es decir, Z{f(t)} = F(s). Se dice entonces que f(t) es la
transformada de Laplace inversa de F'(s) y se escribe:

ft)=2"{f(s)}

Al igual que la transformada de Laplace basica, existe un teorema
para generalizar las transformadas basicas inversas

Teorema 2. Algunas transformadas inversas

WEIORP WSIDRr
WIETE e )=

5. 671 ) - sene o, £ ) - cose
7 £ () = e 0. 671 (5] = o

Tabla 8. Transformada de funciones inversas

La transformada de Laplace inversa corresponde a un operador
lineal.

L Haf (t) £ Bg ()}
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Podemos aplicar las mismas propiedades de las integrales porque la
transformada de Laplace es una integral, entonces podemos dividir la
funcion anterior en dos transformadas

L Haf ()} =271 {Bg (1)}
Ahora sacamos las constantes de las transformadas

aLHfW} 8L H{g(t)}

Ejemplo 1. Transformada inversa

Evalue,%_l{ 35 }

s2 —16
Solucién

Como la transformada inversa es un operador lineal, primero se debe
sacar la constante de la transformada y descomponer el 16

)

La funcién corresponde a la propiedad 8 de la tabla 8, donde k = 4

cosh4t

En ocasiones se debe ajustar la funcion
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Ejemplo 2. Transformada inversa

Evalte ! { ls }
s

Solucidén
Corresponde a la propiedad 3 de la tabla 8, pero se debe ajustar.

n + 1 = 5, entonces n = 4, por tanto, la funciéon se debe multiplicar
y dividir por 4!

1, [4
T {5}

Ejemplo 3. Transformada inversa

Evalte &1 { = :_ 7}

Solucion
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Corresponde a la propiedad 5 de la tabla 8, pero se debe ajustar.

k? = 7, entonces k = /7, por tanto, la funcién se debe multiplicar y
dividir por VT

1 ) V7
7

1

ﬁsenﬁt

Ejemplo 4. Transformada inversa

4
Evalueg_l{ S+ }

s2+5
Solucién

Se debe separar en dos transformadas y sacar la constante

1
p1) S Rz
{32+5}+ {32+5}

Corresponde a las propiedades 6 y 5 respectivamente pero se debe
ajustar el segundo término’para que coincida con la propiedad 5. Se
puede apreciar que k?> = 5, por tanto, k = V5. Se debe ajustar

multiplicando y dividiendo por V5
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45

5 sen\/gt

cosx/gt +

Ejemplo 4. Transformada inversa

2425 —1
253 4+ 352 — 2s

Evalie ¥ 1 {

Solucion

La funcién no corresponde a ninguna de las propiedades de la tabla §,
se debe separar el denominador

g_l{s(;jjf)s(s_iz)}

Se aplica fracciones parciales. Se factoriza el denominador.

s +2s5—1
s(2s —1)(s+2)

El denominador tiene tres factores lineales distintos, por lo cual
corresponde al caso 1 de fracciones parciales y se organiza de la
siguiente manera:
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El denominador tiene tres factores lineales distintos, por lo cual
corresponde al caso 1 de fracciones parciales.

s24+2s—1 A B C

s(2s—1)(s+2) s 2s—1 s+2

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
0,s = 1/2 A s = —2. Para hallar los valores de A, B N C,
multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por s(2s — 1)(s + 2)

s?+2s—1=A(2s—1)(s+2)+ Bs(s+2)+Cs(2s — 1)

Ahora reemplazamos esos valores en la ecuacion para hallar A4,
B AN C

Cuandos =0
—1=A(-1)(2)
A=t

2

Cuandos = 1/2

()¢

51
5
Cuandos = —2
1
—1=C(-2)(-b) C = 10



Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa

g_l{s(zs:jf;(s_im}

s e w0t o)

Las transformadas corresponden a la propiedad 1 y 4 de la tabla 8,
pero el segundo término hay que ajustarlo antes de aplicar las
propiedades

et v let)

e ) v (o)

Ejemplo 5. Transformada inversa

Evalte 1 1
s3 + 5s

Solucion
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La funcion no corresponde a ninguna de las propiedades de la tabla 8,
se debe hacer fracciones parciales para separar el denominador.

1
s(s? +5)

El denominador tiene dos factores, uno lineal y uno cuadratico
distintos, por lo cual corresponde al caso 3 de fracciones parciales y
se organiza de la siguiente manera:

1 _é Bs+C

s(s? +5) s s2+5

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s = 0.
Para hallar los valoresde A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por s(s? + 5) y obtenemos

1=A(s*+5) + (Bs+ C)(s)

Para hallar los valores de las constantes debemos hacer distributiva'y
armar un sistema de ecuaciones

1=As2+5A+ Bs?2+Cs

Con esta informacién vamos a construir un sistema de ecuaciones de
tres ecuaciones con tres incognitas

0=A+1B
0=C
1=5A

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes
valores
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Con los valores de la constante procedemos a evaluar
transformada inversa

1 1 1 1 s
1) 2l Zgpa) 85
Z {s3+5s} 52 {s} 53 {s2+5}

Las transformadas corresponden a la propiedad 1y 6 de latabla 8

cos \/gt

Ol =
Ol =

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras

observar un ejemplo de Transformada de Laplace inversa.

Veren B YouTube
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4.2.1 Repasando fracciones parciales

En la escena interactiva que aparece a continuacion se explica, el caso
1 de fracciones parcielas. Es importante que repase el concepto antes
de resolver ejercicios.

&7

Caso 1. Fraccién propia con factores lineales

Este caso es aquel donde tienes en el denominador factores de la forma (x - r).

. . -1 P . .
Por ejemplo, la fraccion Zx o £qué tipo de denominador tiene?
X2-%-
—Cuadrdtico profe
Es cierto, pero si lo factorizas te quedaria asi I iFactores lineales!
(x-3)(x+2)

El método de descomposicion parte del supuesto de que la expresion tuvo su origen en la
suma de fracciones simples o parciales cuyos denominadores son (x —3) y (x + 2). Es decir:

X1 IxA1 A B

= — —

X2-%-6 _(x—3)(x+2) X3 x+2

Donde A y B son dos ntimeros reales. Si logramos encontrar esos numeradores, resoluemos
el problema. Si sumamos las dos fracciones de la derecha, obtendriamos:

7x-1 - A(x+2)+B(x-3)
(x-3)(x+2) (x-3)(x+2)

Sabemos que en ambos miembros de esta ecuacidn los denominadores son iguales, por Lo
que los numeradores ha de serlo: 7x -1 = A(x + 2) + B(x — 3)
Hay dos métodos de encontrar estos dos niimeros:

s Il oo

334


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/EcuacionesDiferenciales/interactivos/interactivo12.html

4.2.2 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.2

Evaluar las transformadas inversas.

Ejercicios de repaso seccion 4.2
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4.3 Transformada de derivadas

TEOREMA 3. Transformada de una derivada: Si
£ f " ..., f™ Y son continuas en [0, %) y son
de orden exponencial y si f(™(t) es continua por
tramos en [0, 0o), entonces

ZLf(t) = s"F(s) — stV £(0) — 52 £(0) —
.. — f=1(0)

Donde F'(s) = Zf(t)

Solucién de problemas con valores iniciales

Para resolver una ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constantes sujeta a condiciones iniciales se utiliza:

ZA{y'} = sY(s) —y(0)

Z{y"} = s*Y(s) — sy(0) — ¢/ (0)

Z{y"} = s’Y (s) — s’y(0) — sy/'(0) — y"(0)

la transformada de Laplace de una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes constantes se convierte en una ecuacion algebraica en

Y(s).

En el ejemplo siguiente se ilustra el método para resolver una ED, asi
como la descomposicion en fracciones parciales.
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Ejemplo 1. Resolver el PVI

Resolver laEd ¢y’ + 2y = t sujeta ala condicién inicial y(0) = —1

Solucion

Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo y el
teorema uno al lado derecho

1
sY(s) —y(0) +2Y(s) =
Se reemplazan las condiciones iniciales

S (5) — (1) + 2V (5) =

Se saca factor comun Y (s)

Y(s)(s+2)+1 :?12

Se despeja el factor comun

Y(s)(s+2) = 3—12 1

Se opera el lado derecho

1 — g2
2

Y (s)(s +2) = —
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Se despeja Y (s)

¥ (s) 1 — s?
$) = —F——
s2(s +2)
La solucién y(t) del PVI original es y(t) = £~ {Y (s)}, donde la
transformada inversa se hace término a término, por tanto, es
necesario descomponer la expresiéon del lado derecho en fracciones
parciales para poder aplicar el teorema dos.
1—s? B A B C

s2(s + 2) s+s2+s—|—2

Esta identidad es valida para todos los valores de s exceptos = 0 A
s = —2.Para hallar los valoresde A, B A C, multiplicamos ambos
lados de esta ecuacién por s%(s + 2) y obtenemos

1—s%=As(s+2)+ B(s+2)+ C(s?)

Para hallar los valores de las constantes debemos hacer distributivay
armar un sistema de ecuaciones

1— 2= As2+24s+ Bs+ 2B + Cs?

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de
tres ecuaciones con tres incognitas

(-1=A+C
2A+B=0
1=2B

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes

valores
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A:—1 B:1 c:—§
4 2 4

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa

_ iyt fly 3,0 1
Y(s)= 3% {s}+2£? {ﬁ} e {s+2}

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucién de la ED

& — 1,13
YO =71 T 3" 4

2t

Ejemplo 2. Resolver el PVI

Resolver laED 3" + 3y’ = 0 sujeta a la condicién inicial y(0) =1 A
y'(0) = -1

Solucion
Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo
s*Y (s) — sy(0) — y/'(0) + 3sY (s) — 3y(0) =0

Se reemplazan las condiciones iniciales
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s?Y(s) —s+1+3sY(s) —3=0

Se saca factor comun Y (s)
Y(s)(s*+35) —s—2=0

Se despeja el factor comun

Y (s)(s? +3s) = s + 2

Se despeja Y (s) y se saca factor comun

s+ 2

Yis) = s(s +3)

La solucién y(t) del PVI original es y(t) = =1 {Y (s)}, donde la

transformada inversa se hace término a término, por tanto, es
necesario descomponer la expresiéon del lado derecho en fracciones
parciales para poder aplicar el teorema dos.

s+2 A B

s(s+3) s+s—i—3

Esta identidad es valida para todos los valores de s exceptos = 0 A
s = —3. Para hallar los valores de A A B, multiplicamos ambos
lados de esta ecuacion por s(s + 3) y obtenemos

s+2=A(s+3)+ Bs

Ahora reemplazamos esos valores en la ecuacién para hallar A A
B

Cuandos =0
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2
A= 2

3
Cuandos = —3
—1=B(-3)
B—1

3

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa

ro=te i de i)

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion de la ED

Ejemplo 3. Resolver el PVI

Resolver la ED y” — 3y’ 4+ 2y = e~* sujeta a la condicién inicial
y(0)=1 A y(0)=5
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Solucion

Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo y el
teorema uno al lado derecho

1
s+4

s*Y (s) — sy(0) — y'(0) — 3sY (s) + 3y(0) + 2Y (s) =

Se reemplazan las condiciones iniciales

1
s+4

s’Y(s) —s—5—3sY(s) +3+2Y(s) =

Se saca factor comun Y (s)

1
s+4

Y(s)(s?—35+2)—s—2=

Se despeja el factor comun

Y (s)(s? —3s+2) = +s+2

s+ 4
Se opera el lado derecho

s24+6s+9

Y 2_3 2) =
(s)(s* 35 +2) = T2
Se despeja Y (s) y se factoriza el trinomio

s2+6s+9
Yo = G- -1

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales para poder
aplicar el teorema dos.
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s>+ 6s+9 A4 B C
(s+4)(s—2)(s—1) s+4 s—-2 s—1

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
—4,s=2As=1. Para hallar los valores de A, B A C,
multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por (s + 4)(s — 2)(s —
1) y obtenemos

s2+6s+9=A(s—2)(s—1)+B(s+4)(s—1)+C(s+
4)(s — 2)

Cuandos = —4
1= A(-6)(-5)
A=+

30

Cuandos = 2

25 = B(6)(1)
25
B=%

Cuandos =1

16 = C(5)(—1)
o 16
5

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa
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1 1 25 1
- -1 - -1
Y(s) =53¢ {s+4}+6$ {3—2}

16, 1
5 s—1

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucién de la ED

1 25 16
a4t 49 g 104
y(t)—306 + 66 56

Ejemplo 4. Resolver el PVI

Resolver la Ed 2y"" + 3" —y =t + 1 sujeta a la condicion inicial
y(0)=1 A 4'(0)=0

Solucion

Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo y el
teorema uno al lado derecho

1
252Y (s) — 2sy(0) — 2y'(0) + sY(s) —y(0) =Y (s) = — + —
Se reemplazan las condiciones iniciales

257Y (s) — 25(1) — 2(0) + Y (s) — (1) ~ Y'(5) = = + =
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252Y (s) —2s+8Y(s) —1-Y(s) = = +

(VI

1
2
Se saca factor comun Y (s)

1+ s
82

Y(s) (28 +5—-1) —25—1=

Se pasan al lado derecho el término que no dependen de Y (s)

1
LA P

Y(s) (262 +s—1) = p

Se opera el lado derecho

28 + 52 +s+1
2

Y(s) (28 +s—1) = .

Se despeja Y (s) y se factoriza el trinomio

28 +s2 +s+1

Ye) = 2@ et

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales

2s° +s’+s+1 A B C D

s2(2s—1)(s+1) s+s_2+23—1+s—|—1

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s =
1

— 5,0, 1. Para hallar los valores de A, B, C N D, multiplicamos

ambos lados de esta ecuacién por s? (2s — 1) (s + 1) y obtenemos

2s° + 82 +s5+1=As(2s—1)(s+1)+B(2s—1)(s+1) +

Cs*(s+1)+ Ds*(2s — 1)
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Hacemos distributiva y armamos un sistema de ecuaciones

283 162+ s+ 1=2A48%+ As? — As +2Bs? + Bs — B +
Cs3+ Cs?+2Ds3? — Ds?

2A+C+2D =
A+2B+C—-D

—-A+B
_B —

I
[ S S )

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes
valores

1 1
_ 1 p

A=-2 B=-1 C
3 3

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa

Y(s) = 2.2 {%} g {Slz} S {231— 1} +

L[ 1
3 s+1

El tercer término es necesario ajustarlo antes de aplicar el teorema
inverso, por tanto, dividimos todos por 2

1
Y(s):—ZZ_l{l}—g_l{lz}+E$_1{ 2 1}+
S S 3 §—3

L 1 !
3 s+1

Ahora sacamos la constante
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1 1 8 1
(s):—2$_1{g}—3_1{8—2}+§$_1{8_%}+
1
s+1

-1

Y
1
3
Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucién de la ED

()= —2—t+ ot + 2ot
= 3¢ T3¢

En la siguiente escena interactiva, disenada por Carlos Olvera, podras
resolver ED usando la Transofrmada de Laplace.

A
Transformada de Laplace® ST o E
EDL de Segundo Orden LWL+ L )
12) [+ L8] — sak0) — /(0] 4 Cafe¥ L} — O] 4 HIIYCN] = :
ay” + by’ + cy = f(¢) @Y (o)1) (1] + @BV~ (-Lil+ (e -
y(ﬂ) = y’(D) =cC2 [t +2—2]+ Ha¥ia)+ 4 +[3 ¥ =z
Visj[2e? +d5+3] = [25+7] =f
a=2 b=4 c=3 vis)2s*+4s+3] (:)—r 25-2)
V=5 4L =
YO = iascs
c=-1 =1 ) = a;if:a
Vi) =
PVI a resolver: ol
2"+ ()Y’ +(B)y=5 e ey
y(0)=—1, y(0)=1 i =3od (1) 0= 2m( 1) )
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Transformada de derivada.

Ecuaciones diferenciales. 3.3.1 Trasformada de Laplace de ...

Ver en 8 Youlube

348
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4.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.3

Ejercicios de repaso seccién 4.3

Resolver los PVI.
1. y —y=1 sujetaalacondiciony(0) =0
2. 2y +y=0 sujetaalacondiciény(0) 3
3.y —y = 2cos5t sujetaalacondiciony(0) = 0

4.y +6y—e sujetaalacondiciény(0) = 2

5 y 42y —8y—2e—-2t—-e—1 sujetaalacondiciony(0) =1 A y(0) =0
6. y +16y—4 sujetaalacondiciony(0) =1 A y(0) =0

5

7. y  +25y =3 sujetaalacondiciény(0) =1 A y'(0)
8 y +5y +4y =0 sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0)=0

9. 2y 43y -3y —2y—e—t sujeta ala condicién y(0) =0 ¥y (0) =0 A
y(0) =1

10. y' 42y —y —2y—sendt  sujeta a la condicion y(0) =0 y'(0) =0 A

[J

v
) ﬁ’&a Respuestas
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4.4 Traslacionen el eje "s"

Este teorema facilita encontrar transformadas sin resolver la
integral, basta con recorrer la funcion. Graficamente se veria asi:

F

Si se considera s una variable real, entonces la graficade F(s — a) es
la grafica de F'(s) desplazada en el eje s por la cantidad |a|. Sia > 0,
la grafica de F'(s) se desplaza a unidades a la derecha, mientras que
sia < 0, lagraficase desplaza a unidades a la izquierda.

Evaluar transformadas tales como {e~?'t*} o {e*cosh5t} se puede
hacer de forma directa siempre que se conozca {t4} o {coshb5t}.sise
conoce la Transformada de Laplace de una funcién f(t), es posible
calcular la Transformada de Laplace de un multiplo exponencial de f,
es decir, {e " f(t)}, s6lo con trasladar o desplazar, F'(s) a F(s — a).
El resultado se conoce como primer teorema de traslacion.
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e Ejemplo 1. Uso del primer teorema de
traslacion

Evalue & {e %t}

Solucion

Se utiliza la transformada basica (teorema 1)

El denominador de la transformada de Euler se coloca a la derecha
L{e Mt} = L {tYsos12}

Luego se aplica el teorema 1 a la funcién y donde va la s se coloca la
traslacion

4!
(s + 2)5
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Ejemplo 2. Uso del primer teorema de
traslacion

Evaltie £ {e*cosh5t}

Solucién

Se utiliza la transformada basica (teorema 1)

El denominador de la transformada de Euler se coloca a la derecha

& {e¥coshbt} = & {coshbt|ss—3}

Luego se aplica el teorema 1 a la funcion, cosh5t

32 _ 95 |s—>s—3

& {e3tcosh5t} =¥ {L }

Para terminar se debe colocar la traslacién que esta al lado derecho,
en la funcién, donde esté la s, tanto en el numerador como en el

denominador

(s—3)>—25
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Ejemplo 3. Uso del primer teorema de
traslacion

Evalie £ {e *sen3t}

Solucién

Se utiliza la transformada basica (teorema 1)

El denominador de la transformada de Euler se coloca a la derecha

& {e_4tsen3t} = &L {sen3t|s 514}

Luego se aplica el teorema 1 a la funcion sendt

3
—4 —
g{e tse’I’LSt} =Y {m‘s_w_i_zl}

Donde estda la s se coloca la traslacion

3
(s+4)°+9

Forma inversa del teorema:

L HF(s—a)} =L HF()| 50l
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Ejemplo 1. Forma inversa del teorema

] B 5
Evalie ¥ 1 {W}

Solucion

Se utiliza la transformada inversa (teorema 2)

Se saca la constante de la transformada y la traslacion se coloca a un

lado

PRV G VR

Se aplicael teorema 2 a la funciény alatraslacién

bedtt

Ejemplo 2. Forma inversa del teorema

2s+5
Evalue !
value . {(3—3)2+16}

354



Solucion

Antes de aplicar el teorema dos se debe ajustar el numerador, se
busca que la traslaciéon del denominador también esté en el
numerador, por ese motivo se sumay se resta 6

P { 25—6+6 + 5 }

(s —3)2 + 16

Luego se saca factor cominysesumael6yelb

Rip=u

Se separan las dos traslaciones y se sacan las constantes

> { (s 583;2?;) 16 } rues { (s — 3;2 + 16 }

La traslacion se coloca aun lado

1
231{82_i16|s—>3—3}—|—11$1{S2+16\s—>s—3}

Antes de aplicar el teorema 2 se debe ajustar el segundo termino.

11 4
2.1 i s = s—3 — 1 s = s—3
s? + 16 4 s? 416

Se aplicael teorema 2 a la funciény alatraslacién

11
2e3tcosdt + Ze3tsen4t
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Ejemplo 3. Resolver el PVI

Resolver la Ed y/ — y/ = e ?'cos2t sujeta a la condicién inicial
y(0)=0 A ¥'(0)=1

Solucion

Se utiliza la transformada de la primera derivada (teorema 3) para el
lado izquierdo y la transformada basica (teorema 1) para el lado
derecho como sigue

s+ 2
(s+2)° +4

s*Y (s) — sy(0) — y/(0) — sY (s) + y(0) =

Se reemplazan las condiciones iniciales

s+ 2
(s+2)7+4

s?2Y(s) —s—sY(s)+1=

factor comin Y (s) y se opera el denominador del lado derecho

s+ 2

Y(s) (s —s) —s+1= Gy

Se pasan los terminos que no estan en el factor comun al lado
derecho

+ 2
Y 2_g)\—_ "% —1
(5) (5" =) 32+4s+8+8
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Se operan los fraccionarios del lado derecho

3 2
+3s°+5s—6
Y (s) (82— s) ==

Se despeja Y (s)

s3+3s2+55—6
s(s —1)(s®> +4s+38)

Y (s) =

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales

s +3s2+55—6 A B Cs+ D

s(s—1)(s®2+4s+8) s 8—1+82—|—48—|—8

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s = 0, 1.
Para hallar los valores de A, B, C' A D, multiplicamos ambos lados
de esta ecuacion por s(s — 1)(s? + 4s + 8) y obtenemos

s° +35> + 55— 6= A(s — 1)(s* + 4s + 8) + Bs(s* + 4s+

8) + (Cs+ D)s(s—1)

Propiedad distributiva y se construye un sistema de ecuaciones
s3+ 352+ 55— 6= As>+ 345> +4As — 8A + Bs’> + 4Bs*+

8Bs 4+ Cs3 — Cs® + Ds? — Ds

A+B+C = 1
3JA+4B-C+D = 3
4A+8B —D = 5
—8A = —6
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

A=3 g3 -1 p_2
4 13 52 13

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa

3 1 3 1
Y<s>:1$—1{;}+1—3$—1{8_1}+

ig—l s+8

52 s2+4s+ 8

El tercer término es necesario factorizar el denominador, se ajusta el
trinomio cuadrado perfecto y luego se factoriza

3 1 3 1
o=t (3 e {25}

ig—l S —1—28
52 (s+2)"+4

Ahora se ajusta el numerador

ig—l s+ 22—|— 6
52 (s+2)"+4
Se divide el tercer término en dos y se sacan las constantes
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1 s+22 LI 12
52 (s+2)°+4) 92 (s+2)"+4

Se coloca la traslaciéon aunlado

3 1 3 1
Y(S):Z.f‘l{g}+l—3$—l{s_1}+

1 s 3 1
— 1 —~s+2p+ L1 —s+2
52 {s2+4|8 i }+26 {s2+4|8 . }

Antes de aplicar el teorema 2 se debe ajustar el dltimo término.

3 1 3 1
Y(s)zzg_l{;}—kl—gf_l{s_l}—k

1 s 3 2
= o1 ) — w1 2
523 {S2+4|3—>s+ }+(26)2$ {S2+4‘s—>8+ }

Se aplica el teorema 2 a la funcidny alatraslacién

3 3 1 3
y(t) = vl 1—3€t — 5—26_2t6082t — Ee_ztseth

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Traslacion en el gje s.
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https://www.youtube.com/watch?v=FeDOXEZqi78

Veren B YouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Traslacion en el gje s.

MAS VIDEOS

b o) oiz/9m B & Yolube [
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4.4.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.4

1.

Ejercicios de repaso seccion 4.4

Evaluar las transformadas

2 {te")
£ {te")

£ {the )

& {t0e™}
2fue o)

En los ejercicios 6 a 10, evalle la transformada inversa

et

(s+2)

<)
(s 1)

-1 1

< {32 ﬁsll()}

400
'@5@ Respuestas
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4.5 Traslacion en el eje "t"

La funcion escalén unitario es util para representar funciones
definidas a trozos. Graficamente se veria asi:

= Ejemplo 1. Funcion escaldn

<
suponer  f(t) = {zg;’ 0 ;;Z % escribir como escalones
Y jui

unitarios
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Solucion

La funcién escalén esta dada por:
fF&)=g@)+[h(t)—g@)]p—a)

Aplicando propiedad distributiva queda de la forma:

FA)=g@) +h@)p(t—a)—g@t)pu(t—a)

Ejemplo 2. Funcién escaldn

g(t), 0<t<a
suponer f(t) =< h(t), a<t<b escribir como escalones
0, t>b
unitarios
Solucién

La funcién escalén esta dada por:
fA=g@®)+[h@)—g@®pt—a)+[0-h@#)]p(l-D)

Aplicando propiedad distributiva queda de la forma:

FA)=g@) +h@)p(t—a)—g@t)p(t—a) -
h(t) p(t —b)

363



Ejemplo 3. Funcién escalon

) <
Exprese f (t) = <28t g: 0 Z;; g en términos de la funcion

escalon unitario

Solucién

La funcién escalén esta dada por:
f(t) =20t + [0 — 20t u (t — 5)

Aplicando propiedad distributiva queda de la forma:

F(t) = 20t — 20t p (¢t — 5)

Teorema: Segundo teorema de traslacion. Si
F(s) = Zf(t)ya > 0entonces

Z{f(t—a)u(t—a) =e*F(s)

Ahora vamos a evaluar la transformada de Laplace con traslacién en
el eje t. es importante recordar que se utilizan los tres teoremas

vistos desde el comienzo de la unidad
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Ejemplo 4
evaluar Z{(t —1)pu(t—1)}

Solucion

La funcién cumple con el segundo teorema, entonces se aplica la
transformada de Laplace basica

Ejemplo 5
evaluar Z {(3t + 1) u(t —2)}

Solucion

se debe ajustar la funciéon para que cumpla el segundo teorema de
traslacion

L{Bt—6+6+1)u(t—2)}

LBt —6+T)p(t—2)}
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Factor comun y propiedad distributiva
ZL{LB3t—-2)ut—2)+7u(t—2)}
Ahora se aplica la transformada de Laplace basica

3 7
_2 6728 _|_ _ 6*28
S S

Ejemplo 6
evaluar Z {cost u(t—m)}

Solucion

se debe ajustar la funcién para que cumpla el segundo teorema de
traslacion

L {cos(t —m)u(t —m)}

Como no se puede restar y sumar dentro del angulo porque vuelve a
dar lo mismo, se aplica la identidad de suma y resta de angulos del
coseno

Z {(costcosm + sentsent) u(t — )}

Evaluando obtenemos

L A{—cost u(t—m)}

366



Ahora se aplica la transformada de Laplace basica

N

—===— Ejemplo 7
evaluar &1 {:146_28}
Solucion

Se resuelve con la tranformada de laplace inversa para

1
At
)

Ahora donde esta la t se debe colocar la traslacion
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Ejemplo 8

evaluar 1 5 e3s
s2+9

Solucion

S
Tranformada de laplace inversa para = cos3t
s2+9

Ahora donde esta la t se debe colocar la traslacion

£ ® e 35\ = cos3 (t — E) L (t — E)
s24+9 2 2

Aplicando laidentidad para el coseno

3(t W) (t W)— 3tcos3— + sen3tsend
COS 2 /,L 2 = COSJIlCOS 2 SENITSEN 2

Evaluando obtenemos
cos3 (t — g) ! (t — g) = cos3t(0) + sen3t(—1)
La solucion es:

—sendtu (t — %)
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Ejemplo 9

2 0<t<3

Evalte la funcién f(t) = {_2 +>3

Solucion

se escribe f(t) como funcién escalén unitario
FO)=2+-2-2u(t—3)
f#)=2—-4p(t-3)

Se aplica la transformada de Laplace basica

Ejemplo 10

3T
0, 0<t<=—
Evalte la funcién f(t) = 3772

sent, t > >
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Solucién
Se escribe f(t) como funcién escalén unitario

37

f(t)ZO—i—[sent—O],u(t—?)

Propiedad distributiva
3
f(t) :sent,u(t— g)

Se ajusta el angulo

0 aen (1) (e 2)

Aplicando laidentidad para el seno

3 3 3 3
sen |t — — |Ju|lt— — | = sentcos— — sen—cost
2 2 2 2

Evaluando

t3—7rt3—7r—tt3—7r
sen 5 | H 5 | =costu 5

Se aplicala transformada de Laplace basica

S _ 3ms
2

2+1e

S
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Ejemplo 11
Resolver el PVIy/1 — 5yr + 6y = f(t) sujeta a la condicién inicial

1 0<t<1
y(0)=0 A y’(O):ldondef(t):{0 1>1

Solucion

se escribe f(¢) como funcién escalén unitario

f@)=1-pt-1)
Vamos a resolver el PVI
y =5yl +6y=1—p(t—1)

Se utiliza la transformada de la primera derivada (teorema 3) para el
lado izquierdo y la transformada bdasica (teorema 1) para el lado
derecho como sigue

§*Y (s) — sy(0) — y7(0) — 5sY (s) + 5y(0) + 6Y (s) = % — %e‘s

Se reemplazan las condiciones iniciales

1 1
§°Y(s) —s—1—5sY(s) +5+6Y(s) = S ;e‘s

factor comin Y (s) y se despeja
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1 1
Y (s) (82—5s+6):—+s—4——6_5
8 s

Se operan los términos semejantes al lado derecho

2 —4s+1 1
—_——————— — —€
S S

—S$

Y(s) (s> —5s5+6) =

Se despeja Y (s) y se factoriza el termino del lado izquierdo

s2—4s+1 B 1
s(s—2)(s—3) s(s—2)(s—3)

—S

Y(s) =

e

Para aplicar la transformada inversa se debe hacer fracciones
parciales a los dos terminos por separado.

Se descompone el primer término en fracciones parciales

s —4s+1 _é+ B n C
s(s—2)(s—3) s (s—2) (s—3)

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
0,2N3

Para hallar los valores de A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por s (s — 2) (s — 3) y obtenemos

s?—4s+1=A(s—2)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s—2)
Reemplazando las restricciones del dominio en la ecuacién y

obtenemos los valores de las constantes

1 3 2
A=z B=3 C=-3
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Se descompone el segundo término en fracciones parciales, no vamos
a tener en cuenta el signo menos y e ® para hacer la fraccién parcial,

sélo se vuelven a utilizar en la respuesta

1 A B C

s(6-2(5-3) s (5-2 (-3

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
0,2N3

Para hallar los valores de A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por s (s — 2) (s — 3) y obtenemos

1=A(s—2)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s—2)

Reemplazando las restricciones en la ecuacidon obtenemos:

s {5}
i7)e”

6 2 3

- i) e ()
()3 (i 2

Aplicando la transformada inversa obtenemos:

1 3 2
— _ = 2t 3t _
1 y(i) 6 + 216 3¢
(E §e2<t1) + §e3(t1)> p(t—1)
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Ejemplo 12

Resolver el PVI y/r + 4y = sentu(t — 2m) sujeta a la condicion
inicialy(0) =1 A ¢(0)=0

Solucién

Antes de evaluar el escalén se debe ajustar el angulo
Z{sent u(t —2m)} = L {sen(t — 2m)u (t — 27)}
Se aplica laidentidad de sumay resta de angulos del seno

Z {(sentcos2m — costsenm) u (t — )} = L {sent u(t — 2m)}

1
Z {sent pu(t —2m)} = 2 16_27T5

Se utiliza la transformada bésica (teorema 1) para el lado derecho y
se iguala al resultado que obtuvimos del escalén

1
s’Y (s) — sy(0) — y/(0) +4Y (s) = ——e *™
s« 41
Se reemplazan las condiciones iniciales
1
2Y . 4Y — —27s
s°Y (s) — s+ 4Y (s) 211¢

Se saca factor comin Y (s) y se despeja
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1

Y 2 4) = —27s
(s)(s+) s+s2+1

Se despeja Y (s)

Y(S) — S 1 —27s

_|_
s2+4  (s24+4)(s2+1)
Se descompone el ultimo término en fracciones parciales

1 _As+B+Cs+D
(32—1—4)(32—1—1)_ s2+4+4 s2+1

Para hallar los valores de A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por (s? +4) (s? + 1) y obtenemos

1= (As+ B) (s> + 1)+ (Cs+ D) (s* +4)
Aplicamos propiedad sitributiva
1= As®+ As+ Bs* + B+ Cs® +4Cs + Ds* 4+ 4D

Construimos un sistema de ecuaciones

A+C = 0
B+D = 0
A+4C = 0
B+4D = 1

Para resolver el sistema de ecuaciones se puede igualar la ecuacién 1
con la 3 y la ecuaciéon 2 con la 4 y hacerlo por el método de
eliminacion.

Se multiplica la ecuacion 1 por (—1) y la sumamos a la ecuacién 3
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=4- C=0

A+4C =0

3C =0
Obtenemos el valor dela C C=0
Reemplazando en la ecuacién 4 obtenemos A=0

Ahora se multiplica la ecuacion 2 por (—1) y la sumamos a la ecuacién
4

=B - D=0
B+4D =1
3D =1
1
Obtenemos el valor de la D D= 3
. 1
Reemplazando en la ecuaciéon 1 obtenemos B=—-

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa

Y(s):z—1{3214}+

1 1 1 1
_ = -1 - -1) - —27s
( 37 {s2+4}+3‘$ {s2+1})e
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Antes de aplicar el teorema 2$$ se debe ajustar el término de la
mitad.

Y(s):$‘1{32i4}+
2

«&’W {32 n 4} g2 {ﬁ}) e

Aplicando la transformada inversa obtenemos:

y(t) = cos2t +
[—&sen2 (t — 2m) + 3sen (t — 2m)] p (t — 2m)

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Traslacion en el gje t.

| G

a paso

Ver en [E8YouTube
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4.5.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.5

2. Ll ult

3. ZL{cos2tp(t

4 ¥ {sentp: (t

1. L{t-dul

Ejercicios de repaso seccion 4.5

Encuentre f(t) = % 'F(s)o F(s)

4)

2)

)

2)
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4.6 Derivada de una transformada

Teorema: Derivadas de transformadas
SiF(s)=%f(t)A\n=1,2,3,...entonces

245 (#)} = (1) S F(s)

Ejemplo 1
Evaluar .Z {tcosh2t)}

Solucion

Para aplicar derivada de una transformada debe estar la variable "t"
multiplicando cualquier funcion. Se determina el valor de la n para

saber cuantas veces se debe derivar. Enestecason = 1

d s
ds s2 — 4

52— 4) (1) - (s) (29)
(s — 4)°

Z {tcosh2t)} = (—1)

Z {tcosh2t)} = (—1) - (

Propiedad distributiva

379



s2 —4—25°
(s2 —4)°

Z {tcosh2t)} = (1) -

Agrupando términos semejantes

s24+4
(s2 —4)*

Ejemplo 2
Evaluar & {t*sen3t)}
Solucion
n = 2 se debe derivar dos veces

5 d? 3
ds?2s2+9

& {t*sen3t)} = (—1)

Se realiza la primer derivaday se escribe de la siguiente forma

d (s +9) (0) - (3) (25)

&£ {t?sen3t)} = Is (2 1 0
d —6s
g{t23€’n3t)} = %W
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Se realiza la Ultima derivada

& {t2sen3t)} _ (32 + 9)2 (—6) — (—6s) [2 (32 + 9) (23)}

(s2+9)"
Factor comun
(s> +9) [(s>+9) (—6) — (—245%)]
(s2+9)"
—6s2 — b4 + 242
(s2 4 9)°

&£ {t*sen3t)} =

&£ {t?sen3t)} =

Agrupando términos semejantes

18s% — 54
(s2 4 9)°

Ejemplo 3
Evaluar & {t3e¢ ™5}
Solucién

n = 3 se debe derivar tres veces

d? 1
P B85t — (_1)3 %
{ © } (=1) ds® s+5
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Primera derivada

- |

Z {t36_5t} - _d82 (S + 5)2

Ahora se realiza la segunda derivada

£ {te ™} = _d2(s+ 54)
ds (s +5)

Simplificando

L
ds (s +5)

Tercera derivada

9 [3 (s + 5)2}
(s +5)°

R% {t3e—5t} _

Simplificando obtenemos la solucion

6
(s+5)

4

Como hay un producto y aparece Euler también lo podemos resolver
como traslaciénen el eje s

L{e3} = L {555}

6
(s +5)*

£ {e 3} =
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Ejemplo 4
Evaluar & {te2tsen6t}
Solucion

n = 1 se debe derivar una vezy se hace traslacionenel eje s

d 6
ds (s —2)° + 36

& {te*senbt} = (—1)

—6[2(s — 2)]
[@—2f+3@2

R4 {t62t86n6t} = —

La solucion es:

12 (s — 2)
[@—2f+3q

2

Ejemplo 5

Evaluar . {tsenkt}

383



Solucion

n = 1 se debe derivar unavezy se hace traslacion enel eje s

d k

_ (112
Z {tsenkt} = (—1) 75 ST R
Z {tsenkt} = _LZS%

(2 + 1)
La solucioén es:
2ks
(s? + k2)2
Ejemplo 6

Resolver el PVI y” + 16y = cos4t sujeta a la condicién inicial
y(0) =0 A ¢ (0)=1

Solucion

Se utiliza la transformada de la segunda derivada (teorema 3) al lado
izquierdo y la transformada basica (teorema 1) al lado derecho

S
s2 +16

s2Y (s) — sy(0) — y/(0) + 16Y (s) =

Se reemplazan las condiciones iniciales
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S

2Y (s) — 1+ 16Y (s) =

Factor comin Y (s) y se despeja

Y(s) (s> +16) = +1

S
s2 4+ 16
Se opera el lado derecho

24+ s+ 16

Y(S) (82 + 16) = 32 + 16

Se despeja Y (s)

2+ s+ 16

Yis) = (s2 + 16)2

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales

s2+3+16_As+B+ Cs+ D
(s2+16)° $2+16 (52 4 16)°

Se multiplica ambos lados de la ecuacién por (32 + 16)2 para quitar
denominadores

s’+s+16= (As+B)(s*+16) + Cs+ D
Propiedad distributiva

24+ 5416 = As®+16As+ Bs2 +16B+ Cs+ D

Se arma un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas para
hallar el valor de las constantes
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A = 0
B = 1
16A+C = 1
16B+D = 16

Los valores de las constantes son:

A=0 B=1 C=1 D=0

Y (s) =31{82i16}+$1{m}

Se debe ajustar el primer término y el segundo término antes de
aplicar la transformada inversa, para eso se utiliza el resultado del
ejemplo b para ajustar el segundo término

1 4 1 88
_ 1 7
Y(S)—4°2” {s2+16}+8$ {(s2+16)2}

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion

1 1
y(t) = Zsen4t + 3 tsendt

Ejemplo 7

Resolver el PVl y' + y = tsent sujeta a la condicién inicial y(0) = 0
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Solucion

Al lado derecho hay unatraslaciéonenel eje s

d 1
tsent = (—1)'—
sen (1) ds s2+1
—2s
tsent = -
(s*+1)
2s

tsent = —

(s*+1)

Se utiliza la transformada de la segunda derivada (teorema 3) al lado
izquierdo y se iguala con el resultado de la traslacién

2s

sY(s) —y(0) +Y(s) = W

Se reemplazan las condiciones iniciales y se saca factor comun

2s
Y(s)(s+1) = m
Se despeja Y (s)
Y(s) _ 2s

(s+1)(s?+ 1)2
Se descompone el lado derecho en fracciones parciales

2s A Bs+C Ds+ F

= + +
(s+1)(s2+1)° s+1 241  (s241)°
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. . ., 2
Se multiplica ambos lados de la ecuacion por (s + 1) (32 + 1) para
qguitar denominadores

25 = A(s2+1)"+ (Bs+C) (s +1) (s + 1) + (Ds +
E)(s+1)

Propiedad distributiva

2s = As* + 2A4s2 + A+ Bs* + Bs2 + Bs3 + Bs+ Cs® + Cs +
Cs2+C+Ds®2+Ds+Es+ E

Se arma un sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas para
hallar el valor de las constantes

A+ B = 0
B+C = 0
2A+B+C+D = 0
B+C+D+E = 2
A+C+E = 0

Los valores de las constantes son:

1 1 1
A:—§ B:§ 02_5 D=1 E=1

o1 (1 1 s
Yis)= 3% {s+1}+2$ s2+1}_

1 1 s 1
= tLT—
2 {s2+1} {(52+1)2 {(s2+1)2}

Para el ultimo término no hay ninguna transformada en las tablas,
entonces lo unimos con el tercer término
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1

s> —2—|—1

_|_
s24+1 0 (s24+1)°

T

S —|—1)

Agrupando términos semejantes

—35°+3
(s2+1)°

Factor comun

—5 (s —1)
(s +1)°

V(s) = — =1 { !

RZE e 1
(s2 +1)° 2

Se ajusta el tercer término

o=t { )

L

1 28
) R G

b {at)
&1
{s2+1)2}
%x:{ﬁ}Jr

fed

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion

y(t) = -l

et 4 1cost + 1tsent — 1tcost
2 2 2
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4.6.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.6

Ejercicios de repaso seccion 4.6
Evaluar las tranformadas

1. % {tcos2t}
2. & {tsenh3t}

3. Z{t’senht}

4. &L {t’cost}

5. 2 {te¥sen6t}
6. & {te *cosdt}

En los ejercicios 7 a 10 resolver el PV

7.yl +y = tsentsujetaalacondiciony(0) = 0
8. yr— y — te'sent sujetaalacondicion y(0) = 0
9. yi+ 9y — cos3tsujetaalacondiciony(0) =2 » y'(0) =5

10.  yM + y = sentsujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) 1

400
ﬁ’ig Respuestas
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4.7 Transformada de integrales

La transformada de Laplace de una solucién desconocida de una ED,
puede reconocerse algunas veces como el producto de las
transformadas de dos funciones conocidas.

Ejemplo 1

resolver el PVI y/1 4+ y = cost sujeta a la condicién inicial y(0) = 0
A y'(0)=0

Solucion

Reemplazando el teorema 1y el teorema 2

s*Y (s) — sy(0) — y1(0) + Y (s) = 2 +1

Se reemplazan las condiciones iniciales

$
s?’Y (s) +Y(s) = 11
Factor cominY (s)
Y(s)(s*+1) = i
sc+1

Se despeja Y (s)

s
YO ey

391



Se descompone el lado derecho en fracciones parciales

S :A3+B+C’s—|—D
(s2+1)° 41 (s241)°

Se multiplica ambos lados de la ecuacién por (32 + 1)2 para quitar
denominadores

s= (As+ B)(s*+1)+Cs+ D
Propiedad distributiva

s=As’+ As+ Bs>+ B+ Cs+ D

Se arma un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas para
hallar el valor de las constantes

A = 0
B = 0
A+C =1
B+D = 0

Los valores de las constantes son:

A=0 B =0 Cc=1 D=0 E=1

Y(S) =7 {m}

No hay una transformada que nos ayude a resolver el ejercicio. Debe
haber una forma de combinar las 2 funciones sent N cost para

obtener y(t) cuya transformada sea el producto de sus

transformadas.
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Pero y(t) no es el producto de cos t por sent debido a que:
1
Z {cost sent} ¥ { 5 sen2t}

Evaluando la transformada

1 S

s?+4 #(s2+1)2

Se puede concluir que:

Z {cost sent} # £ { cost} L { sent}

El teorema que nos ayuda a resolver el problema indica que la
funcion:

fo g(t — 7)dr
Tiene |la propiedad
Z{h(t)} = H(s) = F(s) - G(s)
La funciéon de t definida como la integral
fo g(t — 7)dr

Dependesélode f A g,y se conoce como laconvoluciénde f A g

Se representa como f * g, de tal forma que su transformada es el
producto de las transformadasde f A g.
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Para terminar el ejemplo 1 debemos tener en cuenta que:
La convolucionde sent A costes

t
sent x cost = fo senTcos(t—T)dr

Aplicando la identidad de producto a suma

senmae.cosne = % (sen[(m —n) x| + sen [(m + n) z])
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fotsenTcos(t—T)dT =

1

Efgsen(T—t—l—T)—ksen(T—F t—7)dr
Agrupando términos semejantes

1

§f(fsen( 21 —t) +sen (t)dr

Integrando obtenemos

1. t
5 |—3cos (27 —t) + sen(t) 7],

Reemplazando los limites de integracion

% [(—%cos(t)—ksen(t)t) - (—%cos(—t)+sen(t)0>]

Ahora evaluamos

L L o (4) 4 £ sent + 2eos (1)
— | ——COS SENn —COS
2 2 2

Agrupando términos semejantes obtenemos la solucién

—t sent
2

La solucién del ejemplo 1 es:
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Ejemplo 2
Evaluar & {2 * t2}

Solucion

|
,2”{2*t2}:§-&

3

Ejemplo 3
Evaluar £ {e™? * senh3t}

Solucion

1 3

& {e‘2t * senh3t} =212 3

3

-9

(s+2) (2
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Ejemplo 4
Evaluar & {fot c037-d7-}

Solucion

La funcion f(7) = 1y lafuncién g(t — 7) = cosT por tanto, se aplica
el teorema de convoluciéon

1 S

¢
${f00037d7}2§-82+1

Al multiplicar los dos resultados obtenemos la solucién:

1
s2+4+1

Ejemplo 5
¢
Evaluar ¥ {t Ik SeanT}

Solucion

La funcion f(7) =1 y la funcién g(t — 7) = sent, se aplica el
teorema de convolucién, pero afuera de laintegral hay una ¢, por
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tanto, también se debe aplicar |a derivada de una transformada

t _1 o e 1
f{tfoseanT}—s ( 1)ds.92—|—1

t 1 —2s
,Sf{tfoseanT}:;(—l)m

Al multiplicar signos y simplificar obtenemos:

2
(s2 +1)°

Ejemplo 6
Hallar laconvolucionde f(t) = sen2t A g(t) =€

Solucion

Para resolver el ejercicio debemos aplicar el teorema de convolucién
integrando las dos funciones

t o
sen 2t xet = [ et~ sen 27 dt
0

Aplicando propiedades de potenciacién

¢ B ¢
fo et - e Tsen 2T dr = €t fo e "sen 2T dr
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Recuerde laintegral

axr

e
cos’t = [ e* senbzdr = >— (asenbz — beosbz) + ¢
a‘+b
Reemplazamos los valores teniendo en cuenta que:a = —1 A b = 2,

obtenemos:

t e’ !
et fo e Tsen 21 dr = €' ( =

(—sen 21 — 200827)]
0

Ahora debemos evaluar la integral reemplazando los limites de
integracion

et [(“’; (—sen 2t — 2cos2t)> - (% (—sen 0 — 20030)>]

Evaluando obtenemos

ot [(% (—sen 2t — 20032t)> — (% (—2))]

Operando el dltimo término
el [(% (—sen 2t — 2cos2t)) + g]

Aplicando la propiedad distributiva obtenemos la solucién

2 2
—et — Zsen 2t — gcosZt
5 5 5
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4.7.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.7

1.

10.

Ejercicios de repaso seccion 4.7

Resolver la transformada de integrales

ZL{1xt"}
Lt xte'}
Z{e "« e'cost}

& {e* + sent)

& { I e"d'r}

#{ [y cosrdr |

2 { [y e cosrdr |
2{ [ rsenrdr
2 { [y rerar}

& {ﬁ: sentcos(t T)dT}

400

400
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4.7.2 Ejercicios y respuestas del capitulo 4

10.

Ejercicios de repaso Capitulo 4

Resuelva la ED dada.

yn — 4yl = 6™ — 3e " sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) 1
Y + y = v/2sen/2t sujeta ala condicion y(0) = 10 A y'(0) = 0

y!t + 9y = €' sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =0

-

yl — 4yt + 4y — t* sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =0

-

y/ — Gyr + 13y — Osujetaalacondiciony(0) = 0 A y'(0) 3
2yn + 20y + 51y — Osujetaalacondiciény(0) =2 A y'(0) =0

y! — yl = e'cost sujeta ala condiciony(0) = 0 A y'(0) =0

yM — 2yl + 5y = 1 + tsujetaalacondiciony(0) = 0 A y'(0) =4
Y+ y — f(t)sujetaalacondicién y(0) — 0 donde f(t) { li 0 ?i I 1

t, 0<t<1

y! + 2y — f(t) sujetaalacondiciény(0) = 0donde f(t) {() P>

- 490
ﬁ’ig Respuestas
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Capitulo 5

SERIES DE FOURIER
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5.1 Funciones ortogonales

Las series e integrales de Fourier establecen un tema clasico del
analisis matematico. Aparecen en el siglo XVIII como resultado del
estudio de las vibraciones de una cuerda, las series de Fourier han
contribuido al desarrollo de los conceptos basicos del analisis -
funcion, integral, serie, convergencia y se han obtenido por los
trabajos de varios matematicos sobre series trigonométricas.

Las series de Fourier son series de términos coseno y seno y surgen
en la tarea practica de representar funciones periddicas generales.
Como aplicacién constituyen una herramienta muy importante en la
solucion de problemas en los que intervienen ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales.

Otra propiedad esencial de las funciones es generalizar el concepto
de ortogonalidad, el concepto de producto interno de vectores
pierde su interpretacién geométrica en las funciones. Pero dicho
concepto se ha generalizado y es comun considerar una funciéon como
un vector. Entonces se puede decir que dos funciones distintas son
ortogonales cuando su producto interno es cero, este producto
interno es en realidad una integral definida. Este concepto se aplica
en movimientos amortiguados de una masa “m” en un resorte y en
oscilaciones amortiguadas forzadas.

Producto interno de funciones:

El producto interno de dos funciones f; A fy en
un intervalo [a, b] es el nimero.

f17f2 f fl )
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=== Fiemplo 1

demostrar que las funciones fi(z) =22 A fo(z) =23 son
ortogonales en el intervalo [—1, 1]

Solucidén

Se debe demostrar que el producto interno entre las dos funciones es
cero
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f11f2 fl 3dCC

Obtenemos la integral
611
x
f_ll dr = =—

-1

Evaluando los limites

6 6

Como el producto interno de las funciones es cero,

gueda demostrado que las funciones son
ortogonales

Ejemplo 2

demostrar que las funciones fi(z) = cosz A fa(x)
ortogonales en el intervalo [0, 7]

Solucién
(f1, f2) = [, coszsen’zdx

Se integra por sustitucion

U = Senc du = cosxdzx
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™ ™
[ coszsen*zdr = [ uw’du =— =
0 0 3

Evaluando obtenemos

senT sen30

— =0-0=0
3 3

Las funciones son ortogonales

Conjuntos ortonormales: la norma o longitud ||«|| de un vector u, se

puede expresar en términos del producto interno. La expresion
(u,u) = ||u2H se llama norma cuadrada, por lo que la norma es

|u|| = +/(u,u). De igual modo la norma cuadrada de una funcion ¢y
es || (2)]|* = (¢n, ¢n) v asi la norma o su longitud generalizada es
|l ()| = v/ (@n, ¢n)- En otras palabras, la norma cuadrada y la
norma de una funcién ¢, en un conjunto ortogonal {y,(z)} son,
respectivamente

lo @) = [ ¢ (z) dz

le @) = /[ ¢2 (2) da

Ejemplo 3

Demuestre que el conjunto {1, cosz, cos2z, ...} es ortogonal en el
intervalo [—m, 7] y encuentre las normas de cada funcién.
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Solucion

Se debe demostrar que el producto interno de las funciones
{vo(x), p1(x), p2(x)...} es cero, donde:

wo(z) =1, p1(x) = cosz, p2(x) = cos2zx, pn(x) = cosnx...

Primero se demuestra que ¢ (), ¢, (z) = 0, es decir, el 1 con todos
los cosenos

x 1 "

(o), pn(x)) = [ 1l.cos(nz)de = —Esen(nx) =

1 1
——senmx + - sen (—mzx)

n
Recuerde que: sen (—x) = —senx

™ 1 1
[ l.cos(nz)dez = — —sen(mrx) — —sen(mz) =0

n n

Ahora se debe demostrar que cada coseno es ortogonal con los otros
cosenos, es decir,m # n

(om (@), on()) = [, cos(mz)cos(nz)dz

1
Recuerde que: cosAcosB = 3 [cos(A + B) + cos(A — B)]

% ffﬁ [cos(m + n)z + cos(m — n)x| dx

;sen(m—i—n)w—F;sen(m n)x '
2(m+mn) 2(m —n)

—T
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1 1
———sen(m+n) 7w+
2(m +n)

_
2(m+n)

5 (ml_ ) sen(m —n)m —

msen(m—n)ﬂ':0

sen (m +n)m+

Queda demostrado que el conjundo de funciones es ortogonal. Ahora
se deben hallar las normas de {¢y (), ¢1(x), p2(x)...}

Primero se halla la norma de ¢, () donde
IW@N:¢LN%@Mw

o (@)l = 4/ J7 2de = \/al", = /7 — (—m) = v2r

Solo falta hallar las normas de los cosenos. Para hacer todas las
combinaciones asumimos m = n

| (z)]| = \/f; 90% (z) dx Reemplazando obtenemos

le (@)l| = 4/ J7, cos? (ne) da

— cos 2n:c)
o @)l = /7, 2 o

|w<m—¢——fﬂ?@

—T

I ()] = \/<§ _ 86”42”7’) B (_g N 86n42n7r)

410




le @)l =vF+E=ya

Lanormade ||1|| = V27 ylanormade

lcos(nz)|| = v/7
Ejemplo 4

_ nmw

Demuestre que el conjunto {sen—x} con n=1,2,3,4... es
p

ortogonal en el intervalo [0,p] y encuentre las normas de cada
funcién.
Solucién

Se debe demostrar que el producto interno de las funciones
{e1(x), p2(z), p3(x)...} es cero, donde:

o (z) = {sen%a}}, o (z) = {sen2—ﬂ—:r;},

p

o3 (2) = {sen?’—”m}, on(z) = {senﬂx}

p p

Se debe demostrar que cada seno es ortogonal con los otros senos,
esdecir,m # n

(v0(2), pn())
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mm mm

p
Om (), on(T :/ sen—zx sen—ux dx
(om (2), pn(2)) : . )

paraintegrar se aplica la identidad de producto a suma

sen(mx)cos(nx) = % [cos(m — n) z + cos(m + n) z]

1 [P —
_/ [COSMHCOSMQS dp —
2 0 b p

2m-—ma " p 2mrma " p o,

T Smtn) 7rsefn('m +n)m

sen 0 + P

2(m—n)mw 2(m—|—n)7r8€n0:0

Normas de los senos. Para hacer todas las combinaciones asumimos
m=n

lon (z)]| = \// sen?” " pde — \/ / 1— cosZ—:c) dz
psen2—w
T P B p psen(2nm)\ 0— psen0
2 dnm B 2 dnm Inm

0
Lanormaes \/g
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5.1.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 5.1

Ejercicios de repaso seccién 5.1

Demuestre que las funciones son ortogonales en el intervalo indicado
1. filz) =z folz) z? [—2,2]

2. filz)=2" folz)=2*+1 [-1,1]

3. filz)=e" falx) =ze™ e [0,2]

4. fi(z) = cosz fao(z) = sen’z [0,7]

5. filz) =z folx) = cos2z { g,%}

6. hi()= e o) = senz Eﬂ

En los ejercicios 7 a 12 demuestre que el conjunto dado de funciones es
ortogonal en el intervalo indicado. Encuentre la norma de cada funcién en el

conjunto
s
7. {senz,sen3dz,senbz,...} [l’lJ 5}
™
8.  {cosz,cosdx,cosbx, ...} [U, E]

400
0@5@ Respuestas
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5.2 Series de Fourier

— — Ejemplo 1

0, —n<x<0

Desarrolle la serie de Fourier f(x) = {ﬂ_ —x 0<z<nm
7 p—

Solucién
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Para desarrollar la serie de Fourier debemos encontrar los
coeficientes a,, a,, \ b, teniendo en cuenta que la serie esta definida

por tramos

a, = % (f°_Odz + [ (7 — z)dx)

1 » 1 2\ |7
GOZ;IO (7r—a:)da:=7—r<7m:—7)0
1 5 72 0 1 2
Qo= T I\ 2 o\ 2
_r
a4 =5
110 nm 7r nm
ap = — [f_w Ocos?a:da: + [, (m — ) cos - xdw}

1l x
an = — Jy (™ — ) cos(nx)dz

Se integra por partes

u=(m—x) dv = cos(nz)dx
sen(nzx)
du = —dz V= —"
n

_ 1 .
a, = (v — @) sen(nz) + J, sen(nz)dz

n
]
0

1 [(m—x)sen(nz) cos(nz)
= n n?
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Reemplazando los limites de integracion

(r — ) sen(nm) cos(nm)) ((m—0)send cosO
( )~ ( )

nmw n2mw 2

nm n-m

Recuerde que cos(nm) es —1 cuando n es impar, es decir n =
1,3,5,7,...yesigualal cuandon es par, es decir,n = 2,4,6,8, ...y
sen(nmw) =0

Evaluando obtenemos

N
" n?n n2m
1-(=1)"
ap = ————
" n’m
1 T
b, = — {foﬂ Osen’ " zdz + Jy (m—z) sen— = zdz
T T 0y
1 on
by = = [, (7 — ) sen(nz)dx
0y
Se integra por partes
u=(m—x) dv = sen(nzx)dz
du— —de v = _08(nz)
n

b, = — (m =) cos(nz) _ % [, cos(nz)dz

n
]
0

—(m — x) cosnx  sen(nx)

SN
3
I
=

n n2
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Reemplazando los limites de integracion

- (— (7 — ) cos(n) sen(mr)) B

nm n2m
—mcos(0)  sen(0)
nm n2m
Evaluando obtenemos
by = —
nw
1
by = —
n

La serie de Fourier es:

fl@)= 7+
S ! _n(z;l) cos(nx) + Esen(nzc)

Ejemplo 2

0, —-37<z<0

Desarrolle la serie de Fourier f(x) =
(=) {coszz:, 0<z<3

Solucion

Para desarrollar la serie de Fourier debemos encontrar a,, an A by,
teniendo en cuenta que la serie esta definida por tramos
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1([°
Qo = — / Odw+/ cos T dx
2 5 0
2 3 9 b
ao:—/ cos x dr = — (sen x)
™Jo T 0
2 2
o = — [(sen — sen 0) — 0] = -
1 /% nmwe
an = — cos x cos — dzx
2 JO 2
2 3
anp = — / cos(z)cos (2nx) dz
T™Jo

1
Recuerde que: cos AcosB = 3 [cos(A — B) + cos(A + B)]

a, = 21 /5 (cos[(1 — 2n) z] + cos|(1 + 2n) z]) dz

7'('2 0
a, =

%[(sen(l—Zn)% sen (1 + 2n) g) <sen sen(O))]

1—2n * 1+ 2n 1—2n 1+ 2n
1 —1)" -1 ”*1
L L[, CD Y] 2t
7 |\1—-2n 142n 7 (1 — 4n?)

418

1—2n 1-+2n

1 1-2 (1+2
an;[sen( n)a:+sen +2n)zx




B

1

b, = — cosa:sen@dw
2 J0 2
2 .z

b, = — [ cos(z)sen (2nz) dz
™

1
Recuerde que: senA.cosB = 3 (sen[(A — B)] + sen [(A + B)])

b, = — = /05 (sen[(2n — 1) z] + sen[(2n + 1) z]) dx

%
0

111 [:(cos 2n—1)T  cos(2n+1) %) B (cos (0) cos (0))]

b — 1| cos(2n—1)z cos(2n+1)z
"o 2n — 1 2n + 1

2n —1 2n +1 2n —1 2n+1
1 1 -1
b, =— 10— | — —( ) —0
™ 2n — 1 2n +1
4n
b, = ———
7 (4n2 — 1)

La serie de Fourier es:

fle) == +
o 21 4n
P mcos(nm) + (A2 = 1) sen(nx)
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5.2.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 5.2

o]
Ejercicios de repaso seccién 5.2
Encuentre la serie de Fourier de f en el intervalo dado
0, T<x<0
1 f(m} { ]_1 0< 7 < T
1, T<x <0
2 f(=) {2, 0<z<m
1, l<x <0
s J@) {::-: 0<z<1
0, 1l<z<0
4 @) {::-: 0<z<1
5. flz) =z +m, T<x<m
g@i@ Respuestas
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5.3 Series de Fourier de senos y de cosenos
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Funciones pares e imparares.

f(z) = z? espar,yaque f(—z) = (—2?) = 2? = f(z)

f(z) = z¥ esimpar,yaque f(—z) = (—2°) = —2® = — f(z)
Propiedades de funciones pares e impares

a) El producto de dos funciones pares es par

b) El producto de dos funciones impares es par

c) El producto de una funcion par y una impar es impar

d) La suma (diferencia) de dos funciones pares es par

e) La suma (diferencia) de dos funciones impares es impar

f)Si f es par,entonces [* f(z)dz =2 ] f(z)dx

g) Si f esimpar, entonces ffa f(x)dz =0

Ejemplo 1
Desarrolle la funcion f(z) = x —2<z<2

Solucion

Para desarrollar la serie de Fourier es importante graficar para saber
silafuncién es par o impar.
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La grafica nos muestra que es
= una funcion impar, entonces es
una serie de senos, sélo se
debe hallarb_n

2 n n
b, = — fo a:sen;azdw = fo acsen?ﬂ-:cda:

Es unaintegral por partes

nmw

u==zx dv = sen7wdx
2 n
du = dx V= ——coslw
nm 2
n 2x n 2 n
f02 xsen%xdm = ———cos ;:c + — fo cos%wdm
nmw —2x nm 4 nmw 2
fo msen?wdm = o cos?x + 3.3 sen 5 T 0
—4 4 0 4
b, = | —cosnm + 5 sennt | — | —cos0 + —— sen0
nmw n4m nmw n2m
A" A 1)
" nmw a nm
fla)= 2y, EYeen™s
T n 2
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Ejemplo 2
Desarrolle la funcién f(z) = |sen x| —T<x<T
Solucién

Para desarrollar la serie de Fourier es importante graficar para saber
silafuncién es par o impar.

La grafica nos muestra
f(x) = |sen x| ny
1 gue es una funcion par,
entonces es una serie
de cosenos, se debe
hallar ag, a,

2 2 "
ap =~ [, senzdr = ——cosz 0
2 4
—_Z _ 0)] = —
ag - [(cosm) — (cos0)] -
2 . nmw 2 r
=z P de == d
an = — Jy sen x cos —xdr =— Jy sen x cos(nz)dx
21 .«
a = —3 Jy (sen[(1+n)z] + sen[(1 —n)z]) dzx
1 cos(1+n)x cos(l—n)z|"
an —_ - -
T 1+n 1—-n 0
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% [(_cos(l—i—n)ﬂ - cos(1—n)7r> B (_cos(O) cos (0)

1+n 1—n 1+n 1—n

o2 [(EE )+ (25|
(

fay = 24y 27D

- =1 " (1= 12) cos(nx)

En la siguiente escena interactiva, disefiada por phet.colorado.edu

)

podras crear las ondas de una serie de Fourier.

o7

Fourier: Creando Ondas

Discreto
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5.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 5.3

T
Ejercicios de repaso seccion 5.3
Desarrolle cada funcidon dada en una serie adecuada de cosenos o de senos.
0, a0
Lo @ {1, 0<z<m
1, m<z<0
2. f(x) {2, 0<z<m
1, l<z<0
3. J(=) {m} 0<z<1
0, 1<x<0
4 @) {m 0<z<1
5 f(z) =z +m, T<T<T
400
'@5@ Respuestas
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5.3.2 Ejercicios y respuestas del capitulo 5

o]

Ejercicios de repaso Capitulo 5

Encuentre la serie de Fourier de f o la serie de senos y de cosenos en el intervalo dado

1, h<e <0
Lo @) {11% 0<z<5

24z, 2<z<0
2 f@) { 2, 0<z<2

0, T T <
3. f(=) { e 1, ( :

4. f(z) =3 2z, T<x<m

5. flz) = e, T ST

0, 2<zx<0
6. flz) ez, 0<z<1

1, l<z<?

0, 2<z< -1

2, ~1<z<0
7. (=) 1, 0<z<l

0, l<z<2

400
'@5@ Respuestas
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Lista de escenas interactivas.
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