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Prefacio

) 4
En este libro, exploraremos los fundamentos tedricos y
practicos de la estatica, una rama importante de la mecanica
gue se enfoca en el estudio del equilibrio de fuerzas y objetos
estables en reposo. A través de una serie de lecciones
detalladas y ejemplos practicos, los estudiantes aprenderan

coémo aplicar conceptos fundamentales como la ley de accién
y reaccion de Newton, la resolucion de fuerzas y la
distribucién de cargas en estructuras complejas. Ya sea que
estés interesado en la ingenieria civil, mecanica o
aeroespacial, este libro te brindara una base sélida para
comprender y disefar estructuras y sistemas estables.

Los capitulos que desarrollaremos son los siguientes:

Introduccidén a la estatica
Vectores fuerza
Equilibrio de una particula

Cargas distribuidas: Cargas uniformes y variables en vigas y
otros elementos estructurales

Equilibrio de cuerpo rigido
Estructuras estaticas: Analisis de armaduras

Centroides y momentos de inercia: Propiedades geométricas de
soélidos y su relacién con el equilibrio de fuerzas

AR RRRK



Contenido multimedia

Para ilustrar mejor la informaciéon suministrada en este libro, hemos
incluido, entre otros elementos multimedia, los siguientes:

Texto. Los textos de este libro

se soportan en el conocimiento

del autor. Sin embargo, se ha

recurrido a informacion

encontrada en libros como: INGENIER(A MECANICA
Estatica para  Ingenieros ESTAT|CA
Civiles de Carlos Valecilla; N
Estatica - Ingenieria Mecanica

por Russell C. Hibbeler;

Mecdénica vectorial para

ingenieros por Ferdinand P.

Beer, E. Russell JohnsFon r.y R. C. HIBBELER
John T. DeWolf. Obviamente,

inteligencias artificiales como

ChatGPT, Microsoft Bing,

YOU.com, Perplexity, Rytr y Bard de Google.

Imagenes. Los iconos de las listas, se han obtenido de Freepik -
Flaticon. Por otra parte, la mayoria de imagenes se han
obtenido de Pixabay, Pexels y Unplash.

Videos. Algunos videos, disenados por el autor, se han
publicado en YouTube, como el video que se muestra en la
siguiente pagina.

Objetos interactivos. La mayoria de los objetos interactivos,
fueron disenados, por el autor, con el editor DescartesJS.
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Introduccion a la Estatica




Imagen de portada: Puente, Pexels.

Imagen de esta pagina: Edificio en Milan, foto de Mikita Yo, en Unsplash.
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Introduccion a la Estatica

B Perplexity

La Estatica es una rama de la mecanica que se enfoca en el
estudio del equilibrio de los cuerpos rigidos. Esta area se
centra en el andlisis de las fuerzas que actuan sobre los
objetos en reposo, y cdmo estas fuerzas se equilibran para
mantener el objeto en su lugar. La Estatica es esencial para
la comprension de muchos fenédmenos fisicos en la vida
cotidiana. En la estatica, se utilizan ecuaciones y principios
fisicos para resolver problemas relacionados con el
equilibrio de los cuerpos rigidos. /

En Ingenieria Civil, el estudio de los Sistemas Estructurales requiere
poseer una base tedrico-prictica de los conceptos de la Mecénica
Estatica para asi lograr un mejor entendimiento de los problemas
asociados al andlisis de las Estructuras. Si llevamos esto a la practica, se
tiene que esta rama de la Mecénica es en efecto una introduccién al
Andlisis Estructural (steemit).

1.1 Conceptos basicos

Para el estudio de la estatica, necesitamos tener claro algunos
conceptos que, seguramente, ya habras estudiado en cursos previos.
Sin extendernos es grandes descripciones, presentamos los primeros
conceptos que usaras en los diferentes capitulos de este libro.

Espacio. En fisica, el espacio es una entidad geométrica en la que
interactuan los objetos fisicos y en el que los sucesos que ocurren
tienen una posicion y direccién. El espacio fisico es habitualmente
concebido con tres dimensiones lineales, aunque los fisicos
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modernos usualmente lo consideran, con el tiempo, como una parte
de un infinito continuo de cuatro dimensiones conocido como
espacio-tiempo, que en presencia de materia es curvo! (Bing,
10/5/2023).

Pero, no te preocupes, pues en este libro no nos ocuparemos del
continuo espacio-temporal. Sélo tienes que preocuparte por el
espacio tridimensional, en general, y del espacio en dos dimensiones,
en particular vy, para facilitar mas tu estudio de la estatica, las
dimensiones de nuestro espacio son muy limitadas, comparadas con
la dimensiones ilustradas en el siguiente video:

T&gcala del Universo

-

Video 1.1. La escala del Universo (crédito: video de Tarpafar *, en YouTube).

YEn 1905, Einstein llegd a la conclusion, por razones experimentales, de que el escenario en
el que se desarrollan los aconteceres del mundo tiene cuatro dimensiones, y que el
espacio y el tiempo estan inextricablemente relacionados, hasta el punto de que las
medidas de las longitudes de los cuerpos y la duracién de los acontecimientos estan
conectados entre si y dependen del estado de movimiento del observador [1].
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Masa y peso. La masa y el peso a menudo se usan indistintamente en
la conversaciéon diaria. Por ejemplo, nuestros registros médicos a
menudo muestran nuestro peso en kilogramos, pero nunca en las
unidades correctas de newtons. En fisica, sin embargo, hay una
distincién importante. El peso es la atraccién de la Tierra sobre un
objeto. Depende de la distancia desde el centro de la Tierra. A
diferencia del peso, la masa no varia con la ubicacion, es la misma en
la Tierra, en la 6rbita o en la superficie de la Luna [2].

El pesoy la gravedad

S,

£En qué planeta o satélite pesa mas el yungue?

Interactivo 1.1. El peso en diferentes planetas (crédito: Carlos Alberto Jaimes
Vergara).

La definicién mas amplia de peso en este sentido es que el peso de un
objeto es la fuerza gravitacional del cuerpo grande mas cercano,
como la Tierra, la Luna o el Sol. Esta es |la definicién mas comun vy util
de peso en fisica (Ibid.).
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Fuerza. La fuerza es la accién de un cuerpo sobre otro, es la accién
gue intenta o logra cambiar el estado de reposo o movimiento de un
cuerpo. En este sentido vemos que las fuerzas no aparecen solas,
debe existir la interaccion de dos cuerpos. Podemos decir también
que la fuerza es la resistencia que hace un cuerpo a la acciéon o
interaccién con otro cuerpo [3].

Leyes de Newton. Las leyes de Newton son tres principios
fundamentales de la fisica que explican cdmo se mueven los cuerpos
y como las fuerzas interactuan entre ellos. Estas leyes fueron
enunciadas por el fisico inglés Sir Isaac Newton en el siglo XVII. A
continuacion se describen las tres leyes de Newton:

La primera ley de Newton o ley de la inercia. Todo cuerpo
permanecera en su estado de reposo o movimiento uniforme
y rectilineo a no ser que sea obligado por fuerzas externas a
cambiar su estado.

La segunda ley de Newton o o ley fundamental de la
dinamica. La fuerza neta que actta sobre un objeto es igual a
la tasa de cambio de su momento lineal con el tiempo. En
otras palabras, la fuerza neta es igual a la masa del objeto
multiplicada por su aceleracién.

F =ma (1.1)

La tercera ley de Newton o ley de accion-reaccion. Con
toda accion ocurre siempre una reaccién igual y contraria;
las acciones mutuas de dos cuerpos siempre son iguales y
dirigidas en sentidos opuestos.

La tercera ley de Newton representa una cierta simetria en la
naturaleza: las fuerzas siempre ocurren en pares, y un cuerpo no
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Retrato

Newton (1642-1727), foto de Godfrey. Kn{érller. Dominio publico.


https://exhibitions.lib.cam.ac.uk/linesofthought/artifacts/newton-by-kneller/

puede ejercer una fuerza sobre otro sin experimentar una fuerza en
si misma. A veces nos referimos a esta ley en términos generales
como "accién-reacciéon", donde la fuerza ejercida es la accién y la
fuerza experimentada como consecuencia es la reaccion. La tercera
ley de Newton tiene usos practicos para analizar el origen de las
fuerzas y comprender qué fuerzas son externas a un sistema, tal
como ocurre en las estructuras que analizaremos en este libro.

En el siguiente objeto interactivo, disefnado por Carlos Alberto
Serrato Hernandez, podras manipular la masa de un objeto que es
empujado por una persona. Se observan las fuerzas de accion y
reaccion que intervienen en este evento.

Tercera Ley de Newton

Aceleracion 5 | Velocidad . Desplazamiento

Interactivo 1.2. Tercera Ley de Newton (crédito: Carlos Alberto Serrato Hernandez).
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La ley de gravitacion de Newton. La fuerza con la que se atraen dos
objetos es proporcional al producto de sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que los separa. Es decir,
cuanto mas grande sea la masa de los objetos, mayor sera la fuerza
gravitatoria que ejercen entre siy, por otro lado, cuanto mayor sea la
distancia entre los objetos, menor sera la fuerza gravitatoria. La
formula matematica para la ley de la Gravitacion Universal es la
siguiente:

Mm
F = G—2 (1.2)
r
Donde F' es |la fuerza gravitatoria, M y m son las masas de los objetos,
r es la distancia entre ellos, y G es la constante de gravitacion

universal. Esta ley es fundamental para explicar el movimiento de los
cuerpos en nuestro sistema solar y otros sistemas en el universo.

Peso. A partir de la ecuacién 1.2 y definiendo la gravedad como g =
GM/r?, podemos expresar el peso (Weight), asi:

W =mg (1.3)

El valor g, en la tierra?, varia dependiendo de la altitud en que se
encuentre el objeto, la latitud también afecta el valor de g, dado que

la tierra no totalmente esférica, tanto altitud como la latitud afectan
el valor de r en la formula (1.2). Para los propésitos de este libro, los

calculos los haremos con una valor de g igual a9.81 m/s 0 32.2 ft/s>.

Para la mayoria de los calculos de ingenieria, g se determina al nivel del mar y a una latitud
de 45°, la cual se considera como la “ubicacién estandar" [4].
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Un objeto interactivo interesante es "Gravedad y orbitas”
desarrollado en Phet Interactive Simulations.

En la siguiente escena interactiva, mueve el sol, la tierra, la lunay la
estacion espacial para ver como afecta sus fuerzas gravitatorias y
trayectorias orbitales. jVisualiza los tamanos y las distancias entre
los diferentes cuerpos celestes y desactiva la gravedad para ver lo
gue pasaria sin ésta!

&7

®
e

#
Grawvednd @) oncender @ apagar
(] Fuerza de la gravedad — |
|O) velocidad
|0 Trayectoria (_?
i_l':] Cuadricula |

_‘ﬁ: Masa del planeta

@ Avance rapido 0 minutos terrestres

© Normal | -

® Movimiento lento

Interactivo 1.3. Gravedad y 6rbitas.

Todos los objetos interactivos, los puedes ampliar haciendo clic en la
esquina superior derecha de la escena.
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1.2 Sistemas de unidades

Los sistemas de unidades consisten en conjuntos de patrones
estandar destinados a medir las distintas magnitudes que se usan en
ciencia e ingenieria. Se basan en el patrén de unas pocas magnitudes
consideradas fundamentales, y a partir de ellas se deriva el resto.

Hay varios sistemas de unidades que se utilizan para la medicién. El
mas comun es el Sistema Internacional de Unidades (SI)3, que se basa
en el metro (m) para medir longitud, el kilogramo (kg) para medir la
masa y el segundo (s) para el tiempo. Otro sistema que se utiliza con
frecuencia es el Sistema Inglés o, mejor, "Sistema de comun en
Estados Unidos", que se basa en la pulgada, el pie, y el slug para la
masa, como elementos principales para la medicion.

1.2.1 Prefijos métricos

Las unidades S| son parte del sistema métrico, que es conveniente
para calculos cientificos y de ingenieria porque las unidades se
clasifican por factores de 10. La Tabla 1.1 enumera los prefijos y
simbolos métricos utilizados para indicar varios factores de 10 en
unidades Sl. Por ejemplo, un centimetro es una centésima de un
metro (en simbolos, (1 ¢m = 1072 m) y un kildmetro es de mil metros (
1 km = 10°> m). De manera similar, un megagramo es un millén de
gramos (1 Mg = 10% g), un nanosegundo es una milmillonésima de
segundo (1 ns =107 s) y un terdmetro es un billén de metros (
1 Tm=10'? m).

3 La Conferencia General de Pesos y Medidas, autoridad internacional acerca del tema,
propuso en 1960 la creacién del Systeme International d’Unités, abreviado como SI, tanto en
francés como en castellano.
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Tabla 1.1. Prefijos

Forma exponencial Prefijo Simbolo Sl

Muiltiplo
1 000 000 000 000 10'2 tera T
1 000 000 000 10° giga G
1000 000 108 mega M
1000 103 kilo k
Submultiplo
0.01 1072 centi c
0.001 1073 mili m
0.000 001 10°° micro U
0.000 000 001 107 nano n

Como ejercicio, convirtamos lamasade 1.93 x 103 kga Tg.
Inicialmente, convertimos a gramos (g):

1.93x 10 kg =193 x 103 x10° g=1.93x10'° ¢
De la Tabla 1.1 sabemos que 1 Tg = 10!? g, entonces:

1.93x 101 g=1.93x10*x 102 g =193 x10* Tg
1.2.2 Conversion de unidades

Consideremos un ejemplo de como convertir unidades. Supongamos
que queremos convertir 80 kg a toneladas métricas. Lo primero que

debes hacer es listar las unidades que tienes y las unidades a las que
deseas convertir. En este caso, tenemos unidades en kilogramos vy

22



gueremos convertir a toneladas. Luego, necesitamos determinar un
factor de conversion que relacione kilogramos a toneladas. Un factor
de conversién es una proporcion que expresa cuantos de una unidad
son iguales a otra unidad. Por ejemplo, hay 12 pulg. en 1 pie, 100 cm
en 1 m, 60 s en 1 min, y asi sucesivamente. Consulta las tablas de
conversion para obtener una lista mas completa de los factores de
conversion. En este caso, sabemos que hay 1000 kg en 1 fon. Ahora
podemos configurar nuestra conversion de unidad. Escribimos las
unidades que tenemos y luego las multiplicamos por el factor de
conversion para que las unidades se cancelen, como se muestra a
continuacion:

1 ton

X Wg/ = 0.080 ron

80 fer

Ten en cuenta que la unidad kilogramo no deseada se cancela,
dejando solo la unidad tonelada deseada. Puedes usar este método
para convertir cualquier tipo de unidad.

En cualquier momento puedes consultar las
tablas de conversion de unidades en la caja
de harramientas de este libro.

me= Ejemplo 1.1

La densidad del hierro es 7.86 g/cm® en condiciones estandar.
Convierte ésto a kg/m?>.

Necesitamos convertir gramos a kilogramos y centimetros cubicos a
metros cubicos. Los factores de conversién que necesitamos son
1 kg =10% gy 1 cm = 1072 m. Sin embargo, estamos tratando con
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centimetros cubicos (cm? = ¢cm x ecm % cm), por lo que tenemos que

usar el factor de la segunda conversion tres veces (es decir, tenemos
qgue ponerlo en el cubo). La idea es aiin multiplicar por los factores de
conversion de tal forma que cancelen las unidades de las que
queremos deshacernos e introduzcan las unidades que queremos
conservar.

Solucion
k 7.86
786 x K& (M -
em® 103g  “1072m° 103 x 1076
=7.86 x 10°kg/m’

kg/m®

Las conversiones de unidades pueden no parecer muy interesantes,
pero no hacerlas puede ser costoso. Un ejemplo famoso de esta
situacién fue visto con Mars Climate Orbiter. Esta sonda fue lanzada
por la NASA el 11 de diciembre de 1998.

El 23 de septiembre de 1999,
mientras intentaba guiar la sonda
hacia su 6rbita planeada alrededor
de Marte, la NASA perdid el
contacto con ella. Investigaciones
posteriores mostraron que un
software llamado SM_FORCES (o
"fuerzas pequefas") registraba los
datos de rendimiento del
propulsor en las unidades inglesas
de libra-segundos (lb-s). Sin M
embargo, otras piezas de software  Figyra 1.1. Concepcion artistica de la
que utilizaron estos valores para Mars Climate Orbiter (imagen de

las correcciones de los cursos NASA/JPL/Corby Waste, Dominio

publico).
esperaban que se grabasen en las
24



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/imagenes/cap1/14.jpg
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=390903

unidades S| de newton-segundos (N-s), tal como se establece en los
protocolos de la interfaz del software. Este error provocé que la
sonda siguiera una trayectoria muy diferente de la que la NASA
pensd que estaba siguiendo, lo que probablemente causé que la
sonda se quemara en la atmdésfera marciana o se disparara al espacio.
Esta falla en prestar atencion a las conversiones de unidades cuesta
cientos de millones de doélares, sin mencionar todo el tiempo
invertido por los cientificos e ingenieros que trabajaron en el
proyecto [2].

1.2.3 Aplicativos para conversion de unidades

Existe una gran variedad de aplicativos gratuitos, en linea, para
realizar conversiones. Uno de ellos es Js Measurements Converters,
que hemos modificado asi:

=7

Eantarac fda P apwe e ik
ractores de Conversion
iSelecciona la unidad de medida, luego ingresa el valor y selecciona las unidades de conversion!
Unidad de medida| Temperatura ¥ | Convertir:
Kelvin v 5 Kelvin v
iConvertir!

Interactivo 1.4. Factores de conversion

Como ejercicio, convierte 2 km/h a pie/s; para ello, debes seleccionar
como unidad de medida la velocidad.
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¢No encontraste la unidad pie/s?, pues trata de hacerlo con pie/h y

luego divide por 3600. Lo mejor, como ingeniero, es que hagas tus
calculos. Obsrerva:

Ejemplo 1.2

Un objeto va a la siguiente velocidad 2 km/h ;Cudl es la
velocidad en pies/s?

Solucion

Consultando las tablas de conversion, obtenemos:

Jai 103 I pies 2x10°
22— x X X = pies/s
/i Jeri 36005  0.3048 1097.28
= 1.82 pies/s

En realidad, el resultado presenta varias cifras decimales: 1.822688...
;cuantas cifras debemos tener en cuenta?

1.3 Cifras significativas

m Microsoft Bing

En ingenieria, es una practica normal expresar las
respuestas finales en tres (y algunas veces cuatro) cifras

significativas, porque los valores dados de entrada para
geometria, cargas, propiedades de los materiales y otras
cantidades comUnmente se dan con esta precisidon
(1Libarary).
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Los parametros del disefio definitivo deben
determinarse con tanta exactitud como sea
posible para lograr el disefio 6ptimo. En este
sentido, una cifra significativa, o digito
significativo, se define como un digito que se
considera confiable como resultado de una
medicion o calculo (Ibid.).

En nuestro ejemplo anterior, la respuesta la dimos con tres cifras
significativas (1.82), lo cual podria ser suficiente; sin embargo, en
algunos célculos de ingenieria quizd sean necesarias mas cifras
significativas. Por ejemplo, cuando nos dicen que una persona mide
6 pies, en el S| esa medida seria 6 X 0.3048 m = 1.8288 m que, en
general, asumimos como 1.8 m. Pero, si este valor corresponde a la
longitud de un elemento estructural, quiza los 2 c¢m eliminados sea un
error significativo.

Una recomendacién, es usar la
notacion de cientifica para expresar
un resultado. Lo anterior requiere que
los nimeros se redondeen al nimero
apropiado de digitos significativos y
después se expresen en potencias de
10. Por ejemplo, 113,700 lo
podriamos escribir como 11.37 x 103
o, redondeando, 11.4x10%. No
obstante, el uso de calculadoras vy
computadores, ha facilitado el calculo
ingenieril, lo que minimiza este tipo de
preocupaciones.

Figura 1.2. Foto de MART
PRODUCTION).
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1.4 Ejercicios y respuestas - Capitulo |

)

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO |

Conversion de unidades

1. El limite de velocidad en algunas carreteras interestatales es
de aproximadamente 100 km/h.

(a) ¢,Qué es ésto en metros por segundo? (b) ¢ Cuantas millas por
hora es ésto?

2. Un automovil viaja a una velocidad de 33 m/s.
(a) ¢ Cual es su velocidad en kildbmetros por hora? (b) ¢ Esta
excediendo el limite de velocidad de 90 km/h?

3. Los campos de futbol varian en tamano. Un campo de futbol
grande tiene 115 m de largo y 85.0 m de ancho. ;,Cuél es su area
en pies cuadrados? (Supongamos que 1 m = 3.281 pies)

4. ;Cual es la altura en metros de una persona que mide 6 pies y
1.0 pulgadas de alto?

5. El Monte Everest, a 29,028 pies, es la montafia mas alta de la
Tierra. ¢,Cual es su altura en kildmetros? (Supongamos que 1 m =
3.281 pies)

6. La velocidad del sonido se mide en 342 m/s en un dia
determinado. ;Cual es esta medida en kildbmetros por hora?

Respuestas
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Capitulo 2

Las fuerzas
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Las fuerzas

2.1 Introduccion

)

Una fuerza es una magnitud fisica que describe la capacidad
de un objeto o un sistema para ejercer una accién sobre otro
objeto o sistema. En términos mas generales, una fuerza es
cualquier interaccién que pueda producir un cambio en el
movimiento o la forma de un objeto. Las fuerzas se miden en
unidades de newton (N) en el Sistema Internacional de
Unidades (SI), y se representan graficamente mediante

vectores que indican su direccion, magnitud y sentido. La
comprension de las fuerzas es fundamental para el estudio de
la mecéanica, la fisica de la materia y otros campos
relacionados con la interaccién entre objetos fisicos. En la
mecanica de materiales, el analisis de las fuerzas es esencial
para poder entender como se producen los desplazamientos,
las deformaciones y los esfuerzos en los diferentes elementos
estructurales, y cémo estos se relacionan con las cargas
aplicadas.

Una definicién intuitiva de fuerza puede seer un empujén o un tirén,
que tiene tanto magnitud como direccién (por lo tanto, es una
cantidad vectorial). La fuerza puede ser representada por vectores o
expresada como un multiplo de una fuerza estandar. El empujar o
tirar de un objeto puede variar considerablemente en magnitud o
direccion. Por ejemplo, un canén ejerce una gran fuerza sobre una
bala de canén que se lanza al aire. Por el contrario, la Tierra ejerce
solo una pequena atraccion hacia abajo sobre una pulga.
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2.2 Vectores

Los vectores son esenciales para la ingenieria. Muchas cantidades
fisicas fundamentales son vectores, incluidos el desplazamiento, la
velocidad, la fuerza y los campos eléctricos y magnéticos. Los
productos escalares de vectores definen otras cantidades fisicas
escalares fundamentales, como la energia. Los productos vectoriales
de vectores definen todavia otras cantidades fisicas de vectores
fundamentales, como el par motor y el momento angular. En otras
palabras, los vectores son una parte de la fisica de forma muy
parecida a como las oraciones son una parte de la literatura.

Los vectores son cantidades euclidianas que tienen representaciones
geométricas como flechas en una dimension (en una linea), en dos
dimensiones (en un plano) o en tres dimensiones (en el espacio). Se
pueden sumar, restar o multiplicar. Este capitulo, en gran parte, es
tomado del libro Fisica - Volumen I.

2.3 Escalares y vectores

Muchas cantidades fisicas pueden especificarse dando un nimero
unico y la unidad apropiada. Por ejemplo, "un periodo de clase dura
50 min" o "el tanque de gasolina de mi automdvil tiene 65 L" o "la
distancia entre dos postes es de 100 m". Una cantidad fisica que se

puede especificar completamente de esta manera se denomina
cantidad escalar.

Un escalar es un sinonimo de "ntimero"

El tiempo, la masa, la distancia, la longitud, el volumen, la
temperatura y la energia son ejemplos de cantidades escalares. Las
cantidades escalares que tienen las mismas unidades fisicas se
pueden sumar o restar de acuerdo con las reglas habituales del
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algebra para los niumeros. Por ejemplo, una porcion de maiz de 60
calorias seguida de una porcién de donas de 200 calorias da 60 cal +
200 cal = 260 cal de energia. Sin embargo, muchas cantidades
fisicas no se pueden describir completamente con solo un nimero de
unidades fisicas. Por ejemplo, cuando una Guardia Costera despacha
un barco para una mision de rescate, el equipo debe conocer no solo
la distancia a la senal de socorro, sino también |a direccion desde la
cual llega la sefal.

Las cantidades fisicas especificadas completamente dando un
nuamero de unidades (magnitud) y una direccion se llaman cantidades
vectoriales. Ejemplos de cantidades de vectores incluyen
desplazamiento, velocidad, posicion, fuerza y torque. En el lenguaje
de las matematicas, las cantidades de vectores fisicos estan
representadas por objetos matematicos llamados vectores (Figura
2.1). Podemos sumar o restar dos vectores, y podemos multiplicar un
vector por un escalar o por otro vector, pero no podemos dividir por
un vector. La operacion de divisidon por un vector no esta definida.

De la cola del vector Vector D a la cabeza del vector
[— L o
| J
ki
Magnitud D

Figura 2.1. Dibujamos un vector desde el punto inicial u origen (llamado "cola" del
vector) hasta el punto final o terminal (llamado "cabeza" del vector), marcado por una
punta de flecha. La magnitud es la longitud de un vector y siempre es una cantidad
escalar positiva. (crédito: modificacion del trabajo de Cate Sevilla)

35


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/imagenes/cap2/22b.jpg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/imagenes/cap2/22b.jpg

En este capitulo, para distinguir entre un vector y una cantidad
escalar, adoptamos la convencion comun de una letra en negrita con
una flecha encima que denota a un vector, y una letra sin una flecha
gue denota a un escalar. Por ejemplo, una distancia de 2.0km, que es
una cantidad escalar, se denota por d = 2.0km, mientras que un
desplazamiento de 2.0km en alguna direccién, que es una cantidad
vectorial, se denota por & Sin embargo, para los demas capitulos
usaremos la letra en negrita para distinguir los vectores.

Supongamos que le dices a un amigo en un viaje de campamento que
has descubierto un fabuloso agujero para pescar a 6km de tu tienda.
Es poco probable que tu amigo pueda encontrar el hoyo facilmente a
menos que también comuniques la direccidon en la que se puede
encontrar con respecto a tu campamento. Puedes decir, por ejemplo,
"Camina unos 6km al noreste de mi tienda". El concepto clave aqui es
que debe dar no una sino dos datos de informacion, a saber, la
distancia o magnitud (64m) y la direccién (Noreste).

El desplazamiento es un término general usado para describir un
cambio de posicidon, como durante un viaje desde la tienda de
campana hasta el agujero de pesca. El desplazamiento es un ejemplo
de una cantidad vectorial. Si caminas desde la tienda (ubicaciéon A)
hasta eLagujero (ubicacién B), como se muestra en la Figura 2.2, el
vector D, que representa tu desplazamiento, se dibuja como la flecha
gue se origina en el punto 4 y termina en el punto B. La punta de
flecha marca eL final del vector. La direccion del vector de
desplazamiento D es la direccion de la flecha. La longitud de la flecha
representa la magnitud D del vector D Aqui, D = 6km. Como la
magnitud de un vector es su longitud, que es un nimero positivo,
también se indica colocando la notacién del valor absoluto alrededor
del simbolo que denota el vector; entonces, D = Iﬁl.
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Para resolver un problema vectorial graficamente, necesitamos
dibujar el vector D a escala. Por ejemplo, si asumimos que 1 unidad
de distancia (1km) esta representada en el dibujo por un segmento de
linea de longitud u = 2 cm, entonces el desplazamiento total en este
ejemplo estd representado por un vector de longitud d = 6u =
6(2 cm) = 12 ¢m,como se muestraen la Figura 2.3.

Observa que aqui, para evitar confusiones, utilizamos D = 6 km para
denotar la magnitud del desplazamiento real y d = 12 ¢m para indicar
la longitud de su representacion en el dibujo.

.

Figura 2.2. El vector de desplazamiento desde el punto A4 (la posicion inicial en el
campamento) hasta el punto B (la posicion final en el lugar de pesca) esta indicado por
una flecha con origen en el punto 4 y final en el punto B. El desplazamiento es el mismo
para cualquiera de las rutas reales (curvas discontinuas) que se pueden tomar entre los

puntos Ay B.
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Figura 2.3. Un desplazamiento Dde magnitud 6 km se dibuja a escala como un vector
de longitud 12 c¢m, cuando la longitud de 2 cm representa 1 unidad de desplazamiento
(que en este caso es 1 km).

Supongamos que tu amigo camina del campamento en A4 al estanque
de pesca en B y luego regresa del estanque de pesca en B al
campamento en A. La magnitud del vector de desplazamiento ﬁAB de
A a B es la misma que la magnitud del vector de desplazamiento ﬁBA
de B a 4 (equwale a 6km en ambos casos) por lo que podemos
escribir DAB = DBA Sin embargo, el vector DAB no es igual al vector
DBA porque estos dos vectores tienen diferentes direcciones: DAB =
DBA En la Figura 2.2, el vector DBA estaria representado por un
vector con un orlgen en el punto B y un extremo en el punto 4,
indicando el vector DBA apunta al suroeste qgue es exactamente 180°
opuesto a la direccion del vector DAB Decimos que el vector DBA es
antiparalelo al vector DAB y escribes DBA = —DAB, donde el signo

menos indica la direccion antiparalela (Estatica una fuerza de
traccién es antiparalela a una fuerza de compresion).

Se dice que dos vectores que tienen direcciones idénticas son
vectores paralelos, lo que significa que son paralelos entre si.
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2.3.1 Algebra de vectores en una dimensién

Los vectores pueden multiplicarse por escalares, sumarse a otros
vectores o restarse de otros vectores. Podemos ilustrar estos
conceptos vectoriales usando un ejemplo del viaje de pesca que se ve
enlaFigura2.4.

(@) (b) ©

Figura 2.4. Vectores de desplazamiento para un viaje de pesca. (a) Detenerse en el
punto C mientras se camina desde el campamento (punto A) hasta el estanque (punto
B). (b) Volviendo a la caja de aparejos caidos (punto D). (c) Acabar en el estanque de
pesca.

Supongamos que tu amigo sale del punto 4 (el campamento) y camina
en direccion al punto B (el estanque de pesca), pero, en el camino, se
detiene para descansar en algun punto C ubicado a tres cuartas
partes de la distancia entre 4 y B, comenzando desde el punto 4
(Figura 2.6 (a)). ;Cudl es su vector de desplazamiento_i)Ac cuando
alcanza el punto C? Sabemos que si camina todo el camino hasta B,
su vector de desplazamiento relativo a 4 es _i)AB, que tiene una
magnitud D4p = 6 km y una direcciéon noreste. Si camina solo una
fraccion de 0.75 de la distancia total, manteniendo la direccion
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noreste, en el punto C debe ser 0.75D, 5 = 4.5 km lejos del
campamento en A. Entonces, su vector de desplazamiento en el
punto de descanso C tiene una magnitud D4sc = 4.5 km =0.75Dp y
es paralela al vector de desplazamiento ﬁAB. Todo esto se puede

establecer de manera sucinta en la forma de la siguiente ecuacién
vectorial:

ﬁAC = O.75ﬁAB

En una ecuacion vectorial, ambos lados de la ecuacién son vectores.
La ecuacién anterior es un ejemplo de un vector muItLpIicado por un
escalar positivo (numero) a =0.75. El resultado, D4c, de dicha
multiplicacién es un nuevo Vvector con una direccion paralela a la
direccién del vector original D 4.

En general, cuando un vector A se multiplica por un escalar positivo a
, €l resultado es un nuevo vector B que es paraleloa A

B=0A (2.1)

La magnitud |B| de este nuevo vector se obtiene multiplicando la
magnitud |A| del vector original, seglin lo expresado por la ecuaciéon

escalar: . ~
B =|a]A (2.2)

La siguiente escena interactiva representa la multiplicacion del
vector por un escalar. Cambia el valor de a.

Recuerda que puedes abrir el objeto interactivo en una
ventana emergente, haciendo clic en la esquina superior
derechade la escena
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Cambia el valor de alfa

Interactivo 2.1. Multiplicacién de un vector por un escalar.

Si el escalar a es negativo en la ecuaciéon 2.1, entonces la magnitud
IBI del nuevo vector todawa esta dado por la ecuacion 2.2, pero la
direccién del nuevo vector B es antiparalelo a la direccion de A. Estos
principios se ilustran en la Figura 2.5 (a) mediante dos ejemplos en los
gue la longitud del vector A esde 1, 5 unidades.

Cuando a =2, el nuevo vector B =2A tiene longitud B =24 =
3.0 unidades (dos veces mas largas que el vector original) y es
paralela al vector original. Cuando a = —2, el nuevo vector é = 2A y
tiene longitud C = | — 2|4 = 3.0 unidades (el doble de longitud que el
original vector) y es antiparalelo al vector original.
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Figura 2.5. Algebrade vectores enuna dimensidn. (a) MultlpllcaC|on por un escalar. (b)
Adiciéon de dos vectores (R se llamala resultante de los vectores A y B (c) Restade dos
vectores (D es la diferencia de los vectores A y B)

Ahora supongamos que tu companero de pesca sale del punto A4 (el
campamento), caminando en direccién al punto B (el agujero), pero se
da cuenta que perdié su caja de aparejos cuando se detuvo para
descansar en el punto C (ubicado a tres cuartos de distancia entre 4
y B, comenzando desde A4). Entonces, se da vuelta y retrocede sus
pasos en direccién al campamento y encuentra la caja en el camino en
algun punto D a solo 1.2km del punto C (ver Figura 2.4 (b)). ;Cual es
su vector de desplazamiento ﬁAD cuando encuentra la caja en el
punto D?

¢Cual es el vector de desplazamiento ﬁDB del punto D al agujero?
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Ya hemos establecido que en el punto de reposo C el vector de
desplazamiento es ﬁAC = O.7SﬁAB. Comenzando en el punto C,
camina hacia el sudoeste (hacia el campamento) lo que significa que
el nuevo vector de desplazamiento DCD desde el punto C al punto D
es antiparalelo a DAB Su magnltud D|CD| es DCD =1.2km = 0. 2DAB,
entonces el segundo vector es DCD =—0. 2DAB El desplazamiento
total DAD relativo al campamento es la suma vectorial de los dos
vectores de desplazamiento: ﬁAc (desde el camping hasta el punto de
descanso) y ﬁCD (desde el punto de descanso hasta el punto donde él
encuentra su caja).

ﬁAD = ﬁAC + ﬁCD (2.3)

La suma de dos (o mas) vectores se llama vector resultante o, para
abreviar, la resultante. Dado que se conocen los vectores en el lado
derecho de la ecuacién 2.3, entonces:

ﬁAD = ﬁAC + ﬁCD
=0.75D 45 — 0.2D 43 (2.4)
=(0.75—0.2)DAB = 0.55D 45

Cuando tu amigo finalmente llega al estanque en B, su vector de
desplazamiento ﬁAB del punto 4 es la suma vectorial del vector de
desplazamlentoDAD del punto 4 al punto D vy eI vector de
desplazamlento DDB del punto D al agujero de pesca: DAB = DAD +
DBD (ver Figura 2.4 (c)). Esto significa que el vector de
desplazamiento ﬁDB es la diferencia de dos vectores:

Dps =D,z —Dyp =Dyp + (_ﬁAD) (2.5)
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Cuando dos vectores A y B se encuentranalo largo de una
linea (es decir, en una d|men5|on) comoen el ejemplo de
acampada, su resultante R=A+B y su diferencia D=A-
ﬁ, se encuentran en la misma direccion.

En general, en una dimension, asi como en dimensiones superiores,
como en un plano o en el espacio, podemos agregar cualquier nimero
de vectores y podemos hacerlo en cualquier orden porque la adicién
de vectores es conmutativa,

A+B=B+A (2.6)
y asociativa,
(A+B)+C=A+B+C) (2.7)
Ademas, la multiplicacién por un escalar es distributiva:
ap& + azg = (a1 + az)g (2.8)

Al agregar muchos vectores en una dimensién, es conveniente usar el
concepto de un vector unitario, que se denota con un simbolo de letra
con un sombrero, como u, tiene una magnitud de uno y no tiene
ninguna unidad fisica, por lo que |iil = u = 1. El Unico papel de un
vector unitario es especificar la direcciéon. Por ejemplo, en lugar de
decir que el vector ﬁAB tiene una magnitud de 6.0km y una direccién
del noreste, podemos introducir un vector unitario 1 que apunta al
noreste y decir sucintamente que ﬁAB = (6.0 km)u. Entonces, la
direccion del sudoeste simplemente esta dada por el vector unitario u.
De esta forma, el desplazamiento de 6.0 km en direccidn suroeste se
expresa mediante el vector

Dp4 = (—6.0 km)u

a4



2.3.2 Algebra de vectores en dos dimensiones

La regla de adicidon para dos vectores en un plano no es tan simple
como la regla para la adicidon de vectores en una dimensién. Tenemos
que usar las leyes de la geometria para construir los vectores
resultantes, seguidos de la trigonometria para encontrar las
magnitudes y direcciones del vector. Este enfoque geométrico se usa
comunmente en navegacion (Figura 2.6).

Para una construccion geométrica de la suma de dos vectores en un
plano, seguinlos la regla del paralelogramo. Supongamos que dos
vectores A y B estan en las posiciones arbitrarias que se muestran en
la Figura 2.7.

Figura 2.6. En navegacion, las leyes de la geometria se usan para dibujar
desplazamientos resultantes en mapas nauticos.
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Traslada cualquiera de ellos en paralelo al comienzo del otro vector,
de modo que después de la traslacion, ambos vectores tengan su
origen en el mismo punto. Ahora, al final del vector A dibujamos una
linea paralela al vector B y al final del vector B dibujamos una linea
paralela al vector A (las lineas discontinuas en la Figura 2.7). De esta
forma, obtenemos un paralelogramo. Del origen de los dos vectores
dlijamOS una diagonal que es la resultante R de los dos vectores:
R= A+B(F|gura27( ).

La otra diagonal de este paralelogramo es la diferencia vectorial de
los dos vectores D = A — B, como se muestra en la Figura 2.7 (b).
Observa que el final del vector diferencia se coloca al final del vector

>
m /:b'l

A ™ R#a+8B

(@) (b)

Figura 2.7. Laregla del paralelogramo para la suma de dos vectores.

De la regla del paralelogramo se desprende que ni la magnitud del
vector resultante ni la magnitud del vector diferencia se pueden
expresar como una suma o diferencia simple de magnitudes A y B,
porque la longitud de una diagonal no se puede expresar como una
simple suma de longitudes laterales, tenemos que usar leyes de
trigonometria para triangulos.

Observa los siguientes videos y escenas interactivas disenadas con el
editor DescartesJS.
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Haz clic sobre la imagen para reproducir el video o en el botén "Otro
video", para ver otro método. En los videos se muestran tres métodos
para sumar vectores en el plano que, para este caso, corresponden a
fuerzas aplicadas en un elemento mecanico. El primer método es el
del paralelogramo, y los otros dos estan asociados al método del
poligono, que consiste en unir cabezas con colas para,
posteriormente, conformar el poligono con el vector o fuerza
resultante.

qﬁ Videos

7]

Suma de dos vectores fuerza - Método del paralelogramo

}.l

Dos fuerzas F,yF, aplicadas
en los extremos de las bamras

Video 2.1. Suma de vectores
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Suma de dos fuerzas - Método del paralelogramo

En la ventana de arriba, tenemos
dos barras unidas por un pasador.

Cambia el dngulo entre las barras,

haciendo clic en la flecha azul o en
la roja. Luego haz clic en el botdn

"continda'.
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» 013 /048

Video 2.2. Video publicado en TikTok, en el canal @claseconmaca
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Ejemplo 2.1

El gancho de la figura gsté
sometido a dos fuerzas, F; y
F,. Determina la magnitud y

la direccion de la fuerza
resultante.

F,=150N

10

F,=100N

) 15°

Solucion

El dngulo entre las dos fuerzas se obtiene asi: 90° — 15° — 10° = 65°.
Ahora, obtenemos el otro angulo del paralelogramos, asi: (360° — 2 x

65°)/2 = 115°
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La magnitud de la fuerza resultante, la hallamos por la ley del coseno:

Fr=1/(100 N)2 + (150 N)2 —2(100 N)(150 N)cos 115°
=212.6 N

Para hallar la direccién (¢) de Fg, hallamos el angulo 6 y le sumamos
15°, tal como se ilustra en la siguiente figura:

6 lo hallamos aplicando la ley de los senos:

sen 0 _ sen 115°
150 N 2126 N

sen 0 = 150 N sen 115°
212.6 N
6 = 39.8°

Finalmente:

¢ =39.8°+15° = 54.8°
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2.4 Componentes rectangulares de una fuerza

Las proyecciones de una fuerza sobre los ejes x y y se conocen como
las componentes rectangulares de la fuerza, las cuales se pueden

representar mediante notacidn escalar o con notacién vectorial.

2.4.1 Notacion escalar

Las componentes rectangulares de una fuerza son las
componentes horizontal y vertical de la fuerza. Se calculan
descomponiendo el vector de fuerza en sus componentes a lo
largo del eje x y el eje y. Las componentes rectangulares se
pueden usar para calcular la magnitud y la direccién de la
fuerza y se pueden calcular utilizando las siguientes

expresiones:

F.=F cos 6

F,=F sen0 (2.9)

donde F' es la magnitud de la fuerza, 6 es el angulo entre el
vector fuerza y el eje x, y Fx y F), son las componentes

horizontal y vertical de la fuerza, respectivamente.

/

Por ejemplo, si se aplica una fuerza de 100 N en un angulo de 30° con
la horizontal, entonces sus componentes rectangulares son 86,6 N y

50 N.
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2.4.2 Notacion vectorial

Un vector F en un plano se describe mediante un par de
coordenadas. La coordenada x del vector F se denomina componente
x y la coordenada y del vector F se denomina componente y. La
componente x del vector es denotada por l:}. La componente y del
vector es denotada por f‘y. En el sistema cartesiano, las componentes
x e y del vector son las proyecciones ortogonales de este vector en
los ejes x e y, respectivamente. De esta manera, siguiendo la regla de
paralelogramo para la suma de vectores, cada vector en un plano

cartesiano puede expresarse como la suma de vectores de sus
componentes de vector:

F=F,+F, (2.10)

Es costumbre denotar la direccidon positiva en el eje x por el vector
. . A . ., oy . . .

unitarioliy la direccion positiva en el eje y por el vector unitario j. Los
. . . 7N A . .

vectores unitarios de los ejes, i y J, definen dos direcciones

ortogonales en el plano. Como se muestra en el interactivo 2.3, las
componentes rectangulares x e y de un vector ahora se pueden

escribir en términos de los vectores unitarios de los ejes:

F,=FA
F,=F) (2.11)

En la siguiente escena interactiva, desplaza el vector F para que
observes las componentes rectangulares del vector en cualquier
direccion.

53


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/interactivos/cap2/unitarios0.html

Interactivo 2.3. Componentes rectangulares del vector fuerza.

Los vectores i‘x y i‘y definidos por la ecuacién 2.11 son las
componentes rectangulares del vector F. Los nimeros F.yF, que
definen las componentes del vector en la Ecuaciéon 2.11 son las
componentes escalares del vector F. Combinando la Ecuacién 2.10
con la Ecuacién 2.11, obtenemos:

F=Fi+F,j (2.12)
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2.4.3 Fuerzaresultante

Si tenemos varias fuerzas concurrentes, como las mostradas en las
siguiente figura, podemos expresar cada fuerza de acuerdo a la
ecuacion 2.12, asi:

F, :leAiJFFlyji
Fy = =00+ )]
F3 = —F3i— F3)

y

—p

F3

La fuerza resultante en notacion vectorial, seria:
Fr=F; +tF, +F;
:lei+F1yj _F2xi+F2yj _F3xi_F3yj
/8 /&
= (le —sz —F3x)l + (Fly +F2y —F3y)J
AN A
= Fpd+ FRyJ
En notacion escalar, podemos escribir para cada componente:
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Fry = Fix — Fox — F3,
Fry =Fiy +Fy — I3y

Expresiones que nos llevan a concluir:

Frx = XFx
Fg, - IF, (2.13)

En la Figura 2.8 se ilustra la fuerza resultante con sus componentes
rectangularesy el angulo 8 que forma con el eje x, por lo tanto:

Fr =\ (Fr)? + (Fry )2

(9=tan1|%|
X

FRx

Figura 2.8. Componentes rectangulares de la fuerza resultante

Veamos un ejemplo de aplicaciéon de las expresiones anteriores:
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qﬁ Ejemplo 2.2

Una fuerza y
= A A
F = (300 N)i+ (700 N)j

se aplica a un perno, tal como se
indica en la figura. Calcula la
magnitud de la fuerza y el
angulo que forma con Ia
horizontal.

Solucion

Usando las expresiones anteriores, calculamos:

700 N
300 N

£y -1

Fy

0 = tan”! = tan = 66.8°

Las magnitud de la fuerza, la podemos calacular asi:

F =/F}+F}=+/(300 N)*> + (700 N)? = 761.6 N

O, también, usando la expresion:

By _ TON 66N
sen 6  sen 66.8° '

F:
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qﬁ Ejemplo 2.3

El' gancho de la figura esta g -450N
sometido a dos fuerzas, F; y F,.
Determina la magnitud y Ia

. ., 30° F,=100N
direccion de la fuerza resultante. !

T

Usa la ecuacion 2.13.

)45“

Solucion

Hallamos, inicialmente, Ias componentes rectangulares de Ia fuerza
resultante, asumiendo FRX positivo a la derecha (— +), y FRy hacia
arriba (1 +).

Fry = ZFx
=100 cos 45° N — 150 cos 60° N
=—429 N

FRy = ZFy

=100 sen 45° N + 150 sen 60° N
=200.61 N
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Calculamos la magnitud de la fuerza resultante:

Fp= \/(FYRJC)2 + (FRy)2
= \/(“43 N)2 +(200.6 N)?
=200.66 N

Finalmente, la direccion de la fuerza resultante (0):

0 = tan”! | &I
F
_1200.61 N

San O N

~ 89°

Dado que Fk, es negativa y Fp, positiva, Fr se encuentra en el
segundo cuadrante del plano cartesiano, por lo que 8 = 89° es con
respecto al eje x negativo, tal como lo ilustra la siguiente grafica:

Y

Fr=200.7N

F,=150N
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rﬁE Ejemplo 2.4

Cuatro perros llamados Ang, Bing, Chang y Dong juegan un
juego de tira y afloja con un juguete. Ang tira del juguete en
direcciéon a = 55° al sureste, Bing tira en direccion f = 60° al
noreste, y Chang tira en direccion y = 55° al noroeste.

Ang tira fuertemente con una fuerza de 160.0 N. Bing tira
incluso mas fuerte que Ang con una fuerza de B =200.0 NV, y
Chang tira con una fuerza de C = 140.0 N. Cuando Dong tira
del juguete de tal manera que su fuerza equilibra la resultante
de las otras tres fuerzas, el juguete no se mueve en ninguna
direccion. ;Con qué fuerza y en qué direccién debe Dong tirar
del juguete para que esto suceda?

¥4 Norte

N,
Ang \\

2 Dong “ o = 55

Figura 2.9. Cuatro perros juegan un juego de tira y afloja con un juguete.
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Solucioén

Calculamos las componentes rectangulares de la fuerza resultante
cuando estan tirando Ang (FA) Blng (FB) y Chang (FC) asumiendo
FRrx positivo aladerecha (— +), yFRy hacia arriba (T +):

(160 N)cos(55°) = +91.8 N
Fy =—(160 N)sen(55°) =—131.1 N

Far= (200 N)cos(30°)=173.2 N
Fg,= (200 N)sen(30°) = 100.0 N

Foy = —(140 N)cos(145°) = —114.7 N
(140 N)sen(145°) = 80.3 N

Ahora calculamos los componentes escalares del vector resultante:
FR:FA+FB+Fc.

Fre=Fy+Fpe+Fey =918 N+ 1732 N — 1147 N = 1503 N
Fry = Fayp+ Fpy+ Fey =—131.1 N+100.0 N +80.3 N =492 N

El vector antiparalelo a lj“R es la fuerza con la cual debe tirar Dong:
Fp = —Fr = —Fpd— Fp,j = (—150.31 - 49.2)) N
La magnitud de la fuerza de traccién de Dong es

D=4/D;+D;

= 1/(-150.3)2 + (—49.2)’N
= 158.1N
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La direccion de la fuerza de traccién de Dong es

—49.2N
—150.3N

FDy -1

Dx

0 =tan! = tan

)— 18.1°

qﬁ Ejemplo 2.5

Encuentra la magnitud del vector i‘c gue satisface la ecuacion
ZFA — 6FB + 3?(: = 23:
donde FA =f- Zﬁy ﬁ‘B = —j\+ k/2.

Solucién
2F 4 — 6Fg +3F¢c =2j
3Fc =2]—2A+6B
Fc = (2/3)] — (2/3)A + 2B
Fc = (2/3)] — (2/3)(G - 2k) + 2(-i + k/2)
Fc=Q23)]— QB3N+ @3k -2 +k
Fc =3+ 2/3-2)]+ @3+ Dk
Fc = —(23)1 — (4/3)] + (7/3)k

Los componentes son Fc, = —2/3,Fc, =—4/3,y Fc. =7/3; por lo
tanto, su magnitud es:

Fo=\[F3 + F3, + F3. = /GO + (CABF + (137 =) %
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2.5 Fuerzas en el espacio 3D

Interactua, inicialmente, con el siguiente objeto interactivo. Observa
las componentes rectangulares de la fuerza F y los vectores

unitarios, puedes modificar los valores de a, b y c. Mueve el objeto
con clicizquierdo sostenido.

' i

12.50

Interactivo 2.4. Fuerza en el espacio 3D y vectores unitarios.
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Para especificar la posicion 2
de un punto en el espacio,
necesitamos tres coorde-
nadas (x,),z), donde las

coordenadas x e ) especi-

fican ubicaciones en un -
plano, y la coordenada z da K //
una posicion vertical por A g
encima o debajo del plano. El i .

y .

espacio tridimensional tiene i i
tres direcciones ortogonales,

por lo que no necesitamos

dos sino tres vectores

unitarios para definir un sistema de coordenadas tridimensional. En
el sistema de coordenadas cartesianas, los primeros dos vectores
unitarios son el vector unitario del eje x iy el del eje y ] El tercer
vector unitario K es la direccion del eje z. El orden en que los ejes
estan etiquetados, que es el orden en que aparecen los tres vectores
unitarios, es importante pues define la orientacién del sistema de
coordenadas.

El orden x —y —z, que es equivalente al orden i—]’ —i<, define el
sistema de coordenadas segun la regla de la mano derecha
(orientacion positiva), esta orientacion se conoce como sistema
dextrégiro.

En el espacio tridimensional, el vector fuerza F tiene tres
componentes de vector: el componente f‘ Fxl que es la parte del
vector Falo largo del eje x; el componentey F ij, que es la parte
de Falo largo del eje y; y el componente z F =F, K, que es la parte
del vector alo largo del eje z.
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2.5.1 Maginitud de un vector en el espacio 3D

Un vector en el espacio tridimensional es la suma del vector de sus
tres componentes del vector.

F=Fi+Fj+Fk (2.14)

y su magnitud, similar al espacio bidimensional, es:

F=[F2+F2+F? (2.15)

Esta expresion para la magnitud del vector proviene de aplicar el
teorema de Pitagoras dos veces. Como se ve en el objeto interactivo

2.4, la diagonal en el plano xy tiene una longitud F, = y/F?2 + Fy2 y su

cuadrado se suma al cuadrado F? para dar F

Ten en cuenta que cuando el componente z es cero, el vector se
encuentra completamente en el plano xy y su descripcién se reduce a
dos dimensiones.

2.5.2 Cosenos directores

La direcciéon de una fuerza f‘ en un espacio 3D, se define mediante
los dngulos directores coordenados a (alfa), f (beta) y y (gamma),
medidos entre la cola de F y los ejes x, y, z positivos, pues se localizan
enlacolade i‘, (ver el interactivo 2.5).

En el siguiente objeto interactivo, haz clic en las casillas de
verificacion para observar los angulos directores y la componente
rectangular cor_respondiente. Estos angulos son Igs que se forman
entre la fuerza F y sus componentes rectangulares Fy, Fy, F,.

65


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/interactivos/cap2/interactivo5.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/interactivos/cap2/interactivo3.html

Angulo a Angulo B . Anguloy

Interactivo 2.5. Angulos directores coordenados « (alfa), 4 (beta) y y (gamma)*.

De acuerdo a los triangulos rectangulos, mostrados en el interactivo,
obtenemos las siguientes expresiones:

F, F,
— == 2.16
= cos y ( )

F
coso=— cosf=
F F

4 . . . . .
Todas las escenas interactivas de este apartado y el siguiente, se disefiaron a partir de una
escena disenada por Angela Nuiiez Castain 2
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2.5.3 Vector unitario en la direccion de la fuerza

En muchas situaciones fisicas, a menudo necesitamos saber la
direccion de un vector. Por ejemplo, podemos querer saber la
direcciéon de un vector de campo magnético en algun punto o la
direccion del movimiento de un objeto. Ya dijimos que la direcciéon
viene dada por un vector unitario, que es una entidad adimensional,
es decir, no tiene unidades fisicas asociadas. Cuando el vector en
cuestiéon se encuentra a lo largo de uno de los ejes en un sistema
cartesiano de coordenadas, |la respuesta es simple, porque entonces
su unidad de vector de direccidon es paralela o antiparalela a la
direccion del vector unitario de un eje. Por ejemplo, la direccién del
vector F = —51 N es el vector unitario i = -1 La regla general para
encontrar el vector unitario de direccion W) para cualquier vector F

es dividirlo por sumagnitud F':
F
De la ecuacion 2.14, sabemos que F= Fﬁ + FyJA + Fzﬁ, por lo tanto:
bp=—=—1+—=]+— (2.18)

Reemplazando la ecuacién 2.16 enla 2.18:
Qi = cos di + cos ,B.]A‘F cos yﬁ (2.19)

Si conocemos la magnitud y los angulos directores coordenados,
$\bold{\vec{F}$ puede expresarse asi:

F = Fly = Fcos di+ Fcos B} + Fcos yk
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Despejando las componentes rectangulares de la fuerza en la
ecuaciéon 2.16 y reemplazando en la expresién anterior, obtenemos:

F=Fi+Fj+F.k (2.20)

L= Ejemplo 2.6

Una fuerza de 800 /b forma angulos de 120°,60° y 30° con los
ejesx, )y z, respectivamente. Encuentra las componentes F, F,
y F, de lafuerzay exprésala en notacién vectorial.

Solucién
De la ecuacion 2.16, podemos hallar estas componentes:

F,.=Fcos a=800 [b cos 120° =—-500 /b
F, = Fcos =800 [b cos 60° =500 /b
F,=Fcosy=800[b cos 30° =866 [b

Reemplazando en la ecuacién 2.20, obtenemos la notacién vectorial:
F = —(500 /)i + (500 Ib)] + (866 Ib)k

La fuerza resultante de un sistema de fuerzas concurrentes en el
espacio 3D es similar a cdmo se calcula en un espacio bidimensional
(ver apartado 2.4.3), agregando la tercera componente rectangular.

En el siguiente ejemplo calculamos la fuerza resultante. Lo ilustramos
con una escena interactiva, para una mayor comprension.
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= Ejemplo 2.7

Halla la magnitud y los angulos directores cooLdenados de la
fuerza resultante en la siguiente figura, donde F; = (60 lb)/j\+

(80 Ib)ky Fy = (50 Ib)i — (100 Ib)j + (100 Ib)k.

¢ Muestra F,

\_ X J

Interactivo 2.6. Dos fuerzas aplicadas en el punto o y la resultante de fuerzas.

Haz clic en el botdn "Muestra F, para ver el vector de la fuerza
resultante.
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Solucion
Sabemos que Fgr = F; + F,, entonces:

Fgr = (60 Ib)j + (80 Ib)K + (50 Ib)i — (100 Ib)j + (100 Ib)k
= (50 Ib)i — (40 Ib)] + (180 Ib)k

Calculemos la magnitud de f‘R:

Fr = /(50 Ib)? + (—40 Ib)? + (180 Ib)> = 191 Ib

Ahora, usamos las ecuaciones 2.18 y 2.19, para hallar los angulos
directores:

501b, 401b, 1801b

= 1— Jt k
19175 1911 1911b

=0.26181 — 0.2094] + 0.9424k

De la ecuacién 2.19, sabemos que los coeficientes de la expresion
anterior, son los cosenos directores, entonces:

cos =0.2618 — a=74.8°
cos p=-0.2094 — p=102.1°
cosy=09424 — y=19.5°

Verifica, visualmente, estos resultados en el interactivo 2.6; por
ejemplo, rota el objeto interactivo hasta que sdlo se vea el plano yz,

luego haz clic en el botén "Muestra F y observa que el angulo y es
mayor de 90°.
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2.6 Vector posicion

Por lo general, la cola de una fuerza no se encuentra en el origen de
coordenadas, por lo que hay que hallar las componentes escalares del
vector posicién, que llamaremos tig. Observa, en el siguiente objeto

interactivo, una fuerza cuya cola esta en el punto 4, el calculo del
vector posiciony del vector fuerza, lo explicamos a continuacion.

o
— i @
AB =4.5i - 3] + 4k F= 1100.0
AB= 6.7

u.=0.7i - 0.4j + 0.6k
F= 67i - 45] + 59k

Al
Zoom ,;30.00

Disefid: Juan Guillermo Rivera Berrio

A ' AL | A Al | A A
AX o|-1.5| Ay <2.0| Az 5(0.0 BX 3.0|By 5 -1.0[Bz 4.0

Interactivo 2.7. Vector posicion (tig) y fuerza en la direccion de tf.
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En general, se define el vector posicién como el vector que esta
dirigido entre dos puntos 4 y B (Figura 2.10). Por la regla del

triangulo o, de otra forma, por la reglas del paralelogramo:

—_

FA+F: B

F4

X

Figura 2.10. Vector posicion dirigido del punto 4 al punto B.

Despejamos Fy lo llamamos AB:

—

r=AB= FB - FA = (xg?-l-ngi\-i-xBﬁ) - (XA/i\-i-xA‘/i\-l-xAﬁ)
= A A i
AB = (xg —x )i+ (Y —ya)i + (2B — z4) (2.21)
Que es el vector posicién en la direccién AB
El vector unitario en la direccion de la fuerza, seria:

—

_AB
F 4B

—

u
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Ejemplo 2.8

El alambre de una torre esta anclado en A como se muestraen la
figura 2.8. La tension en el alambre es de 1000 N. Halla las
componentes F\, F), y F’. de la fuerza que actia en 4 y el vector
unitario en la direccion de la fuerza.

™ B m

'

100 m

Figura 2.11. Dos fuerzas aplicadas en el punto oy la resultante de fuerzas.

Solucion

Hallamos, inicialmente, el vector posicién con la ecuaciéon 2.21, con
A =(—-10,40,0)y B = (0,0, 100)

73


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/imagenes/cap2/220.png

AB = (xp ~x)i+ (05 —y)f + (25 —zaK
= 101 — 407 + 100k

Ahora, calculamos AB y el vector unitario en la direccion de tig:

AB = /102 + (—40)? + 1002
=108.2 m
. _AB
ur = E
101 - 405 + 100k
- 108.2
=0.09241 - 0.3697] + 0.9242k

La fuerza tiene una magnitud de 1000 N, que multiplicada por el
vector unitario se obtiene la fuerza en notacion vectorial:

F = 1000t
=92.421—369.7] + 924.2k

Por lo tanto, las componente rectangulares de F, son:

F,=9242N
F,=-369.7 N
F,=9242N

Verifica estos resultados en el interactivo 2.7. Usa el Zoom y no
olvidesingresar los 1000 N de la fuerza... jNo pongas la N!.
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2.7 Ejercicios y respuestas - Capitulo |l

=

EJERCICIOS PROPUESTOS -
CAPITULO Il

Fuerzas

1. Un pronostico del tiempo indica que la
temperatura se prevé que sea de -5°C al dia
siguiente. ¢ Es esta temperatura un vector o una
cantidad escalar?

2. ¢ Cuales de los siguientes es un vector?: la
altura de una persona, la altitud en el monte
Everest, la velocidad de una mosca, la edad de la
Tierra, el punto de ebullicion del agua, el costo de
un libro, la poblacién de la Tierra o la aceleracion
de la gravedad.

3. Si dos vectores son iguales, qué puedes decir
sobre sus componentes? ; Qué puedes decir sobre
sus magnitudes? ; Qué puedes decir sobre sus
direcciones?

4. Silos vectores ﬁ y ]_3 son ortogonales, ¢cual es

la componente de ]§ a lo largo de la direccion de

A? ¢, Cual es la componente de A en la direccion

de B? .

Respuestas
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Capitulo 3

Equilibrio de cuerpo rigido
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Equilibrio de cuerpo rigido

3.1 Introduccion

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas que se
mantienen unidas por restricciones rigidas. La suma de las
fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido se llama fuerza
resultante, la cual debe ser cero, para que el cuerpo rigido
esté en equilibrio. Las ecuaciones de equilibrio son: la suma de
las fuerzas es igual a cero y, ademas, la suma de los momentos
es igual a cero. El equilibrio de cuerpo rigido es un concepto
fundamental en estatica. Se utiliza para analizar la estabilidad
de estructuras.

/

N

3.2 Equilibrio de una particula

©

Una particula se encuentra en equilibrio si la suma vectorial
de las fuerzas es igual a cero. Aqui aplica la primera Ley de
Newton, pues la particula no experimenta una fuerza neta, su

aceleracion cero hace que permanezca en reposo o en
movimiento rectilineo uniforme. Las fuerzas que actuan sobre
la particula pueden incluir fuerzas gravitacionales, fuerzas
aplicadas externamente y fuerzas de reaccién.
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A continuacion, presentamos cuatro objetos interactivos tomados en
la Unidad Didactica Interactiva "Estatica de una particula”, del
Proyecto Un_100°>, publicado en la Red Educativa Digital Descartes y
en el portal y en el portal Prometeo de la UNAM de México.

Con el primer objeto interactivo repasamos las componentes
rectangulares de una fuerza, incluyendo la determinacion grafica de
la resultante de fuerzas, usando el método de "cabeza y cola"; en el
segundo de presenta el vector fuerza como multiplos de los vectores
unitarios y se dan las condiciones para que una particula esté ne
equilibrio; el tercero presenta ejemplos de aplicacién y el ultimo
propone varios ejercicios interactivos.

La imagen de abajo, es una representacion de una particula sometida
a seis fuerzas, las cuales se anulan vy, por tanto, la particula esta en
equilibrio.

Haz clic en el botén naranja, en la primera
escena interactiva

> Este proyecto comprende 101 unidades didacticas del nivel universitario en la areas de
Matemadticas y de Fisica. Es un proyecto que ha contado con el patrocinio de varias
instituciones mejicanas y la participacién en su desarrollo de otras de Chile, Colombia,
Espaiay México.
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Equilibrio de una particula

F=31+3]

Vectores unitarios. En el plano, los dos vectores de
magnitud uno, dirigidos a lo largo de los ejes positivos x
y v, son llamados vectores unitarios. Las componentes
rectangulares de un vector son, entonces, un multiplo
de los vectores unitarios. En la figura, observa que
F,=31y¥,=3]

Equilibrio de una particula

< 14 D>
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Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1.

En la gréfica, un pasador se haya sometido a tres
fuerzas.

Calcula la fuerza resultante y su posicion,
considerando los valores y dngulos dados en la
grafica.

Puedes cambiar, aleatoriamente, los valores para
observar varios ejemplos.

Comio e
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Ejercicios de cierre

Ejercicio 1.

La fuerza resultante de las fuerzas F, y F, es 1000 N,
como lo muestra la figura.

¢Cual es el valor de la fuerza F,?

Recurre a la ayuda si lo crees necesario.

(Usa aproximacion a dos cifras decimales)

30°

» 1000 N
45"
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3.3 Productos de Vectores

Un vector se puede multiplicar por otro vector pero no se puede
dividir por otro vector. Hay dos tipos de productos de vectores
usados ampliamente en fisica e ingenieria. Un tipo de multiplicacion
es una multiplicacién escalar de dos vectores. Tomar un producto
escalar de dos vectores da como resultado un nimero (un escalar),
como su nombre lo indica. Los productos escalares se utilizan para
definir las relaciones de trabajo y energia. Por ejemplo, el trabajo que
una fuerza (un vector) realiza en un objeto mientras causa su
desplazamiento (un vector) se define como un producto escalar del
vector fuerza con el vector desplazamiento. Un tipo de multiplicacién
bastante diferente es una multiplicacion vectorial de vectores. Tomar
un producto vectorial de dos vectores devuelve como resultado un
vector, como su nombre lo sugiere. Los productos de vectores se
utilizan para definir otras cantidades de vectores derivados. Por
ejemplo, al describir las rotaciones, una cantidad vectorial llamada
par se define como un producto vectorial de una fuerza aplicada (un
vector) y su distancia desde el pivote a la fuerza (un vector). Es
importante distinguir entre estos dos tipos de multiplicaciones de
vectores porque el producto escalar es una cantidad escalar y un
producto vectorial es una cantidad vectorial.

3.3.1 El producto escalar de dos vectores (Producto
Punto)

El producto escalar A - B de dos vectores es un nimero definido por
la ecuacion

K-ﬁ=ABcos¢ (3.1)
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donde ¢ es el angulo entre los vectores (que se muestra en la Figura

3.1). El producto escalar también se denomina producto punto
debido a la notacion dada.

En la definicién del producto escalar, la direcciéon del angulo ¢ no
importa, y se puede medir desde cualquiera de los dos vectores a la
otra porque cos¢ = cos(—¢) = cos(2m — ¢). El producto escalar es un
nimero negativo cuando 90° < ¢ < 180° y es un ndmero positivo
cuando 0° < ¢ < 90°. Ademas, el producto escalar de dos vectores
paralelos es A - B = ABcos0° = AB, y el producto escalar de dos
vectores antiparalelos es A - B =A4Bcos180° = —4B. El producto
escalar de dos vectores ortogonales desaparece: A-B=
ABcos90° = 0.

El producto escalar de un vector consigo mismo es el cuadrado de su
magnitud:

-2 NN
A =A-A=AAcos0 = A* (3.2)

@) ©) ©

Figura 3.1. El producto escalar de dos vectores. (a) El angulo entre los dosl/ectores. (b)
La proyeccion ortogonal A L del vector A en la direcciéon del vector B. (c) La
proyeccion ortogonal B L del vector B en la direcciéon del vector A
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q;i Ejemplo 3.1

El producto punto. Para los vectores mostrados en la figura,
encuentra el producto escalar A-F

Solucion

De la figura, las magnitudes de los vectores A y Fsond =10.0 yF =
20.0. El angulo 0, entre ellos, es la diferencia: 0 = ¢ —a = 110°—
35° =75°. La sustitucién de estos valores en la Ecuacion 3.1 da el
producto escalar. Un célculo directo nos da

A - F = AF cos6 = (10.0)(20.0)cos75° = 51.76

En el sistema de coordenadas cartesianas, los productos escalares del
vector unitario de un eje con otros vectores unitarios de otros ejes
siempre desaparecen porque son ortogonales:

- =il [jlcos90° = (1)(1)(0) = 0
i-k= || |k|cos90°—(l)(1)(0) 0
k- j=IKkl - [jlcos90° = (1)(1)(0) =0 (3.3)
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En estas ecuaciones, usamos el hecho de que las magnitudes de todos
los vectores unitarios son uno: |i| = [j| = [K| = 1. Para los vectores
unitarios de los ejes, la Ecuacion 3.2 da las siguientes identidades:

ii=f=j-j=j2=k-k=k (3.4)

La multiplicacion escalar de vectores es conmutativa,

— —

A-B=B-A (3.5)
y obedece a la ley distributiva:
A-B+C)=A-B+A-C (3.6)

Cuando los vectores en la Ecuacién 3.1 se presentan en sus
componentes rectangulares,

A=A i+A4,j+A4.k
B =B,it+B,j+ Bk
podemos calcular su producto escalar de la siguiente manera:
A B =(4,i+A4,j+A4.K) (Bi+B,j+B.k)
=ABii-i+AB)i-j+ABi-K
+ABj-i+A,B)j-jtTABj -k
+A.Bk-i+tA.B)k-j+A.B.k-Kk
Como los productos escalares de dos vectores unitarios de diferentes
ejes dan cero, y los productos escalares de los mismos vectores

unitarios dan uno (ver las ecuaciones 3.3 y 3.4), solo hay tres
términos distintos de cero en la anterior expresion.
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Por lo tanto, el producto escalar se simplifica a
A-B=A4,B,+A4,B,+A.B. (3.7)

Podemos usar la Ecuaciéon 3.7 para el producto escalar en términos
de los componentes escalares para encontrar el angulo entre dos
vectores. Cuando dividimos la Ecuacién 3.1 por AB, obtenemos la

ecuacion para cos¢, en la cual reemplazamos la Ecuacion 3.7:

A-B  AB.+A4,B,+A.B.
AB AB

cosg = (3.8)

El angulo ¢ entre los vectores A y B se obtiene calculando el coseno
inverso de la expresion en la Ecuacién 3.8.

qu Ejemplo 3.2

Tres perros estan tirando de un Balo en diﬁerentesA direccjones.
El primer perro tira con fuerza F; = (10.0i — 20.4j + 2.0kN, el

segundo perro tira con fuerza i‘z = (—15. 0i — 6. 2Ai)N y el tercer
perro tira con fuerza F3 = (5. 0i + 12. SJ)N ¢Cuadl es el angulo
entre las fuerzas Fl y F2

Solucion

Las componentes del vector de fuerza 17“1 son Fi, = 10.0N,Fy, =

—20.4N,y F, = 2.0N, mientras que las del vector de fuerza F, son
sz = _IS.ON,Fzy = O.ON,YFQZ =—6.2N.

El calculo del producto escalar de estos vectores y sus magnitudes, y
su sustitucion en la ecuacion 3.8 da el angulo de interés.
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Las magnitudes de las fuerzas E y ﬁl son

Fi = \/F12x +FL +FL,

_ \/10.02 +20.42+2.02N =22.8N

Fo= \JF3 4 F3 4 F3

= 1/15.02+6.22N = 16.2N

La sustitucion de los componentes escalares en la ecuacion 3.7 da
como resultado el producto escalar

F, - F, = F|,Fy, + FyFoy + Fi F),
— (10.0N)(~15.0N) + (~20.4N)(0.0N)
+ (2.0N)(~6.2N)
= —162.4N?

Finalmente, sustituyendo en la ecuacion 3.8 obtenemos el angulo

F, - F,
F1F)

_ (-162.4)N?

~ (22.8N)(16.2N)

cosg =

=—0.439

Luego

¢ = cos '(—0.439) = 116.0°
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ig Ejemplo 3.3

El trabajo de una fuerza

Cuando una fuerza F tira de un objeto y causa su
desplazamiento D, decimos que la fuerza realiza un trabajo.

La cantidad de trabajo que hace la fuerza es el producto escalar

- =

F-D. Si el palo del ejemplo anterior se mueve
momentaneamente y se desplaza por el vector D= (—7.9]' —
4.2i<) cm, ;cuanto trabajo realiza el tercer perro en el ejemplo
anterior?

Solucion

Calculamos el producto escalar del vector de desplazamiento D con
el vector de fuerza F3 = (5.0i + 12.5j) N, que es la traccion del tercer
perro.

Usemos W5 para denotar el trabajo hecho por la fuerza f‘3 en el
desplazamiento D.

Calcular el trabajo es una aplicacién directa del producto escalar:
W3 = ﬁ3 . ﬁ
= F5.D, + F3yDy + F5.D,
= (5.0 N)0.0 cm)+ (12.5 N)(—=7.9 cm) + (0.0 N)(—4.2 cm)
=-—98.7N -cm
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3.3.2 El producto vectorial de dos vectores (el
Producto cruz)

El producto vectorial de dos vectores A y B se denotacomo A X By a
menudo se denomina producto cruz. El producto vectorial es un
vector que tiene su direccién perpendicular a ambos vectores A y B.

—

En otras palabras, el vector A x B es perpendicular al plano que
contiene los vectores A y B, como se muestraen la Figura 3.2.

La magnitud del producto vectorial se define como
A x B = ABseng (3.9)

donde el angulo ¢, entre los dos vectores, se mide del vector A
(primer vector en el producto) al vector B (segundo vector en el
producto), como se indica en la Figura 3.2, y estad entre 0° y 180°. De
acuerdo con la Ecuacién 3.9, el producto vectorial desaparece para
pares de vectores que son paralelos (¢ = 0°) o antiparalelos (¢ =

180°) porque sen 0° = sen 180° = 0.

Enlalinea perpendicular al plano que contiene los vectores A y B hay
dos direcciones alternativas, arriba o abajo, como se muestra en la
Figura 3.2,y la direccion del producto vectorial puede ser cualquiera
de ellas. En la orientacién estandar a la derecha, donde el angulo
entre vectores se mide en sentido antihorario desde el primer vector,
el vector A x B apunta hacia arriba, como se ve en la Figura 3.2 (a). Si

invertimos el orden de la multiplicacién, de modo que ahora B es
primero en el producto, entonces el vector B X A debe apuntar hacia

abajo, como se ve en la Figura 3.2 (b).
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Figura 3.2. El producto vectorial de dos vectores se dibuja en un espacio
tridimensional. (a) El vector producto A X B esun vector perpendicular al plano que
contiene los vectores A y B. Los cuadrados pequenos d|bu1ados en perspectiva marcan
angulos rectos entre A y C y entre B y C de modo que si A y Bse encuentran en el
suelo, el vector C apunta verticalmente hacia arriba. (b) El producto vector B X A esun
vector antiparalelo al vector A x B,

Esto significa que los vectores AxB y B x A son antiparalelos entre
si y que la multiplicacién vectorial no es conmutativa, sino
anticommutativa. La propiedad anticomutativa significa que el
producto vectorial invierte el signo cuando el orden de multiplicacion
se invierte:

AxB=-BxA (3.10)
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La regla de sacacorchos de la mano derecha es un mnemotécnico
utilizado para determinar la direccién del producto vectorial. Como
se muestra en la Figura 3.3, se coloca un sacacorchog en una
direccion perpendicular al plano que contiene los vectores Ay B,y su
mango gira en la direccién del primer vector al segundo vector. La
direccion del producto cruz viene dada por la progresion del
sacacorchos.

.
=]

: A\”

y %0

Interactivo 3.1. Regla de la mano derecha

En la escena interactiva anterior, hemos recreado la regla de la mano
derecha (sin el sacacorchos).
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Figura 3.3. La regla de sacacorchos o dg la mano derecha se puede usar para
determinar la direccién del producto cruz A x B. Pon un sacacorchos en la direcciéon
perpendicular al plano que contiene los vectores A y ﬁ, y giralo en la direccién del
primer al segundo vector en el producto. La direccién del producto cruz viene dada por
la progresion del sacacorchos. (a) Movimiento hacia arriba significa que el vector del
producto cruz apunta hacia arriba. (b) Movimiento hacia abajo significa que el vector
de producto cruz apunta hacia abajo.

= Ejemplo 3.4

El momento de una fuerza

La ventaja mecanica que proporciona una herramienta familiar
llamada llave (figura 3.4), depende de la magnitud F' de la fuerza
aplicada, de su direccion con respecto al mango de la llave, y de
cuan lejos de la tuerca se aplica esta fuerza.
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rﬁE Ejemplo 3.4 (cont.)

La distancia R desde la tuerca hasta el punto donde se une el
vector de fuerza F est3 representado por el vector radial R La
cantidad de vector fisico que hace que la tuerca gire se llama
torque, par o momento (que denotaremos por 1\71), y es el
producto vectorial de la distancia del pivote a la fuerza:

M=RxF

Para aflojar una tuerca oxidada, se aplica una fuerza de 20.00 N
al mango de la llave a un angulo ¢ = 40° y a una distancia de
0.25 m de la tuerca, como se muestra en la figura 3.4 (a).
Encuentra la magnitud y direccion del momento aplicado a la
tuerca. ;Cual seria la magnitud y la direccion del momento si la
fuerza se aplicara en el angulo ¢ = 45°, como se muestra en la
figura 3.4 (b)? ;Para qué valor de angulo ¢ tiene el momento la
mayor magnitud?

Solucion

Adoptamos el marco de referencia que se muestra en la figura 3.4,

donde los vectores R y F se encuentran en el plano xy y el origen esta
en la posicion de la tuerca. La direccién radial a lo largo del vector R
(apuntando desde el origen) es la direccién de referencia para medir
el angulo ¢ porque R es el primer vector en el producto vectorial
M = R x F. El vector M debe estar a lo largo del eje z porque este es

el eje que es perpendicular al plano xy, donde estan ambos Ry F.
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Para calcular la magnitud A, usamos la Ecuacion 3.9. Para encontrar
la direccion de M, usamos la regla de sacacorchos o de la mano
derecha (Figura 3.3).

nut

(@)

Figura 3.4. Una llave proporciona agarre y ventaja mecanica al aplicar torque para
girar una tuerca. (a) Gira en sentido antihorario para aflojar la tuerca. (b) Giralaen el
sentido de las agujas del reloj para apretar la tuerca.

Para la situacion en (a), la regla del sacacorchos da la direccion de
R % F en la direccién positiva del eje z. Fisicamente, significa que el
torque M sefala fuera de la pagina, perpendicular al mango de la
llave. ldentificamos F =20.00 N y R=0.25m, y calculamos la
magnitud usando la Ecuacion 3.9:

M =R x F| = RF sen¢
= (0.25 m)(20.00 N)sen 40°
=321 N-m
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Para la situacion en (b), la regla del sacacorchos da la direccion de
R x F en la direccién negativa del eje z. Fisicamente, significa que el
torque M apunta a la pagina, perpendicular al mango de la llave. La
magnitud de este par es

M =|RxF| = RF sen¢
=(0.25 m)(20.00 N)sen 45°
=353N 'm

El momento tiene el mayor valor cuando sen¢ = 1, que ocurre cuando
¢ = 90°. Fisicamente, significa que la llave inglesa es mas efectiva,

dandonos la mejor ventaja mecdnica, cuando aplicamos la fuerza
perpendicular al mango de la llave. Para la situacién en este ejemplo,
este valor de mejor momento es

Mipimo = RF = (0.25 m)(20.00 N) = 5.00 N - m

Similar al producto punto, el producto cruz tiene la siguiente
propiedad distributiva

Ax(B+C)=AxB+AxC (3.11)

La propiedad distributiva se aplica con frecuencia cuando los
vectores se expresan en sus componentes rectangulares, en términos
de los vectores unitarios de los ejes cartesianos.

Cuando aplicamos la definicién del producto cruz, ecuacion 3.9, a los
vectores unitarios i, j y k que definen las direcciones positivas x, y,y z
en el espacio, encontramos que

A A

ixi=jxj=kxk=0 (3.12)
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Todos los demas productos cruz de estos tres vectores unitarios
deben ser vectores de magnitudes unitarias, porque i,j y k son
ortogonales.

Por ejemplo, para el parAi y j la magnitud es li le = ijsen90° =
(1)(1)(1) = 1. La direccién del producto vectorial A1><j debe ser
ortogonal al plano xy, lo que significa que debe estar a lo largo del eje
z. Los unicos vectores unitarios a lo largo del eje z son —k o +k. Por la
regla de la mano derecha, la direccion del vector Ai><j debe ser
paralela alejez p05|t|vo Por lo tanto, el resultado de la multiplicacion
i ><] es idéntico a k. Podemos repetir un razonamiento similar para

los pares restantes de vectores unitarios. Los resultados de estas
multiplicaciones son

ixj-k
jxk=i
kxi=j (3.13)

Observa que en la ecuacién 3.13, los tres vectores unitarios i,j y k

aparecen en el orden ciclico que se muestra en un diagrama en la
ﬁgura 3. 5( ). El orden CIC|ICO S|gn|ﬁca que en la formula deI producto
isiguea ky estd antes dEJ, ok sigue a j y viene antes dei ojsigueai
y viene antes de k. El producto cruz de dos vectores unitarios
diferentes es siempre un tercer vector unitario. Cuando dos vectores
unitarios en el producto cruz aparecen en el orden ciclico, el
resultado de dicha multiplicacién es el vector unitario restante, como
se ilustra en la figura 3.5(b). Cuando los vectores unitarios en el
producto cruz aparecen en un orden diferente, el resultado es un
vector unitario que es antiparalelo al vector unitario restante, es
decir, el resultado es con el signo menos, como se muestra en los
ejemplos de la figura 3.5(c) y figura 3.5(d).
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(d)

Figura 3.5. (a) El diagrama del orden ciclico de los vectores unitarios de los ejes. (b) Los
Unicos productos cruz donde los vectores unitarios aparecen en el orden ciclico. Estos
productos tienen el signo positivo. (c, d) Dos ejemplos de productos cruz donde los
vectores unitarios no aparecen en el orden ciclico. Estos productos tienen el signo
negativo.

Supongamos que queremos encontrar el producto cruzado AxB
para los vectores A=A,i+A4,j+A.k y B=B\i+B,j+BKk
Podemos usar la propiedad distributiva y los resultados en la

Ecuacion 3.12 y la Ecuacién 3.13 para que realizar las siguientes
operaciones algebraicas:

100


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Estatica/imagenes/cap3/39.jpg

A x B = (4,i+A,j+ A.k) x (Bi+ B,j + B.k)

= A,i % (Byi + B,j + B.K) + 4,i x (B,i + B,j + B.K)
+A4.ix (Bi+ B,j + B.k)

= A B xi+AB)ixj+A,B.1xk
+A,B,j x i+ A,B,j % j+A,B.j x k
+A.B)kxit+A.B)kxj+A.B.kxk

= A,B,(0) X i+ 4,B,(+k) + 4,B.(-j)
+ A,B(—k) + 4,B,(0) + A, B.(+)
+ A By(+]) + A B,(-1) + 4.B.(0)

Al realizar las operaciones algebraicas que involucren el producto
cruz, ten mucho cuidado de mantener el orden correcto de
multiplicacion porque el producto cruz es anticommutativo.
agrupando los términos que contienen un vector unitario comuin y
factorizando, obtenemos la siguiente expresién muy util para el
calculo del producto cruz:

— —

C=AxB
= (4,B. — A.B))i+ (4.B; — A,B.)j (3.14)
+(4,B, — 4,B,)k

En esta expresion, los componentes escalares del vector de producto
cruz son

Cy=A,B.—A.B,
C, =A.B,— A.B.
C.=A.B, — A,B, (3.15)
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3.4 Momento de una fuerza con respecto a un
punto

En el apartado anterlor |nd|camos qgue el torque o momento esta
dado por la expresion M = R x F. El momento de una fuerza F con
respecto al punto O, o con respecto al eje del momento que pasa por
Oy es perpendicular al plano que contienea O vy a f? lo denotaremos
como:

=S|

Mozﬁx

(3.16)

Figura 3.6. Denme un punto de apoyo y moveré el mundo (crédito: Mechanics
Magazine, en Wikimedia).

A continuacioén, presentamos cuatro objetos interactivos tomados de
la Unidad Didactica Interactiva "Momento de una fuerza respecto a
un punto", del Proyecto Un_100, disenada por el autor de este libroy
publicada en la Red Educativa Digital Descartes y en el portal y en el
portal Prometeo de la UNAM de México.
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Una forma efectiva de desapretar las tuercas de una
llanta, es usando una palanca mas larga.

Ahora, ;entiendes el mensaje de Arquimedes?

iDadme una palanca y moveré el mundo!
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Ecuaciones del momento de una fuerza

Como vimos, en la motivacion, hay muchas situaciones
en las que una fuerza produce un giro o una rotacion
alrededor de un punto.

En la figura de abajo, hay una placa rigida en la que
actla una fuerza F, el momento de F alrededor del
punto o lo hemos representado por Mo, el cual es
perpendicular al plano. La ecuacion para hallar el
momento esta dada por la expresion Mo = Fd.

Observa que F tiende a rotar la placa en el sentido
antihorario.
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3.4.1 Formulacion vectorial del momento de una
fuerza

Componentes rectangulares del momento

3]

El momento de una fuerza, en el espacio, se puede simplificar si la fuerza F
y el vector de posicion r, se expresan en sus componentes rectangulares x, y
y z. Las componentes de la fuerza F son Fx, Fy, Fz aplicadas en el punto A =
(x, v, ). Las componentes rectangulares del vector de posicion r son iguales
a las coordenadas x, y, v z del punto A, entonces: r=xi+yj +zk
F=F i+Fj+F k

Substituyendo estas expresiones en la ecuacion Mo =r x F y considerando
que las componentesde Mo son M i + M j + M_k, tendriamos:

w; = J"F: = ZFJ" "F”_'l- = zF.r = IF:T M = 'rF_s' o -VF x

< 1/2 >
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3.4.2 Teorema de Varignon

Teorema de Varignon

Principio de momentos o teorema de Varignon

En la figura de la ventana superior, observamos tres
fuerzas concurrentes al punto A (puedes rotar la
imagen con clic sostenido).

Y\
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A continuacién, presentamos tres ejemplos de aplicacion, tres de
ellos son escenas interactivas tomadas de la Unidad Didactica
Interactiva "Momento de una fuerza respecto a un punto", del
Proyecto Un_100.

Ejemplo 3.5

Una barra empotrada en el extremo izquierdo y de 50
pulgadas de longitud, esta sometida a una fuerza de
30 libras aplicada en el extremo derecho.

El momento en el punto O seria de 1500.00 Ib-in

Cambia la posicion de la fuerza haciendo clic en las
flechas del control.

30 1b
50 in.

50 in

4 )
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Ejemplo 3.6

A una caja de madera se le aplica una fuerza de 800 N
en el extremo inferior derecho. La fuerza forma un

angulo con el piso de 65° ;Cual es el momento que
produce la fuerza alrededor del punto A?

;Qué ocurre cuando el angulo vale cero?

Haz clic en las flechas del control para cambiar el valor
del angulo.

Mo =rF sen 0
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: Ejemplo 3.7

Un balancin soporta dos bloques de marmol. El de la
izquierda pesa 400 N y esta a una distancia de 1 m del
apoyo 0, el blogue de la derecha pesa S00 N y esta a
una distancia de 2,5 m del apoyo 0.

Si cada peso genera un momento alrededor del apoyo
O con sentido contrario, ;Cual es la diferencia de

momentos aplicados en el apoyo?

Escribe tu respuesta y pulsa intro

0
Escribe el valor de |a diferencia entre los dos momentos

y pulsa intro. Las unidades estan dadas en N'm

Diferencia=
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Ejemplo 3.8

Una barra de 30 ¢m de longitud esta sometida a dos
fuerzas, en uno de sus extremos. Se desea calcular el
momento alrededor del punto A.

200N

Solucion.

Para este caso vamos a recurrir a la expresion:
Mz = Z{IF_ y — yFx) , entonces:

M, = (0.4-200+300-sen(45)) — 0.3-300-cos(45)
M,=101.21 N'm
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3.5 Momento de una fuerza con respecto a un
eje especifico

En el apartado 3.3.2, evidenciamos que el momento tiene el mayor
valor cuando sen¢ =1, que ocurre cuando ¢ = 90°. Fisicamente,

significa que una llave (como la de la figura 3.7) es mas efectiva,
dandonos la mejor ventaja mecanica, cuando aplicamos la fuerza
perpendicular al mango de la llave. En general, para cualquier eje, el
valor escalar del momento esta dado por:

M=Fd (3.17)

En la ecuacion 3.17, d es la distancia del eje a la linea de accién de la
fuerza.

Figura 3.7. Momento de la fuerza F con respecto al erje x.
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3.6 Apoyos y reacciones

Cuando un cuerpo rigido esta sometido a diferentes fuerzas
externas, se presentan diferentes tipos de reacciones en los
sooportes o apoyos que tiene el cuerpo rigido. Presta atencion al
siguiente video (creado por el autor de este libro), para que te
familiarices con las reacciones, que seguiremos usando en el resto de
apartados.

= ,
e Videos

p 0:00/904

Video 3.1. Apoyos, reacciones y diagramas de cuerpo libre.

En conclusion, si un apoyo evita la traslacion del cuerpo
rigido en una direccion cualquiera, entonces se genera una
fuerza una reaccion direccion. Si el apoyo evita una rotacion,
se genera un momento sobre el cuerpo rigido.
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3.7 Diagramas de cuerpo libre

En el video 3.1, se describen los diagramas de cuerpo libre para una
viga simplemente apoyada con carga puntual y carga distribuida,
ademas de usar las ecuaciones de equilibrio del cuerpo rigido, que
explicaremos en el apartado 3.8. En general, en el diagrama de cuerpo
libre se sustituyen los apoyos por la reacciones. Observa la siguiente
escena interactiva:

Diagrama de cuerpo libre

La armadura estd soportada por dos apoyos. El
primero de ellos es una articulacion que restringe el
movimiento en las direcciones x y y, el segundo es un
rodillo que impide el desplazamiento vertical.

En el diagrama de cuerpo libre, se eliminan los apoyos
sustituyédolos por las reacciones.

4 N B N

|
Ll BURS o Sl B 0 ol TR = ol PR

+ Im L Im *

< /e >
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3.8 Ecuaciones de equilibrio del cuerpo rigido

Observa las cinco escenas en el siguiente objeto interactivo, que
hacer parte de la Unidad Didactica Interactiva "Equilibrio de Cuerpo
Rigido", del Proyecto Un_100, disefiada por el autor de este libro.

Partiendo de la armadura de la figura, presentada en su
diagrama de cuerpo libre, estableceremos las
ecuaciones que garantizan el equilibrio de la estructura.

Todo cuerpo cuando estd sometido a un sistema de
fuerzas, que se encuentran en el plano XY, puede
representarse con las fuerzas descompuestas en sus
componentes x y y. Permitiendo garantizar las
siguientes condiciones de equilibrio en dos
dimensiones:
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Ejemplo 3.9

Viga empotrada con carga puntual

2 =
& |

L=10

a = 10.00 IHI}

M, M

1

Diagrama de cuerpo libre

o O B

Calculo de reacciones

En este ultimo ejemplo, tenemos una viga empotrada con una
carga p a una distancia a del apoyo fijo.

“EF,=0
R,-80=0 R,=80

“EM, =0
M, —80(10) =0 M, =800
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Ejemplo 3.10

Viga simplemente apoyada con
carga puntual

Encuentra las reacciones en la siguiente viga, usando: a)
Ecuaciones de equilibrio, b) El método explicado en el video 3.1

8000 Ib

Solucion

En primer lugar, dibujamos el diagrama de cuerpo libre:

80001b
20m

R, 80m

y

+#

a) Por ecuaciones de equilibrio
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Sumamos momentos con respecto al punto 4

ATYML=0
S8Rz —6- 8000 /b =0
_ 48000 /b
5 8
Ry = 6000 [b

Sumamos las fuerzas verticales

"X Fy =0
R4+ R —8000=0
R4 = 8000 — 6000
R4 =2000 b

Observa que para hallar R4 solo usamos las unidades al final, pues al
tener unidades consistentes podemos obviarlas durante el calculo.

b) Usando el método del video

Basta usar las expresiones: Ry = (Pb/L) = (8000 - 2)/8 =2000 /b y
R4 = (Pa/L)= (8000 - 6)/8 = 6000 Ib.
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= Ejemplo 3.11

Encuentra las reacciones en el siguiente cuerpo rigido
(problema 5.91 de Hibbeler [4])

10 kN

l—1.6 m l 1.6 m i

=

W <

0.8 m

Si hallamos momentos en el punto B, podemos hallar R 4:

ot ZMB =0
—(1.2 +1.2cos 60°)R, +10(0.6 + 1.2cos 60°)+0.4-6=0
_ 12+24
4 1.8
Ry =8 kN
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Ahora, podemos hallar R,, sumando las fuerzas verticales:

T YFy =0
Ry +Rp, — 10— 6sen 30° =0
R, =10+3 -8
Ry = 5 kN

Fnalmente, podemos hallar R,, sumando las fuerzas horizontales:

—"SF,=0
Rp, —6cos 30°=0
Rp, = 6c0os 30°
Rpy = 5.2 kN

Las componentes rectangulares de la fuerza de 6 kN, se pueden
obtener determinando el angulo que forma con la horizontal, el cual
es 30°

Ahora, ya podras entender, en parte, el video presentado en el
prefacio.
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3.9 Ejercicios y respuestas - Capitulo Il

)

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO I

Producto de vectores

1. Encuentra los angulos que el vector D = (Z.Oi —4.0§+ f{)
m hace con los ejes x, y vy Z.

2. Suponiendo que el eje + x es horizontal a la derecha para los
vectores en la flgura encuentra Ios s;gwentes productos

vectoriales: (a )AxC (b)AxF (c)DxC (d )A><[
ZC),(e)ixB,() x B, (g)(31 )><B (h) B x B.

Respuestas
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Capitulo 4

Centroides y cargas
distribuidas
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Centroides y cargas distribuidas

4.1 Introduccion

)

En el estudio de la mecanica de solidos y estructuras, existen
fendmenos fisicos que se caracterizan por la distribucion de
fuerzas a lo largo de un area determinada. Estas fuerzas,
conocidas como fuerzas distribuidas, son de vital importancia
para comprender el comportamiento y la respuesta de los
materiales y sistemas ante cargas externas.

El concepto de centroide juega un papel fundamental en el
analisis de fuerzas distribuidas, ya que nos permite
determinar el punto de aplicacién de una fuerza equivalente,
gue resume el efecto de la distribucidon continua de cargas
sobre un elemento o una estructura. El centroide se define
como el centro geométrico de un area, considerando la
ponderacion de las distintas secciones de acuerdo a su
geometria y magnitud de la carga.

Al comprender cémo se distribuyen las fuerzas a lo largo de
un elemento, podemos determinar con mayor precision el
comportamiento estructural y predecir como responderd
frente a las cargas externas. Ademas, el analisis de los
centroides y las fuerzas distribuidas nos permite calcular
magnitudes importantes, como momentos de inercia,
momentos estaticos y esfuerzos internos, que son cruciales
para el diseno y la optimizacién de estructuras.




4.2 Centro de gravedad

El centro de gravedad, también
conocido como centro de masas,
es un punto en un cuerpo o
sistema donde el peso se
distribuye uniformemente. Es el
punto donde se puede considerar
gue la fuerza de la gravedad esta
concentrada. La ubicacion del Bajo peso
centro de gravedad depende de la especifico
distribucién de la masa dentro del
sistema. Si un objeto se encuentra
en equilibrio, su centro de
gravedad estara ubicado Figura4.1. Bobo doll (imagen de Sémhur,
directamente sobre su base de CCBY-SA 4.0).

soporte (como el caso del mufieco

bobo en la figura 4.1. Si el centro de gravedad se encuentra fuera de
la base de soporte, el objeto tendera a inclinarse o volcar. El
conocimiento del centro de gravedad es crucial en el diseno de
estructuras, vehiculos y objetos que deben mantener un equilibrio
estable (observa el video 4.1).

Muiieco bobo

Centro de masas

Alto peso
especifico

Enlafigura 4.2, presentamos un cuerpo en el cual cada particula tiene
un peso que representamos como AW, AW,, AW5, --- AW;, fuerzas
dirigidas al centro de la Tierra, que supondremos paralelas. La fuerza
resultante W = > AW, se aplica en el centro de gravedad del cuerpo.

Este punto de aplicaciéon se puede encontrar con la condicion de
equilibrio de momentos con respecto a los ejes x e y. Punto que
denotaremos como (X, ).
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y

Figura4.2. Centro de gravedad y peso total de un cuerpo.

Video 4.1. Centro de Gravedad en juguetes (Video de Pei Chun Ho *, en YouTube)
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Por sumatoria de momentos, obtenderiamos:

ZMyI xW =x Wi +xo Wy + xs W5+ - +x,W,
XM YW =y Wit Wy +y3s W+, W, (4.1)

En general, para todas las particulas del cuerpo:

w=[dw xwW=]xdw yW=[ ydw (4-2)

4.3 Centroides de area

Supongamos que el cuerpo de la figura 4.2 es una placa plana de
espesor uniforme; por lo tanto, el peso lo podemos expresar como
W = ytA, donde y es el peso especifico del cuerpo y ¢ el espesor. Al
reemplazar en las ecuaciones 4.2, obtenemos:

| xdA | yda

y= (4.3)

X =

fad "~ Taa

Que son las coordenadas del centro geométrico de la placa, también
conocido como centroide de area. Si el cuerpo es uniforme y de
espesor delgado, el centroide coincide con el centro de gravedad.

m Microsoft Bing

El centroide de un area puede ser considerado como su

centro geométrico. Si se tiene una placa delgada y uniforme,
entonces el centroide seria el mismo que el centro de masa
para esta placa delgada.
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4.3.1 Centroides en placas con ejes de simetria

En placas delgadas que presenten uno o mas ejes de simetria, el
centroide se encuentra en un eje de simetria o en la interseccion de
dichos ejes. Por ejemplo, en un paralelogramo el centroide se
encuentra en la interseccién de las diagonales (ver puntos naranja en

la figura 4.3):
{) X
e

Figura 4.3. Centroides en areas con ejes de simetria.

—i

Esta propiedad que tienen algunas placas delgadas con ejes de
simetria, es util para el calculo de centroides usando la ecuacién 4.3,
tal como lo evidenciaremos en el siguiente ejemplo en el cual
hallaremos el centroide de un triangulo rectangulo.
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qﬁ Ejemplo 4.1

Halla las coordenadas del centroide correspondiente al
triangulo mostrado en la siguiente figura:

La figura la hemos preparado para aplicar las ecuaciones 4.3, he
iniciaremos con el calculo de x:

[ xd4 | xdA
= —

| da

A

Sabemos que 4 = bz—h y= %(b—x)ydA = ydx.

Hallemos, entonces, la integral del numerador:
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b b
[ xdAd=] xydx

0 0
b
h
=[ x=(b—x)dx
o b
b
6
Por lo tanto,
2
fdi M
- _ _ 6 :E
YT bh 3
2

Para el calculo de y usaremos el mis diferencial de area:

| yd4

y:T

Observa, en la figura, que X =x y y = /2, este ultimo porque el
centroide de dA se encuentra en la interseccioén de las diagonales del
rectangulo, entonces:

h b h h

| ydd4 | [ (0 =91l (b~ x)]dx
- _ 0 _ 0
YTy 4

Resolviendo la integral y simplificando:
h

Y73
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4.3.2 Centroide de un triangulo

Para un tridangulo rectangulo, demostramos que el centroide se
encuentra a un tercio de la altura y a un tercio de la base; es decir, a
un tercio de cualquiera de los catetos:

2h/3

h/3

| | |

"b/3 2b/3

Figura 4.4. Centroide en un tridngulo rectangulo.

Para un tridngulo cualquiera, el centroide es el baricentro del
triangulo; es decir, donde las medianas del triangulo se intersecan.

Si conocemos las coordenadas de los vértices del tridngulo, el
centroide se puede calcular asi:

X1 +txa+tx3 yi+tytys
3 ’ 3

(x, ) = ( ) (4.4)

En el siguiente interactivo, mueve los vértices y verifica la expresion
anterior o, si lo deseas, las expresiones encontradas para tridngulos
rectangulos (figura 4.4).
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Centroide de un triangulo

X;+XxX,+Xx3; y+y,+
b
3 3

73y = (3.33, 4.00)
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4.3.3 Centroides de areas compuestas

En una placa delgada compuesta de triangulos, rectangulos u otras
formas comunes, en los que se saben la ubicacién de cada una de esas
partes, es posible no recurrir a la integracién para determinar el
centroide de la placa; para ello recurrimos a las sumatorias discreta (>
), en lugar de las somatorias continuas (f ), asi:

3= > Xcidi 5= 2 Veidi 4.5)
A A '
En ingenieria interesa conocer el centroide en las secciones
transversales de elementos como vigas, columnas, viguetas o perfiles
metdlicos. En estos ultimos, las secciones suelen tener |la forma de una

l,unaCounaTcomo lade lasiguiente figura:

8cm X

Figura 4.5. Seccién transversal "T" de una viga.

En este caso, solo tendriamos que hallar y, pues x se encuentra en el
eje de simetria. A continuacién, presentamos dos objetos interactivos,
en el segundo resolvemos el caso de la figura 4.5.
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Centroide de areas compuestas

Hemos dividido el poligono en triangulos. Observa las
coordenadas del centroide de cada uno de ellos. Mueve los
vértices para configurar otros poligonos.

Centroides

Para areas compuestas, las integrales (sumas) que usaremos

Lx A, YA
son:x, = y. =

310.3

2173.8

LY¥qA; _ 21738
2010

=10.8
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Centroides en secciones de perfiles

e s

Unidades en decimetros

+ - N +

Solucion

Patin superior

Area = 3.0 Y =25
Alma

Area=0.8 y_,=15
Patin inferior
Area=08 y.,=05

y. = (2.5)(3.0) + (1.5..:(;]!.8] +(0.5)(0.8) _ 19.8cm
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En el primer objeto interactivo, fue posible dividir el area en
triangulos y aplicar la ecuacién 4.4, para calcular el centroide del
poligono.

En el segundo objeto interactivo, se presenta la seccion transversal
de unaviga, la cual podemos modificar cambiando las dimensiones de
los patines (superior e inferior) y del alma, conformando perfiles "I",
"T" o rectangulares, el cdlculo del centroide se realiza usando las
ecuaciones 45. Verifica que para una seccion rectangular el centroide
se encuentraen h/2 = (hps + ha + hpi)/2.

Hagamos el calculo de y para el perfil de la figura 4.5:

- _ 2V,
YT
_ Ye alma * Aalma Ve pafin superior ' Ac alma
Atotal
_ 10(20 - 8)+25(30 - 10)
20-8+30-10
9100
460
= 19.8 cm

objeto

Que coincide con el primer resultado mostrado en el
interactivo de la pagina anterior.

El calculo de y, en perfiles como los anteriores, los vamos a usar en el
disefo de vigas, para separar zonas de traccién y compresion, a
través de una superficie llamada plano neutro.

En las ecuaciones 4.5 hay que poner cuidado cuando se presentan
orificios (area negativa). Observa el siguiente ejemplo.
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qﬁ Ejemplo 4.2

Halla las coordenadas del centroide correspondiente a la
siguiente area compuesta:

Y

»

3pulg  4pulg 3pulg

. A

o

N

~
f

Solucion

Podemos dividir el area en cuatro regiones, tal como se indica en la
figura 4.5, una de ellas es un vacio (44), correspondiente a un cuarto
de circulo, que se debe restar al rectangul 45.

Hallemos, inicialmente el area total:

A=A +A,+ Az — A4
=3-10+3-3/2+3-7—n(3)*/4
= 48.43 pulg?
Para usar las ecuaciones 4.5, debemos conocer el centroide de un

cuarto de circulo; para ello, consulta la tabla de centroides en la caja
de herramientas.
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~ 3pulg  4pulg
A, A3
Al

3 pulg

v
>

Figura 4.6. Area compuesta del ejemplo 4.2.
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Region o

Ay 30.0 5.0 1.5 150 45
A 4.5 2.0 4.0 9 18
As 21.0 6.5 4.5 136.5 94.5
Ay —7.07 8.73 4.73 —-61.72 —33.44
> 48.43 233.78 124.1
Finalmente,

- ZchiAl - ZyNiAl

S E G

X =4.83 pulg Yy =2.56 pulg
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4.4 Fuerzas distribuidas en vigas

Observa el siguiente video, realizado por el autor de este libro:

Viga sometida a carga distribuida

»  0:00/1:10

Video 4.2. Centro de Gravedad en juguetes (Video de Pei Chun Ho, en YouTube)
Notaste que la posicion de la fuerza resultante es x:

I xdA f xdA
% = —

| da

A

Y, ademas, que la fuerza resultante es el area bajo la curva:

Fr=| dd=4 (4.6)
A
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En el mundo real, se presentan situaciones donde se hacen presentes
las fuerzas o cargas distribuidas. Existen muchas posibles
distribuciones de fuerzas. Presiona sobre las imagenes, para que
conozcas algunas de esas distribuciones.

Algunos tipos de fuerzas distribuidas
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A continuacién, observa algunos ejemplos tomados de la Unidad
Didactica Interactiva "Fuerzas distribuidas”, del Proyecto Un_100.

Fuerza resultante y punto de aplicacion

Una fuerza distribuida de forma parabolica, se muestra en

la figura. La fuerza resultante F, como lo viste en el video,

debe serigual a la suma de todas la fuerzas de la parabola,
que equivale al area debajo de la curva de carga:

e

L
F=[,dA = [ kde = [ ke’ dx

kL’

e
=3

Haz clic en el boton para mostrar la fuerza resultante.

Fuerza resultante
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Ejemplo 4.3

Fuerza uniformemente distribuida

En este ejemplo, vamos a reemplazar la carga
uniformemente distribuida por una fuerza resultante
equivalente. Hallaremos, ademas, su ubicacion medida
desde el apoyo A. Puedes modificar la longitud donde
actua la fuerza distribuida. Para ello, arrastra el boton
azul. Luego haz clic en "Fuerza resultante™.

i
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Ejemplo 4.4

Fuerza distribuida en forma triangular

En este ejemplo, vamos a reemplazar la carga distribuida
en forma triangular, por una fuerza resultante equivalente.
Hallaremos, ademas, su ubicacion medida desde el punto
A. Puedes modificar la longitud donde actia la fuerza
distribuida. Para ello, arrastra el boton azul. Luego haz clic
en " Fuerza resultante”.
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Ejemplo 4.5

Fuerzas distribuidas combinadas

Una viga empotrada en A esta sometida a dos tipos de
cargas distribuidas. Vamos a reemplazar estas cargas por
una fuerza resultante equivalente. Hallaremos la ubicacion
de la fuerza resultante medida desde el punto A. Puedes
maodificar la distribucion de las cargas. Para ello, arrastra el
boton azul. Luego haz clic en "Fuerza resultante”.

q
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Ejemplo 4.6

Superficies sumergidas

En la imagen observamos una presa, que se usa para
contener o represar un volumen de agua.

La superficie de la presa que se haya en contacto con el
agua, es una region sumergida que queda sometida a la
presion del agua.

Haz clic en el botén » para observar las fuerzas que
produce la presién del agua.

< 14 >
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4.5 Momentos de inercia

)

En mecanica de materiales, los momentos de inercia en son
propiedades fisicas que describen como se distribuye la masa
alrededor del eje de un elemento estructural y cdmo esta
distribucién de masa afecta a su resistencia a la flexion.

El momento de inercia de la seccién transversal de un
elemento estructural, también conocido como momento de
inercia de area, se representa comunmente con el simbolo "I"
y se calcula integrando la funcién que describe la distribucion
de masa de la seccién transversal respecto al eje de
referencia. Este momento de inercia se utiliza para
determinar la resistencia a la flexion y deflexion de las vigas
cuando se somete a cargas externas.

El momento polar de inercia, representado cominmente por
el simbolo "J", se utiliza para analizar la resistencia a la torsién
de una viga. Este momento de inercia se obtiene calculando la
suma de los momentos de inercia de cada elemento
diferencial de masa de la seccion transversal alrededor del eje
de referencia.

El momento de inercia refleja la distribucién de masa de un
cuerpo o de un sistema de particulas en rotacion, respecto a
un eje de giro. El momento de inercia solo depende de la
geometria del cuerpo y de la posicién del eje de giro; pero no
depende de las fuerzas que intervienen en el movimiento.




4.5.1 Segundo momento de area

En el apartado anterior, definimos en la ecuacion 4.3, que:
yA=1] ydA

La expresion de la derecha de la ecuacion, se conoce como primer
momento de area.

Los momentos de inercia de un area diferencial d4 con respecto a los
ejes x e y se definen como un segundo momento de area:

L= y%d4 I,=] x*dA 4.7)
A A

Videos

MOMENTO DE INERCIA

EN UNA VIGA

» 0:00/0:51

Video 4.3. Momento de inercia de una viga (Video de BioMechie *, en YouTube)
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: Ejemplo 4.7

Momento de inercia de un rectangulo

Vamos a deducir el momento de inercia de un
rectangulo, con respecto al eje x. Para elieje y. el
procedimiento es similar.

Haz clic en el boton "Continuar"
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Ejemplo 4.8

Momento de inercia de un triangulo

En la figura aparecen los momentos de inercia con
respecto al eje x que pasa por el origen de
coordenadas y con respecto al eje - que pasa por el
centroide del rectangulo.

Inicio
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4.5.2 Momento polar de inercia

S
El momento polar de inercia describe la distribucion de area

de un objeto con respecto a un punto en su plano. El
momento polar de inercia también puede ser descrito como
la resistencia de un eje o viga a deformarse por torsion.

El momento polar de inercia con respecto al punto o o, si se prefiere,
con respecto al eje z (figura 4.7), esta dado por la siguiente expresion:

Jo=L+1,=] X¥dA+[ y*dA=[ r*dAd = (4.8)
A A A

n

v

Figura 4.7. Momento polar de inercia.

En el siguiente objeto interactivo, determinamos ./ para un circulo.
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- Ejemplo 4.9

Momento de inercia de un circulo

Una integral de gran importancia en problemas
de torsion de ejes cilindricos y rotacion de
placas es:

Jy= ] FdA
Esta integral es el momento polar de inercia de
un area con respecto al "polo"” O.

PR A
Como r'=x"+y , entonces:
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4.5.3 Teorema de los ejes paralelos

Al calcular el momento de inercia I con respecto a un eje arbitrario
AA' (ver figura 4.8), observamos que y =) +d. Entonces podemos
escribir:

I=] y?dA=] (v +d)dA
A A

| y2dA+2d] ydA+d*| da

A A A
7 3 | 7y d-A
Y
B A v B’
y C
d
A =% A

Figura 4.8. Teorema de los ejes paralelos.

La primera integral es el momento de inercia con respecto al eje
centroidal BB (/). La segunda es el primer momento de area con

respecto a BB’ que seria cero por estar el centroide en BB/, |a tercera
es el drea de la figura.

Finalmente, obtenemos la expresion: I =1, + Ad?, que define el
teorema de los ejes paralelos.
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qﬁ Ejemplo 4.10

Determina el momento de inercia del triangulo con respecto al
eje centroidal BB . Usa el teorema de los ejes paralelos.

D : —— D'
d’:%h
h
B :
)
d=§h
A f A’
l
|
Solucidén

Ya hemos hallado el momento de inercia con resepcto a AA"
Tan = bh*

AA 12 °

Aplicando el teorema de los ejes paralelos, tenemos:

IAA' = IBB' +Ad2

Despejando, tenemos:

b 1, 1.2 1
Ipg = Ly —Ad* = — — —bh(zh) = —bh’
BB AA 12 7 (3 ) 36
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Ejemplo4.11

4 . . ; e
Determina el momento de inercia de la superficie
compuesta mostrada en la figura, con respecto al eje x.

¥
| 12mm| 12 mm
omm
A
8mm — — 24 mm
L
[#] 1 x
24 mm
L
6mm
le ol J 1
I 24 mm 24 mm L

Solucidn. Elteorema de los ejes paralelos lo
aplicamos para cada rectangulo de la superficie.

Haz clic en"Continuar”, observa la figura y los calculos
realizados.
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4.6 Ejercicios y respuestas - Capitulo IV

o)

EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO IV
Centroides
1. Halla el centroide (Z, §) del area sombreada

1m R
2. Halla el centroide (Z, ) del 4rea sombreada

1m /y =

Respuestas
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Armaduras

5.1 Introduccion

)~ 4
Las armaduras o celosias son estructuras formadas por
barras rectas interconectadas en nodos, ya sean de madera
o metdlicas, ensambladas entre si para soportar las cargas

de la estructura y garantizar su estabilidad. Pueden ser
utilizadas en puentes, techos y otras estructuras que
necesitan soportar grandes cargas. Las barras trabajan
predominantemente a compresion o traccién presentando
comparativamente flexiones pequenas.

La siguiente imagen, es un ejemplo de armadura tipo Warren o
armadura equilatera patentada por el ingeniero britanico James
Warren en 1848. Haz clic sobre la imagen, para que observes el
puente Wills Creek Bollman disefiado con la armadura Warren (foto de
Jet Lowe, dominio publico).

Figura 5.1. Armadura Warren para puentes.
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Tal como lo muestra la foto de la Figura 5.1, las estructuras se
construyen a partir de varias armaduras unidas entre si, formando
una armadura en 3D. No obstante, cada una de ellas esta disefada
para soportar cargas en su propio plano, por lo que en este capitulo
nos ocuparemos del analisis de armaduras bidimensionales.

La siguiente imagen, es un ejemplo de armadura tipo Howe inventada
por William Howe en 1840 y ampliamente utilizada como puente a
mediados y finales del siglo XIX. Haz clic sobre la imagen, para que
observes un ejemplo de uso en un techo (foto de HandWiki, CC BY-
SA 3.0).

Figura 5.2. Armadura Howe para techos.

Existen otros tipos de armaduras, las cuales se usan segin algunas
condiciones, tales como la longitud (en puentes, por ejemplo) o su
altura (en techos, por ejemplo). En la siguiente pagina, presentamos
varios ejemplos, que incluye armaduras tipo Pratt, Howe, K, Warren y
Waddell.

Puedes observarlas haciendo clic sobre cada imagen.
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5.2 Armaduras simples

La armadura mas simple y estable es el tridngulo. Definimos una
armadura simple aquella que comienza con un elemento triangular y
se expande al anadirle dos miembros y un nodo. En el siguiente
objeto interactivo, observa cémo se genera la armadura Warren de la
Figura 5.1; para ello, anadiendo dos barras con el control:

r

F ARMADURA SIMPLE

1 = Bafras = ni=Nodos = 3

AUmentaelnumero de nodos con el control

Interactivo 5.1. Armadura simple

Para estas armaduras, el nUmero de barras (m) y el nimero de nodos
(n) se relacionan por la ecuacién:

m = 2n-3
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En el siguiente video, José Luperi nos resume, en parte, lo que hemos
descrito de las armaduras:

Estructuras Reticuladas

- Barras conectadas en los extremos
- Planos que forman estrutura espacial

- Cada reticulado plano soporta cargas en ese plano

¢ 000733

Video 5.1. Armaduras o estructuras reticuladas (Video de José Luperi *, en
YouTube, Licencia Atribucién de Creative Commons).

5.3 Método de los nodos

Este método de analisis es muy util para hallar las fuerzas en los
barras de las armaduras, se considera el equilibrio del nodo o
pasador. Todas las fuerzas que actuan en la armadura se muestran en
un diagrama de cuerpo libre, incluyendo fuerzas externas y
reacciones en los apoyos. Usamos, entonces las ecuaciones de
equilibrio: 3’ Fy = 0y Y’ F, = 0 para hallar las fuerzas desconocidas
actuando en las barras.
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5.3.1 Hipoétesis para el analisis

A, Todas las cargas se aplican en los nodos. El peso de los
miembros de la armadura es frecuentemente despreciado ya
gue es muy bajo en comparacion con las cargas que soportan
los miembros.

A Los miembros estdn unidos por medio de pasadores sin
friccion. Esta idealizacion se satisface en la mayoria de los
casos practicos donde las juntas estan formadas al atornillar
los extremos.

Con estas dos hipétesis, se concluye que los miembros actuaran
como miembros de dos fuerzas dirigidas a lo largo del eje del
miembro; es decir, estan cargados a traccion o compresiéon. Es comun
disenar los miembros a compresion mas gruesos para evitar el
pandeo.

A C
,
D
O
AYR
¥ 4 N
e/ Y
v
AQ{) T = {_gB—)(—_—) ‘;&Oc
Ry ¢P TRB

Figura 5.3. Fuerzas en nodos y barras.
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Ejemplo 5.1

Usa el método de los nodos, para hallar la fuerza en cada una de
las barras de la armadura.

Inicia con 2l diagrarna de cuerpo libre

Diagrama de cuerpo libre

Puedes modificar las longitudes de las barras;
para ello, arrastralos nodos Ay B

2000 kN 1000 kN
12m | 12 m

g 4
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Ejemplo 5.2

Usa el método de los nodos para determinar la fuerza en cada
barra de la armadura

Diagrama de cuerpo libre

3m
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5.3.2 Triangulo de fuerzas

En el ejemplo 5.1, hallamos las fuerzas en las barras de la armaduras
gue se muestra en la figura 5.4.

2000 kN 1000 kN
12m | 12 m

6m 12m 6 m

Figura 5.4. Armadura del ejemplo 5.1.

En cada nodo usamos las condiciones de equilibrio, para hallar las
fuerzas, tal como se muestra en la figura 5.5.

2000
Fap
3
T 2000 K
.0
Fap
Fap
Suma de fuerzas Triangulo de fuerzas
verticales igual a cero o
. 5 4
F 4p = 2500 kN F g = 2500 kN

Figura 5.5. Calculo de fuerzas en el nodo A.
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Observa que el tridngulo se forma uniendo cabeza y cola de los
vectores, lo que nos permite evidenciar que F4p es una fuerza de
compresion y F g de traccién. Obviamente, este método no siempre
es tan sencillo de usar, por lo que las ecuaciones de equilibrio es la
mejor opciéon. Veamos un ejemplo:

q‘ﬁ Ejemplo 5.3

Usa el método de los nodos para determinar la fuerza en cada elemento de
la armadura que se muestra a laizquierda de la figura. Hemos calculado las
reacciones, que se muestran al lado derecho de la figura. Recurriendo a los
triangulos de fuerzas, puedes hallar las fuerzas en una forma sencilla.

D :
o€ Reacciones
10 kN o<
10 kN

45m

| 30 kN

b

Aa

s a2

10 kN

45m
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Solucion

Nodo A
Fap _ 10
45 2.8

F4p =16.1 kN (Compresion)

Fyc = 18.9 kN (Traccion)

Nodo D

Fpp = 18.9 kN (Compresion)

Nodo B

YF.=0—>+
Fpc+30— ( )(18 9)=0
Fpe =20 kN (Compresion)
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5.3.3 Barras de fuerza cero

ADx. Si un nodo tiene Unicamente dos barras no colineales y si no
existen cargas externas o reacciones en los apoyos en ese
nodo, entonces las dos barras son de fuerza cero. En la figura
5.6, las barras BD y CD son de fuerza cero. Para el andlisis
(s6lo para el andlisis), estas barras se pueden remover, tal
como se inidica en la armadura del lado de derecho de la figura
5.6.

4.5m

b g

10 kN

4.5 m

e}

I'\
10 kN

45m

28m

Figura 5.6. Barras de fuerza cero.

A, Sitres barras forman el nodo de una armadura para la cual dos
de las barras son colineales y no hay cargas externas o
reacciones en ese nodo, entonces la tercera barra no colineal
es de fuerza cero. En las siguientes figuras se muestran
algunos elementos de fuerza cero, que se pueden omitir para
el andlisis; obviamente, no se deben eliminar de la estructura.
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Figura 5.9. Armadura sin elementos de fuerza cero.
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5.4 Método de las secciones

En el siguiente video, José Luperi explica el método de las secciones
(lo que el llama esfuerzos corresponde las fuerzas):

Estructuras Isostaticas

Video 5.2. Método de las secciones o de Ritter (Video de José Luperi **, en YouTube,
Licencia Atribucion de Creative Commons).

m Microsoft Bing

El método de las secciones es un proceso que se usa para

resolver las fuerzas desconocidas que actiuan sobre
miembros de una armadura. El método consiste en cortar la
armadura en secciones individuales y analizar cada seccién
como un cuerpo rigido separado.
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El método suele ser la forma mas rapida y sencilla de
determinar las fuerzas desconocidas que actiuan en un

miembro especifico de la armadura.

Si la armadura esta en equilibrio,
entonces cualquier seccion dela
armadura esta, también, en equilibrio.

Ejemplo 5.4

Halla la fuerza en la barra BC (Fpc) por el método de las
secciones.

2000 kN 1000 kN
12 m 12 m

8m

6m 12m 6m

Solucion

Las fuerzas en las barras de este armadura, las calculamos en el
Ejemplo 5.1, obteniendo Fzc = 5250 kN atraccién.
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Ahora, si aplicamos el método de las secciones, podemos hacer un
corte como lo muestra la Figura 5.10. Una primera alternativa, seria
usar dos ecuaciones de equilibrio como ' F,, = 0, para hallar Fpg vy,
luego, > Mp = 0, para hallar Fgc.

Sin embargo, si usamos la ecuacién ) My =0, encontramos
directamente Fz¢:

ot ZME =0
18(2000) + 6(1000) — 8Fzc = 0
42000 kN
BC~ — o
8
FBC = 5250 kN
2000 kN 1000 kN

6m

Figura 5.10. Corte en una armadura para el andlisis por el método de las secciones.

Por ser el resultado positivo, la fuerza sobre la barra BC es a traccion,
confirmando el resultado obtenido en el Ejemplo 5.1.
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Ejemplo 5.5

Halla la fuerza en la barra CE (Fcg) por el método de las
secciones.

3.8m 32m 32m | 3.8m !

Solucion

Por simetria de geométrica y de 105 kN D
distribucion de cargas, las 7
reacciones Ay y H, son iguales a
21 kN.Haciendo un corte, como lo
muestra la figura, podemos hallar
Fcg, asi:

nt ZMD = O
7(5.7—21)) +3.2(10.5) + 2.4Fcx = 0
b 135
704
FCE =30.6 kN
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5.5 Ejercicios y respuestas - Capitulo V

o7l
EJERCICIOS PROPUESTOS - CAPITULO V
Método de los nodos
Halla la fuerza en cada barra de las armaduras, indicando si estan
en traccién o en compresion.
1.
945 Ib
12 pies . 3.75 pies
9 pies
2.
P
2kN

40m

Respuestas
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