iNo!, ino soy aureo! ;Soy cordobés!
Firmado: Nautilus

José R. Galo Sanchez

degr\educafiva
= alescartes



https://proyectodescartes.org/
https://proyectodescartes.org/

iCartesillibri


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/

iNo!, ino soy aureo!
iSoy cordobés!
Firmado: Nautilus

José R. Galo Sanchez
Red Educativa Digital Descartes

Fondo Editorial RED Descartes

REMeducativa gproyecto
“alescartes descartes

Cérdoba (Espana)
2024


https://proyectodescartes.org/
https://proyectodescartes.org/

Titulo de la obra:

iNo!, ino soy aureo! ;Soy cordobés!
Firmado: Nautilus

Autor:

JOSE R. GALO SANCHEZ

Cddigo JavaScript para el libro: Joel Espinosa Longi, IMATE, UNAM.
Recursos interactivos: DescartesJS

Fuentes: Lato y UbuntuMono

Formulas matematicas: KATEX

Red Educativa Digital Descartes
Cérdoba (Espaina)
descartes@proyectodescartes.org
https://proyectodescartes.org

Proyecto iCartesilLibri
https://proyectodescartes.org/iCartesilibri/index.htm

ISBN: 978-84-18834-89-9

®@ Esta obra estd bajo una licencia Creative Commons 4.0 internacional:
Reconocimiento-No Comercial-SinDerivadas 4.0 Internacional.



https://github.com/jlongi/libro_interactivo
https://www.matem.unam.mx/
https://descartes.matem.unam.mx/
https://fonts.google.com/specimen/Lato
https://fonts.google.com/specimen/Ubuntu+Mono
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
https://katex.org/
mailto:descartes@proyectodescartes.org?Subject=Fondo%20editorial
https://proyectodescartes.org/descartescms/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/index.htm
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es

A Pepe y a Cristi






Prefacio

Hace algunos cientos de anos que el canon de belleza va ligado a la
razon aurea. Todo lo que es bello es observado buscando este patron
y su beldad es sublimada cuando se sigue esta pauta. Y de manera
reciproca, cuando se busca construir algo que llegue a ser bello y sea
atractivo, se disefna para que sea el reflejo de la admirada razén. Ello
ha acontecido con la concha del Nautilus, una bellisima concha en su
exterior que queda esplendorosamente magnificada al observar su
arquitectura y forma interior. Es tal la atraccion que provoca su
observacién que pocos son los que no quedan embelesados o al
menos algo extasiados con ella, y jcdmo no! si provoca esa sensacion
rapidamente surgen augures, vaticinadores y oraculos que
proclaman que jel Nautilus es 3aureo! y divulgan imagenes
proclamando su afirmacion. Esto acontece en legos, con los que hay
que ser condescendientes porque en su arrebato no reparan en
verificar su aserto, pero también en versados e ilustrados quienes, de
manera explicita, usan la imagen del Nautilus como medio llamativo
qgue capte la atencion de posibles lectores de sus documentos sobre
la proporcioén aurea, canalizando y generando una asociacion entre
ambas que las deja implicitamente identificadas e incluso hay quienes
lo verbalizan y transcriben. Son multitud quienes han reproducido
esta divulgacion, quienes lo han ensenado y quienes lo han aprendido
asi, e incluso algunos han aprobado sus examenes afirmando que el
Nautilus es dureo, ;es usted uno de ellos?

No vamos adentrarnos aqui sobre el porqué acontece
reiteradamente la divulgacién de afirmaciones erréneas cuando es
facil verificar su no cumplimiento, pero si indicamos que mucha
literatura matematica de divulgaciéon lo que se hace es una
reproduccion sucinta de resultados que llamen la atencién, pero sin
una justificacién o invitacién a comprobarlo, y se suele enlazar con
aspectos geométricos que aparecen en la Naturaleza como una
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muestra fehaciente del reflejo del mundo matematico en nuestro
entorno vital, como una justificacién de que las matematicas son
utiles, cuando el camino real es el inverso, es decir, las matematicas
surgen al tratar de explicar el entorno y precisamente al lector,
entendemos, hay que invitarle a verificar que el modelo matematico
se ajusta al ser vivo modelado y no exponerlo como un axioma que ha
de creer a pies juntillas. Precisamente en la geometria, cuando se
rompid la axiomatica euclidiana fue cuando se abrieron universos
gue estaban ocultos a nuestro intelecto. No vamos a sentar nosotros
gue la negacidén del caracter aureo del Nautilus, que hacemos aqui,
sea el germen de la apertura de otros mundos desconocidos, pero si
indicaremos que nuestro objetivo sera el abordar y el lograr una
divulgacion de conceptos matematicos bajo una perspectiva en la
gue el lector pueda ver reflejado el porqué, o algunos de los porqués,
de por qué se exponen, se reiteran y aprenden algunos resultados
matematicos, de dénde surgen, cual puede ser su valor intelectual y
su aplicabilidad material, cbmo se le pudo ocurrir a sus descubridores
aungue en algun momento podamos adentrarnos en el ambito de Ia
hipotesis y no de la constancia histérica cierta —en los
descubrimientos matematicos no hay un historiador leyendo la
mente del investigador, ni en general los investigadores dejamos
pistas de cdmo llegamos a ellos—, pero sera una hipdtesis con una
base plausible, un camino que bien pudo ser uno de los posibles
conducentes a ese resultado.

Ya lo hemos indicado, o tratemos de expresarlo de mejor forma, el
Nautilus lleva millones de afos siguiendo un mismo patron de
crecimiento, lleva bastante tiempo diciéndonos de manera
ortegasiana “yo soy yo y mis circunstancias”, escuchadme bien y me
reconoceréis. Pero desde algunos cientos de afios o menos (tampoco
son relativamente muchos) se le ha ubicado, se le ha trasladado e
incluso encarcelado en un mundo aureo que le es ajeno. jSi, ajeno!,
pero afortunadamente (estimamos que para él,y lo afirmamos para
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nosotros) fuimos capaces de escuchar su llamada de auxilio, su
peticion de rescate para llevarlo a su ubicacién exacta, a aquellaenla
gue si encaja cual pieza de un puzle que sdlo se diluye en el mismo
cuando sus bordes se ubican en el sitio preciso y adecuado. Ahora si,
podemos trasladarles el escueto escrito que el Nautilus nos ha hecho
llegar:

iNo!, ino soy dureo!

iSoy cordobés!
Firmado: Nautilus

Pero en este libro no vamos sélo a restringirnos a mostrar el porqué
de esa afirmacion nautiliana. No, ésta es la motivacion o el punto
atractor con el que queremos animarle a que nos acompane en un
camino que queremos sea de aprendizaje mutuo, en el que
trataremos algunos temas clasicos muchas veces trillados, pero en
gran parte ni aventados, ni desbrozados, en los que se nos muestra el
grano todavia escondido entre la paja, donde vemos el resultado de
una accioén sin la exposicion del proceso a él conducente. Nuestra
linea va a ser tratar de motivarles a aventar y a desbrozar y jya
comprobaremos si, juntos, lo hemos logrado!

El lector interesado en el contenido de este libro podra pasear a lo
largo de cinco capitulos donde se combinaran secciones divulgativas,
a las que se puede acceder sin un conocimiento matematico especial,
con secciones que buscan dar fundamento o formalizacidn
matematica a lo observado y experimentado en las que si sera
necesario adentrarse en el lenguaje matematico para una total
compresion, pero quien inicialmente no lo desee puede centrarse en
lo descrito y obviar el detalle técnico. Aquellos que opten por esta
ultima alternativa vaticinamos que quedaran satisfechos del tiempo
invertido en la lectura y aprendizaje sobre el fundamento de la
belleza del Nautilus porque conocerdn la causa o causas de su
belleza, y los mas técnicos tendran adicionalmente respuestas al qué,
el cémoy el porqué de la misma.
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Y hemos citado lo experimentado por el lector, no de manera
metaférica o como traslaciéon a través de la lectura de Ia
experimentacion realizada por el autor, sino que la incluimos porque
esa experimentacion individual y personal es posible dado que este
libro se caracteriza por ser interactivo, es decir, que el lector si lo
desea puede dejar de ser un ente pasivo y puede convertirse en actor,
en co-investigador con el autor, y reproducir las situaciones que se
describen en el texto gracias a los recursos u objetos interactivos que
se embeben y enlazan. Escenas interactivas que, al estar
desarrolladas con la herramienta de software libre "Descartes" son
editables y pueden servir de base para profundizar en la
investigacion aqui desglosada y descrita o para abrir otras
investigaciones relacionadas. A esas escenas hay que anadir también
animaciones y videos que muestran y amplian lo narrado.

En el primer capitulo se introduce al lector en el objeto de estudio, el
Nautilus, describiendo sus diferentes especies. Este animal se ha
venido a llamar "fésil viviente" porque se encuentra rastro vital del
mismo desde hace mas de 400 millones de anos, pero sin detectar un
cambio esencial, como si la evoluciéon no hubiera intervenido en él, si
bien para algunos autores lo que puede acontecer es que sufren
pequefos cambios evolutivos que se deshacen una y otra vez y
consecuentemente generan a lo largo del tiempo un cambio
morfoldgico neto pequeno. Simplificando, podriamos interpretar que
su forma le aporta una funcionalidad vital que es muy dificil de
mejorar y cualquier cambio es deshecho para no desviarse de esa
perfeccién. Y, ciertamente, adentrandose un poco en la morfologia de
su concha se llega a ese convencimiento porque si bien en nuestro
caso llegamos al Nautilus por la atractiva forma de su concha,
interiormente dividida en cdmaras con un pequefio canal de
comunicaciéon entre ellas, al realizar una breve incursiéon en como
éstas son las que aportan la flotabilidad al conseguir el equilibrio
hidroestatico o al analizar las diferentes y periédicas fases que han
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de acaecer a medida que va creciendo el animal para no romper ese
equilibrio y lograr mantener esa flotabilidad neutra en todo
momento, o al comprender la necesidad de tener y desarrollar un
organo especifico —el sifunculo— que vacia esas cdmaras y aprender
el mecanismo quimico mediante el que se logra ese vaciado... todo
ello, hace que uno quede gratamente impresionado, bueno mas bien
embelesado. Y comprendida esa flotabilidad neutra, tampoco
guedaremos defraudados al descubrir los mecanismos mediante los
que cubre su movilidad en su entorno vital. Para su desplazamiento
horizontal cuenta con el sifén, érgano mediante el que expulsa
chorros de agua aplicando el principio newtoniano de accién y
reacciéon, y el movimiento vertical queda cubierto al introducir
pequefos cambios de presibn que generan un sorpresivo
desplazamiento fruto de una composicion o combinaciéon de los
principios de Pascal y de Arquimedes los cuales pueden visualizarse y
modelarse con el denominado diablillo o buzo cartesiano. Asi pues, si
la belleza de |a forma motiva nuestra mirada matematica, es obvio
gue la arquitectura fisico-quimica que la soporta logra sublimarla,
dejando anonado a todo el que se detiene en ella. Vaticino que no
podra obviar su lectura y que la hara pausadamente para no perder
ningun detalle.

Una vez anudados esos mimbres bioldgicos y fisico-quimicos,
procede comenzar a introducir alguna urdimbre matematica con
fundamento aristotélico para poder explicar el crecimiento
autosemejante en base a la adicion de un gnomon, lo que se
denomina crecimiento gnoménico. Este es el que se observa en el
Nautilus donde al anadir una nueva cdmara, incrementa su volumen
manteniendo la forma. En el segundo capitulo se aborda el
planteamiento matematico de esta autosemejanza, que obviamente
tiene su base en el Teorema de Thales. Se inicia con el modelo
matematico bidimensional con el que se simula el crecimiento
continuo de diferentes conchas desde una perspectiva cenital,
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determinando el polo y la forma de la linea en base a los cuales se
produce su crecimiento. Pero también nos adentramos en en el
crecimiento gnomonico discreto que nos permite matematicamente
detallar ciertas pautas particulares que ayudan a comprender
situaciones de crecimiento discreto o de aparente crecimiento
discreto, pues éstas pueden plantearse como instancias concretas de
un crecimiento continuo. Se analiza el crecimiento gnoménico de un
triangulo, de un rectangulo y de ciertos poligonos en general.
Adicionalmente se introduce el modelo tridimensional de las conchas
y como plantear el crecimiento gnomonico de las mismas.

En el tercer capitulo nos centraremos en las razones y proporciones y
en los canones de belleza asociadas a ellas. Entre todas, la mdas
conocida es la que actualmente se nombra como "proporciéon aurea"
(que es citada en el titulo de este libro). Esta se referencia en los
"Elementos" de Euclides y la primera pregunta que surge es por qué,
de las infinitas razones existentes, Euclides encuentra su exclusiva
aguja en el pajar a la que denomina “extrema y media razéon” y
relacionada con el pentagono. Pero es Pacioli, en su toma de contacto
renacentista con los "Elementos", quien la magnifica llevandola a su
caracter divino, y es dorada y armdnica para Durero y Da Vinci, y asi
hasta nuestros dias como sumum de la preciosidad. No obstante, hay
otras hermosuras y, en particular la asociada a un poligono que es
constructivamente mas simple, casi trivial, que es el octégono del que
se obtiene la proporciéon denominada cordobesa, por ubicacion
histérico-geografica, o humana por contraposicion a la anterior. Aqui,
estimamos que realizara un agradable paseo en el que la matematica
se hard arte y el arte se leerd matematicamente. Y le auguro un nuevo
destino al que tendra que viajar y que, por multiples motivos, no le
defraudara.

Y para avanzar en el conocimiento de la forma nautiliana es
imprecindible profundizar en la curva hipnética plana que se
denomina "espiral" y que, en una formalizacién expositiva imprecisa,
Durero describia como:



"Se puede imaginar una linea eterna que, en continuo desarrollo en
torno a un centro y describiendo con su otro extremo espiras cada
vez mds amplias, nunca tenga fin. Esta linea no se puede hacer a
mano por lo infinito de sus magnitudes grandes y pequenas. Su
principio y final no existen, ni se pueden encontrar, salvo en el
entendimiento."

Sin embargo, las espirales son diversas y en el capitulo cuarto, como
bocado introductorio o aperitivo, se le adentra al lector en la clasica
espiral de Arquimedes o espiral aritmética, pero rapidamente se le
oferta el plato principal: la espiral cartesiana, geométrica,
logaritmica, equiangular, armoniosa, maravillosa... equiparable en
admiracion a la antes alabada proporcion. Y sublimando lo sublime
icqué puede ser mas 6ptimo que una espiral logaritmica durea?! Si,
ante este anuncio, ha de ponerse tenso y receptivo porque tal oferta
no puede obviarla y, como ya hemos adelantado, inefablemente se
realizan multiples asociaciones, cobmo no, entre el Nautilus y esa
espiral logaritmica aurea..., pero nosotros, también, de la infinidad de
espirales equiangulares existentes, le invitamos a conocer a la espiral
logaritmica jcordobesa! Y como postre, aunque ninglin comensal esta
obligado a tomar postre, es decir, sélo para los lectores mas
hambrientos e interesados en aspectos mas matematicos el capitulo
cuarto se completa analizando cémo, gracias al caracter equiangular,
estas espirales pueden aproximarse por espirales discretas
(poligonales) inscritas y circunscritas e igualmente cémo la regién
comprendida entre los arcos de la espiral que se diferencia una vuelta
se aproxima por poligonos inscritos y circunscritos semejantes con
gnomon poligonal definible por el usuario.

Al llegar al quinto y ultimo capitiulo contamos con todas las
herramientas necesarias y los moldes bien pergenados para su
aplicacion al Nautilus. Basta usar habilmente las primeras y ajustar
los segundos para vestirlo adecuadamente y obtener un patréon
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fidedigno para su especie. La manifiesta forma espiral encaja con la
espiral cordobesa, el sifunculo es la misma espiral cordobesa (salvo
traslaciones y giros —cambio de escala— hay una unica espiral
cordobesa), los septos son arcos de esa espiral trasladandose por el
fragmacono y el polo al trasladarse traza la misma espiral. No hay
duda: jtu traje es cordobés! y el patron del mismo queda reflejado en
las ecuaciones matematicas que permiten reproducir a cualquiera tu
formay tu crecimiento.

No obstante, jgracias Nautilus! por ser condescendiente y no
protestar al haber proscrito aqui tu infancia y Ainez y por haber
camuflado tu rastro de esa época inmadura, pero también muy bella,
en un unico traje uniforme de juventud y madurez. Asi suele ser la
estrategia humana ante los problemas dificiles, los convertimos en
otros mas faciles y nos convencemos de que habra un tiempo ulterior
en el que con lo aprendido, y si las musas nos acompanan, podremos
retomar las metas dejadas. Pero en este caso, te adelanto, que tu
prudencia, recato y discrecion se verd recompensada dado que
Urania, la celestial musa de las ciencias exactas, ha querido
premiarnos con la inspiracion suficiente para modelar tu concha
desde tu génesis, distinguiendo las fases de tu ontogenia. En un
proximo libro (Galo, 2024) [24] quedara adaptada y mejorada tu ropa
matematica y quedaremos ambos, t4 y yo, mas satisfechos y
descansados.

Y... isi!, no te pongas ahora impaciente, que soy consciente que el
mundo de planilandia en el que encaja la seccién sagital analizada de
tu concha, te/nos queda muy aplastado, que hay que dar volumen a lo
que es tridimensional y en otro libro (Galo 2024b) [25] quedara
reflejado. Pero, por ahora, Urania me ha dejado solo en el caso
tridimensional uniforme y con los septos y otros detalles de tu

concha ocultos entre la penumbray oscuridad de las bambalinas.

iQuizas usted, intrépido lector, pueda aportar la luz suficiente!
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Pero, no todo lo que parece facil lo es —al menos para el ignorante—,
y ha sido mucho el tiempo dedicado a escuchar lo que susurraba el
Nautilus y a tratar de vislumbrar los patrones matematicos de la
concha de este magnificente arquitecto. Tanto tiempo, que mi
sobrina-nieta, Aurora, al verme una y otra vez delante de la pantalla
de mi ordenador observando la reiterada imagen de la concha del
Nautilus comentaba a su tia—a Conchi, mi mujer—:

iTita!, jqué el tito no ha acabado sus deberes!

Tenia y tiene la razoén, pero al menos espero que, con lo detallado en
este libro, cuando ella tenga |la edad suficiente para poder leerlo y
verlo con la mirada de una cientifica —si es su eleccion— o la de una
inquieta observadora de su entorno —como ahora ya lo es— quede
satisfecha y recompensada por quien jle hacia rabiar! Y, quizas, su
hermano pequeno, Nico, podra disfrutar centrando sus grandes ojos
en la mecanica nautiliana, pues ahora esa tematica es la que mas le
atrae.

Y a usted, lector, le invito no sélo a leer, sino a interactuar con las
escenas y deseo que, al menos, encuentre algunos detalles con los
gue quede agradado jGracias por compartir su tiempo conmigo!

Cérdoba (Espaina), marzo de 2024.
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El Nautilus







1.1 Naturaleza y Matematicas

El Nautilus es un animalito que lleva haciendo matematicas desde
hace 500 millones de afnos. Aunque, para ser mas precisos,
conceptualmente, deberiamos plantearnos la alternativa entre si es
la Naturaleza la que hace matematica o si realmente somos nosotros
los que matematizamos la Naturaleza.

Al mirar nuestro entorno observamos patrones que se repiten o se
asemejan, de hecho esa capacidad de mirar dos objetos, compararlos
y extraer las propiedades que comparten o en las que discrepan es lo
gue permite ubicarnos en nuestro lugar, desplazarnos en él y, en
definitiva, poder dar transcurso a nuestro acotado intervalo vital
dentro de la aparente continua linea existencial. Asi pues, desde esta
perspectiva somos nosotros los que abstraemos las formas y
distinguimos y catalogamos las diferentes figuras que vemos e
incluso, en un paso mas de nuestra capacidad imaginativa, nos
inventamos algunas que nunca podremos ver por carecer de
dimensién —los puntos—, o por tener sélo una —las lineas—, pero
gue nos permiten construir modelos sobre los que razonar y deducir
propiedades adicionales. Desde ese punto de vista puede defenderse
el hecho de que somos nosotros los que matematizamos |la
Naturaleza, que trasladamos nuestro ver a un mundo abstracto
intangible que modela nuestro ser. Pero en general esas formas que
nosotros distinguimos han sido creadas de manera inconsciente, o
mas bien digamos de una manera programada por un cédigo genético
en simbiosis con unas propiedades fisicas que restringen las
posibilidades de crecer y la forma de hacerlo, por lo que
denominamos Naturaleza y consecuentemente es ésta la que
construye la Matematica que nosotros llegamos a descubrir. No
obstante, independientemente de cual fuera la alternativa cierta —si
alguna lo es, o si no lo fuera ninguna de ellas, o si lo son ambas— lo
gue si parece obvio es que bastaobservar nuestro entorno para
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reconocer atractivas formas naturales y asimilarlas a modelos
matematicos que reciprocamente se mimetizan, estableciendo un
hipertunel entre la concrecién y la abstraccion, entre el mundo real y
el virtual. Sin embargo, en contraposicion, a este planteamiento dual
en el que se muestran o exponen dos mundos diferentes con un
cordén umbilical que permite la transicién bidireccional, la imagen
gue mas nos gusta exponer es que nuestro mundo vital es el mundo
matematico, pero tenemos limitaciones fisicas que hacen que
nuestros sentidos no nos permitan percibir todo lo existente en
nuestro alrededor, Unicamente captamos una realidad discreta del
mismo, una realidad muy burda que progresivamente hemos ido
ampliando, afinando, con dispositivos épticos o electrénicos como los
microscopios y los telescopios, pero con unos limites que se ubican en
lo que en 2016 nosotros (Galo et al., 2016 [26]) denominamos como
la yocto-yotta realidad. Este término lo construimos tomando como
base el hecho, de que en aguel momento y hasta el ano 2022, yocto y
yotta eran los prefijos del sistema internacional que marcaban el
rango de valores minimo y maximo de nuestro mundo discreto, de 10
24 3 10%*. Ahora es la quecto-quetta realidad que abarca desde 10 a
10%. Realmente, en longitud, el orden de magnitud de aquello que es
fisicamente apreciable o medible en nuestro entorno se ubica
actualmente en el rango determinado por el intervalo [10°° , 10%]
metros, es decir desde la longitud de Planck al tamano del universo
observable.

Cuando sublimamos nuestra percepcién a través de la mente es
cuando, pasamos a ser conscientes que el mundo en el que vivimos
realmente es el mundo matematico y la yocto-yotta realidad es la
vision pixelada que captan nuestros sentidos amplificados con
recursos tecnoloégicos.
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1.2 La familia de los Nautilidae

Segiin WoRMS (2024d [68]) la familia Nautilida Nautilidae (nautilos)
se clasifica taxondmicamente como moluscos cefalépodos —Figura
1.1—. Su existencia se remonta al periodo Devodnico, hace mas de
400 millones de anos y las especies actualmente existentes son
consideradas fosiles vivientes!. Etimolégicamente nautilo significa
navegante o marinero, molusco indica que el cuerpo es blando y
cefalépodo que tiene pies, tentaculos en la cabeza —en particular en

los nautilos se denominan cirros—.

WoRMS taxon details

Nautilidae Blainville, 1825

AphialD

Classification

Status
Rank
Parent

153112 (um:kid:mannespecies.org:taxname:153112)

Biota
MNa

a (Kingdom)
2 [Subclass)

sca (Phylum)
3 (Orcer)

Cephalopoda (Class)
Nautilidae (Family)

accepted
Family

Nautilida

Direct children {2} Genus
|show ail Genus

Figura 1.1. Taxonomia Nautalidae.

Son los Unicos cefalépodos existentes que tienen verdaderas conchas
externas, pues la hembra del Argonauta (Figura 1.2) que es un
cefalépodo octépodo de la subclase Coleoidea y no de la Nautilodea lo
gue produce es una cascara calcarea semejante a una concha que
sujeta con sus tentaculos y que le sirve como habitaculo para la
puesta e incubacion de los huevos; vulgarmente se les suele
denominar “nautilos de papel”.

ne

! Ward (1984) [60] lo encuadra en una estasis aparente al indicar: "Rather than being a
prime example of a living fossil, the nautiloids may be examples of rapidly speciating
organisms that change only slightly during each event, and return to the same form over
and over. The result would be apparent stasis, but the actual history would be similar to
that of any other rapidly speciating group-except that the net morphologic change over

time would be small, rather than large”.
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Video 1.1. Una vision rapida del Nautilus (fuente: American Museum of Natural History).
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Aunque profundizaremos posteriormente indiquemos que las
conchas de los nautilos se caracterizan porque internamente estan
divididas en compartimentos o camaras que estan unidas por un tubo
organico denominado sifunculo. Con este érgano extrae el liquido
cameral por ésmosis y asi consigue una flotabilidad neutra en el agua
en la que habita. En el Video 1.1% podemos tomar un primer contacto
y conocer suscintamente algunos aspectos de interés que nos
invitardn a adentrarnos en el conocimiento de esta familia de
animales que habitan en el Indo-Pacifico.

Video 1.2. Otro Nautilus distinto: Allonautilus (fuente: GeoBeats News).

En 1997, ver Video 1.2, la familia de los Nautilidae se subdividié en
dos géneros: los Nautilus y los Allonautilus, como consecuencia de las
diferencias anatémicas significativas que pusieron de manifiesto
Ward & Saunders (1997) [64] —el nombre de este segundo género se

construye usando el prefijo griego dllos que significa otro o distinto—.
Las variaciones se centran esencialmente en:

Si lo necesita puede configurar la traduccién automatica de los subtitulos.

25


https://es.wikipedia.org/wiki/Indo-Pac%C3%ADfico
https://www.youtube.com/embed/xTXLaxF-v0M

e El tamano del ombligo de la concha que en el Nautilus es desde
un 5% a un 16% aproximadamente del diametro total y en el
Allonautilus es sobre un 20%.

¢ Laconcha del Allonautilus incluye pliegues e incrustaciones en el
periotracum (capa externa protectora).

e La seccion de la concha al realizar un corte plano que contenga
al eje de revolucién de la misma conduce a diferentes curvas
generatrices: oval en el Nautilus y parecido a un trapecio
isdsceles con esquinas redondeadas en el Allonautilus. Ver
Figura 1.3.

e Las branquiasy el sistema reproductor.

Cross seclion Cri I‘1‘|">|.'L'HII!!

Figura 1.3. Comparacion Nautilus y Allonautilus (fuente: Patrizia Jereb, 2005 [36]).

1.2.1 Especies en el género Nautilus Linnaeus, 1758

Siguiendo lo detallado por Jereb (2005) [36] se pueden describir
cuatro especies de Nautilus (macromphalus, pompilius, belauensis y
stenomphalus) y dos de Allonautilus (scrobiculatus y perforatus, si bien

Jereb pone en duda la validez de esta ultima):
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1.2.1.1 Nautilus macromphalus (Sowerby, 1849)

Se caracteriza por su ombligo abierto, con una profunda concavidad
aproximadamente del 15 al 16% del didametro de la concha en el
punto mas ancho y con los verticilos interiores visibles. No hay capa
espesa (callo) presente.

El didametro maximo de la concha es alrededor de 160 mm. Ver Figura
14.

Figura 1.4. Nautilus macromphalus (fuente: Wikipedia).
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1.2.1.2 Nautilus pompilius (Linnaeus, 1758)

De ombligo pequeno, cerrado y visible como un parche plateado y
negro. Con callo generalmente presente. Los vértices o bobinas
internas no son visibles. Los patrones de color de la concha son
variables: de rayas marrones irregulares a marrén rojizo que irradian
desde el ombligo al vientre en la coloracién habitual, pero este
rayado se puede reducir a varios grados dejando el ombligo e incluso
gran parte de los flancos en blanco. Tamano tipico entre 170 y 180
mm en el entorno de Fiji y Filipinas y mayores (una media de 222 mm)
en el oeste de Australia.

Figura 1.5. Nautilus pompilius (fuente: Wikipedia).
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Basandose en el estudio de los tipos existentes del Nautilus pompilius
realizado por Nikolaeva (2015) se propuso la designacién de un
neotipo® para esta especie (ver Nikolaeva et al. ,2015 [41]), quedando
aceptada la propuesta en 2018 en “The Bulletin of Zoological
Nomenclature” (ver en la bibliografia: “Opinion 2426” 2018 [42])). El

neotipo es el reflejado en la Figural.6.

Figura 1.6. Neotipo del Nautilus pompilius depositado en "The Smithsonian
Institution, Washington DC".
Fuente: Nikolaeva et al. 2015. A) Vista de la apertura. B) y C) Vistas laterales. Escala
delabarra 10 mm.

3 z g ) H .
En taxonomia el “tipo” es el ejemplar que se toma como referente y sobre el que se realiza
su descripcion cientifica. Es el patréon que se utiliza como muestra de comparacion. Asi
pues, un neotipo es un nuevo patrén. Puede consultarse "Tipo nomenclatural.
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1.2.1.3 Nautilus belauensis (Saunders, 1981)

Muy parecido al pompilius con el que comparte el tener ombligo
cerrado y cubierto con una callosidad. Se diferencian en la base de |a
radula. Didmetro de la concha hasta 226 mm. Ubicacién en la isla de

Palaos. Ver Figura 1.7.

Figura 1.7. Nautilus belauensis. Fuente: wikipedia.

1.2.1.4 Nautilus stenomphalus (Sowerby, 1849)

Muy similar en tamano y peso al Nautilus pompilius, pero sin calloy la
coloracion se presenta reducida faltando en la region del ombligo.
Adicionalmente la capucha estd cubierta por unas papilas elevadas
en un patron muy caracteristico. Ver Figura 1.8.
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Figura 1.8. Nautilus stenomphalus. Fuente: W.B. Saunders en Jereb (2005) [36].

1.2.2 Especies en el género Allonautilus (Ward &
Saunders, 1997)

1.2.2.1 Allonautilus scrobiculatus (Lightfoot, 1786)

Fue inicialmente considerada como la especie Nautilus scrobiculatus
dentro de los Nautilus y desde 1997 (Ward & Saunders)[64] como
Allonautilus scrobiculatus. El diametro de la concha mide alrededor de
180 mm. Como ya indicamos, ademas de tener el ombligo mayor que
el de los Nautilus la concha difiere al incluir pliegues e
inscrustacciones en el periostracum (capa externa protectora).

También las branquias y el sistema reproductor son diferentes.
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Figura 1.9. Allonautilus scrobiculatus (izquierda) y Nautilus pompilius (derecha). Fuente:
W.B. Saunders incluido en Jereb (2005) [36].

1.2.2.2 Allonautilus perforatus (Conrad, 1847)

Concha muy similar a la del Allonautilus scrobiculatus y comparte el
ombligo abierto. Se desconoce si posee la capa protectora
(periostracum). Solo es conocida por las conchas que arrastra la
corriente. Jereb (2005) [36] pone es cuestion su validez como especie

aceptado.

1.3 Anatomia de los Nautilidae

Aunque nuestro objetivo principal se centra en la forma de la concha

de los nautilos y la fundamentacion matematica de la misma,

consideramos de interés la contextualizacion y conocimiento basico
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de esta familia de animales, en lo que respecta a su anatomia basica,
porgue pensamos que cuando se introduce una vision cientifica
global, interdisciplinar, es cuando se consigue un salto cualitativo
esencial al aportarse no sélo la parte descriptiva —el qué— sino
también la explicativa o justificativa —el por qué—. En esa linea, en la
imagen siguiente (Figura 1.10) aportada por Jereb (2005 [36]
podemos observar un corte esquematico de un Nautilus en el que
puede verse su forma, los 6rganos que posee y su curiosa concha

dividida en diversas camaras.

septa separating chambers
= |

wmhilicus “ P

‘- ecosiphuncle
T

hood —__
-

arm-like %
appendages|

mouth / .-.-_.,,:_ 7

chiurating muscle =
of the funnel
radula
tooth-plate)  funnel

ventral region
of mantle gills

Figura 1.10. Anatomia de los Nautilidae. Fuente: Jereb (2005) [36].

Segun indica esta autora el animal se localiza en la udltima camara,
denominada cdmara habitacional, uniéndose a los lados de la misma
por los musculos aductores. La camara habitacional esta unida con el
resto de cadmaras mediante el tubo sifuncular que contiene al
sifanculo que como veremos posteriormente es un drgano que
permite lograr y mantener su flotabilidad neutra en el fluido marino

en el que habita.
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También podemos destacar los tentaculos sin ventosas, que como ya
indicamos se denominan cirros, de los que tiene 47 pares y cuenta
con una caperuza que le sirve para cerrar la entrada de la camara
habitacional cuando al sentirse amenazado se repliega en su interior
para protegerse. Para desplazarse cuenta con un sifén que le permite
expeler agua y por el principio de acciéon y reaccion obtiene un
impulso que lo mueve en sentido retrogrado.

— 3 T A — M

2 mm (
—_— ] mm

Figura 1.11. Embrién de cuatro meses de un Nautilus pompilius. Ay B: Embrién y saco
vitelino externo. Cy D: Vista ampliada. Ay C: Vista dorsal. By D: Vista lateral
izquierda. Abreviatura c: cicatriz y oys: saco vitelino exterior. Fuente: Sasaki et al.
(2010) [52].
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La concha es de tipo discoidal, es decir, crece manteniéndose en un
mismo plano y su seccion tiene una forma de espiral en la que se
puede contabilizar el nUmero de vueltas o verticilos. La protoconcha
se corresponde con la parte de la misma que se forma en la vida
embrionaria y larvaria (ver Figura 1.11) y la teleoconcha es la que
construye en su vida juvenil y adulta. La parte que presenta camaras
se denomina fragmacono y los tabiques que las separan son los
septos. En el exterior de |la concha pueden observarse las lineas de
crecimiento y a la ultima se le denomina peristoma. La cabeza del
animal emerge de la abertura y se dice que ésa es la parte anterior de
la conchay la opuesta la posterior; la que esta por encima del cuerpo
es la parte dorsal y la inferior es la ventral (Hendricks, 2018 [33]).

Todo esto puede observarse e interactuar en el Interactivo 1.1.

Cephalopod: Nautilus pompilius (PRI 70573) by Digital Atlas of Ancient Life on Sketchfab

Interactivo 1.1. Modelo tridimensional de la concha de un Nautilus pompilius.
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En Barroso-Barcenilla (2008) [2] disponemos de una magnifica

recopilaciény revision de la terminologia aplicada a los nautiloideos y
ammnonoideos en espanol.

1.3.1 Flotabilidad

El principio de Arquimedes (Walker, 2015 [58] y Doria y Rivera, 2018
[9]) establece que:

“todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje vertical y
hacia arriba igual al peso de fluido desalojado”

Como consecuencia de este empuje E el peso de un cuerpo es
diferente en el aire o en el agua. Si denominamos peso real P,.,; al
que tiene un cuerpo en el aire y Pyy,,4, al peso del fluido desalojado al
introducirlo en él, dicho cuerpo tendra un peso aparente Py,qrente
dado por:

P, aparente — L real — P fluido
= Mcyerpog — dflm'dovfluidog

— dcuerpo V::uerpog —d fluido Vfluidog

donde g es la aceleracion de la gravedad.

Analicemos las posibilidades que pueden acontecer considerando
dos situaciones: que el cuerpo esté completamente sumergido (caso
aplicable a los nautilos) en un Unico fluido o que se tengan dos fluidos
entre los que puede desplazarse.
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A.Si el cuerpo estd inmerso en un fluido entonces su volumen
coincide con el del fluido desplazado Vi yerpo = Viiuido Y €N €Ste
caso:

o Sila deyerpo > dfiuido €l peso real es mayor que el empuje,
se tiene un peso aparente positivo y el cuerpo descendera.
Si pensamos que el fluido esta alojado en un recipiente el
cuerpo se hundira hasta tocar el fondo de dicho recipiente
donde la fuerza de reaccién equilibrard a la del peso
aparente.

o Sila deyerpo = dfiuido €l peso aparente es nulo y el cuerpo
permanecera en equilibrio dentro del fluido con una
flotabilidad neutra.

o Siladeyerpo < dfiido €l peso real es menor que el empuje,

se tiene un peso aparente negativo y el cuerpo ascendera.
Si pensamos que el fluido esta alojado en un recipiente el
cuerpo subird hasta tocar el techo de dicho recipiente
donde la fuerza de reaccién equilibrard a la del peso
aparente.

B. Si el cuerpo de densidad d,. puede desplazarse entre dos fluidos
no miscibles de densidades respectivas d; y ds, pensemos por

ejemplo un barco que se ubica entre el aire y el agua, entonces
en una situacion de equilibrio en el que el volumen desplazado

en el primer fluidoes V] yenel segundo V5, con V., = V] + Vs el
peso del cuerpo queda contrarrestado por el empuje de los dos
fluidos vy, por tanto d.V.g = d1Vig + dyV2g. De ahi puede
determinarse, por ejemplo, el volumen V5s:
_de—dy
Vo = 4 —d, lec
y, por tanto, V3 =V — V5, conociéndose asi la relacién

volumétrica en cada fluido.
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La flotabilidad neutra es un logro evolutivo y, como hemos indicado,
para conseguirla ha de equipararse la densidad del agua con Ia
densidad global del animal, de su concha y su interior, y en ello es
esencial la estructura interna cameral del Nautilus. Las cAmaras van
incrementando el volumen global de la concha y al sustituir el liquido
cameral por otro fluido gaseoso —nitrégeno, oxigeno y diéxido de
carbono principalmente— que tiene menor densidad que el agua que
le rodea se consigue una flotabilidad positiva la cual, a su vez, se
contrarresta con el incremento de peso del animal al crecer y con el
correspondiente a la nueva parte de la concha que se va generando.
La obtencion continua de este equilibrio es una labor que quedara
reflejada en la siguiente seccion.

Greenwald y Ward (2010) [32] indican que un Nautilus que pesa en el

aire un kg, en el interior del agua en el que habita pesa solo unos

pocos gramos (de 1 a 5), es decir, alcanza una situacion de flotabilidad
casi neutra. Consecuentemente, puede permanecer en suspension
dentro del agua sin necesidad de hacer un gran gasto energético para
ello. Este sélo acontecera cuando se desplace, lo cual consigue
mediante la expulsién de chorros de agua a través del sifén o
hiponomo (puede observarse en el Video 1.1). Hay que destacar que
segun Ward (1979) [59] los Nautilidae no pueden abordar un
mecanismo rapido de intercambio de liquido cameral que le
permitiera cambiar la flotabilidad y asi facilitar el ascenso o descenso
adiferentes niveles, la obtencion de la flotabilidad neutra es un ajuste
gue se realiza a largo plazo, pero alcanzada ésta y gracias a ella logra
moverse facilmente pues "incluso una ligera exhalacién de agua
mueve facilmente al animal, de modo que incluso las migraciones
verticales a lo largo de la pared del arrecife son impulsadas por el
hiponomo con poco gasto de energia".

El conocido experimento conocido como el "Diablillo de Descartes"
visualiza cdmo pequenos cambios de densidad en un cuerpo ubicado
dentro de un fluido generan un descenso o ascenso del mismo. Ver
Video 1.3y Figura 1.12
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Video 1.3. El diablillo de Descartes (fuente: Parque de las Ciencias de Andalucia (Esparia)).

Figura 1.12. Animacién: Principio del diablillo de Descartes: al aplicar presién enel
recipiente grande, el aire se comprime, el agua sube en el recipiente central y al pesar
mas por la cantidad de agua introducida en el diablillo, este cae. Al dejar de aplicar
presion en el recipiente la cantidad de agua dentro del diablillo vuelve a su estado
normal, pesa menos y por lo tanto el aire que contiene lo obliga a subir. (fuente:
Wikipedia)
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1.3.2 Formacion de las cAmaras

En el Interactivo 1.2 se puede interactuar con un modelo
tridimensional de la seccidon de la concha de un Nautilus en el que
pueden verse en detalle las camaras que componen el fragmacono.
Este modelo se ha construido mediante un proceso de digitalizacion
de un ejemplar del museo de zoologia D'Arcy Thompson.

Interactivo 1.2. Modelo tridimensional de la seccion de una concha de un Nautilus
pompilius.

Para conocer el proceso de formacién de las cdmaras de los nautilos
vamos a fijarnos en lo estudiado y analizado por Ward, Greenwald y
Magnier (1981) [62] en su articulo “The chamber formation cycle in

Nautilus macromphalus”.
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Figura 1.13. Formacién de una camaray vaciado del liquido cameral que acontecie en
la caAmara anterior.
Fuente: Buoyancy in Nautilus, Greenwald L., Ward P.D. (2010) [32].

Dichos autores basan su estudio en la observacion radiografica (ver
Figura 1.13) de diferentes ejemplares, en distintos momentos, y asi
pueden analizar las variaciones que acontecen y también realizar
mediciones que les lleva a plantear un crecimiento periodico que
comprende tres fases:

¢ Formacion de una cresta mural en la posiciéon que ocupara el
nuevo septo. Esta cresta es una delgada banda anular interna de
carbonato calcico.

¢ Desplazamiento hacia delante del manto septal para ubicarse a
la altura de la cresta mural y ajustarse a ella. Inicio del proceso
de calcificaciéon del nuevo septo. También el sifunculo comienza
a calcificar un anillo de conexién en el interior de la nueva
camara uniendo el septo anterior y el actual. Durante esta fase
la nueva camara estd llena de liquido cameral (Ward, 1979) [59]

y no acontece ningun vaciado de la misma, pero ese vaciado si
continda en las camaras anteriores.
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¢ Vaciado del liquido de la nueva camara, que se inicia cuando el
nuevo tabique ha alcanzado de un tercio a dos tercios de su
espesor final. Este vaciado se denomina acoplado pues el liquido
esta en contacto con el anillo de conexién sifuncular. En esta
fase el tabique septal sigue construyéndose, engrosandose,
finalizando este proceso cuando el volumen del liquido vaciado
es aproximadamente el 50% y ya no estd en contacto con el
anillo sifuncular, momento en el que se pasa a un proceso de
vaciado desacoplado y comienza la formaciéon de una nueva
cresta mural y, consecuentemente, un nuevo ciclo.

Durante el ciclo de formacién de una camara, el crecimiento de la
concha exterior parece ser que es continuo, pero hay una correlacién
inversa entre el porcentaje de liguido que se ha vaciado en la ultima
camara construida y la amplitud angular de la cAmara habitacional. A
medida que la cdmara septal esta mas vacia la cdmara habitacional es
mayor y viceversa. Esta relacion logra mantener la flotabilidad ya que
cuando la nueva camara estd mas llena de liquido el peso de la concha
en la zona habitacional es menor y a medida que decrementa el
liquido aumenta la amplitud de la zona habitacional. El inicio de cada
camara representa un punto critico para la flotabilidad global, pero
esto se compensa con el vaciado desacoplado que sigue
aconteciendo en las cdmaras anteriores.

En base a las mediciones efectuadas por dichos autores se obtienen
los siguientes datos:

e La fase de generacidon de la cresta mural acontece cuando la
amplitud media de la camara habitacional es 110, 25° en un

rango desde 102° a 117°. Los cuartiles son @1 = 107,5°, Q5 =
111°y Q3 = 115, 5°.
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e La secrecién septal ocurre con una amplitud media 91,9° y un
rango desde 85°a97°. Q1 = 88°, Q2 = 92°y Q3 = 95°.

e El vaciado acoplado se corresponde con una amplitud media de
102, 25° yunrango desde 91°a116°. Q1 = 95,5°, Q2 = 103°y
Q3 = 108°.

e La amplitud de la cdmara septal tiene una media de 24, 8° en el
rangode 22°a28°. Q1 = 23°, Q2 = 25°y Q3 = 26°.

En el diagrama de la Figura 1.14 se reflejan los datos anteriores.

Secrecion septal

— —

Vaciado acoplado
Cresta mural

—— -

Mmoo o

Vaciado desaclopado

Ampiitud en grados sexagesimales de |a cdmara habitacional

Figura 1.14. Amplitud de la cAmara habitacional en grados sexagesimales .

Con posterioridad veremos que:

e En el modelo tedrico de paso %—g = 22,5° tendriamos que la
amplitud septal se corresponde con ese paso. La secrecion
septal se corresponderia con una amplitud de la cdmara
habitacional de 90°, equivalente al espacio de cuatro cdmaras, y
la cresta mural con 112, 5° correspondiente a cinco camaras

septales.
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2r

¢ Y si consideramos el modelo tedrico de paso interseptal 5

tendriamos que la amplitud de la camara septal seria 24°. La
secrecion septal se corresponderia con una amplitud de la
camara habitacional de 96°, manteniendo el espacio de cuatro
camaras, y la cresta mural con 120° si se considera lo
equivalente a cinco camaras.

En ambas situaciones los valores tedricos se ubican en los intervalos
empiricos aportados por Ward, Greenwald y Magnier (1981) [62] que
hemos detallado.

1.3.3 El sifunculo

Cuando se forma una nueva camara ésta queda rellena con un liquido
cameral que se parece bastante al agua del mar, pero que presenta
suficientes diferencias en la concentracién de iones con respecto a
ella. Adicionalmente no hay un camino claro por el que pudiera
introducirse agua del mar en esa nueva camara, por ello Ward y
Greenwald (1982) [61], entre otros, afirman que el liquido cameral es

un fluido secretado por el cuerpo de Nautilus.

El sifunculo es una extensiéon organica del cuerpo que lo une con las
diferentes camaras que va construyendo y es un organo
caracteristico de los cefaldépodos. Su desarrollo puede marcarse
como un elemento clave en la evolucién de estos moluscos ya que fue
la que les permitié emanciparse de la vida ligada al fondo marino, una
situacion que puede compararse con el desarrollo de las alas en los
insectos. Kroger (2003) [38] sefala que el corddn sifuncular tiene
varias funciones: bombear el liquido cameral en las cdmaras recién
formadas, evitar el flujo de retorno pasivo del liquido a las camaras
vacias y secretar carbonato de calcio en el sifunculo para formar los

depdsitos endosifunculares.
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En el vaciado interviene un proceso fisiolégico de las células
epiteliales conocido como ATPase. El esquema de este proceso puede
consultarse en el video de youtube enlazado en la Figura 1.15.

SODIUM-POTASSIUM EXCHANGE PUMP

Extracellular fluid

Figura 1.15. Bomba de Sodio-Potasio (Na-K).
Fuente: Acceso al video de youtube.

Cameral space

LM ¥

Air Na* Gl H0 Epithelial transport
cells (high Na/K
= ATPase activity)
Siphuncle

Figura 1.16. Vaciado del liquido cameral.
Fuente: wikipedia.
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En este proceso, esquematizado en la Figura 1.16, las células activan
el vaciado de iones Na+ y CL- desde el liquido cameral al sifunculo y
generan un gradiente osmético entre ambos. Como consecuencia el
agua pasa desde la cdmara al sifunculo y el aire (oxigeno y didéxido de
carbono) penetra desde el sifunculo al espacio vacio producido en el
espacio cameral. Partiendo de una composicion del liquido cameral
casi isotonica con el agua del mar, la salinidad baja rapidamente en la
camara alcanzando su valor minimo cuando se esta préoximo a la
mitad de su vaciado, lo que coincide con el momento de
desacoplamiento del liquido con el sifunculo. Después de este
instante el volumen del liquido cameral sigue disminuyendo, pero
pasa a incrementarse la salinidad volviendo a ser casi isoténica con el
agua del mar cuando la cdmara esta casi vacia (Ward, 1979) [59]. Una
funcion adicional es el mantenimiento y regulacién de la flotabilidad
alcanzando un equilibrio entre el vaciado de la cdmara y el flujo de
retorno, provocandose algunos depodsitos endosifunculares desde la
superficie de tubo de conexidon intercameral hacia el centro del
mismo, e incluso se provoca un sellado de las cadmaras iniciales, las
apicales, que aportan poca flotabilidad frente a las mas nuevas y de
mayor volumen y asi optimizar la energia que se emplearia en
mantener su regulacion.
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Capitulo I

Crecimiento gnomonico
aristotélico
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2.1 Concepto de crecimiento gnomoénico
aristotélico

El Nautilus como todo ser vivo: nace, crece, se reproduce y muere. Y
en su devenir vital va escribiendo un cuaderno de bitacora que queda
reflejado y muestra en la parte exterior de su concha, pero realizando
una radiografia, un escaner o una seccion de la misma nos
encontramos con otra bitacora secreta que incrementa aiin mas su
belleza geométrica, una belleza que es consecuenciay esta al servicio
de sus necesidades vitales. Pero ;por qué se produce un crecimiento
de ese tipo? ;qué principio conceptual lo modela?

Figura 2.1. Seccion de la concha del Nautilus pompilius. Fuente: modelo 3D "DArcy
Thompson Zoology Museum".
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Para tratar de dar respuesta a la pregunta anterior quizas proceda
acudir, inicialmente, a ejemplos que al menos aparentemente pueden
ser mas sencillos. Asi pues, observemos las conchas de otros
moluscos como los bivalvos (WoRMS, 2024a. Bivalvia) [65], en

particular, en una almeja —Cerastoderma edule— (Figura 2.2), en una
vieira — WoRMS (2024e) Pecten jacobaeus [69]— (Figura 2.3) y en

Una mirada curiosa a las mismas nos permitira observar unas marcas
o lineas de crecimiento (analogas a los bien conocidos anillos en los
troncos de los arboles) que nos llevan a extraer una conclusién que
no es ni muchos menos moderna sino que se remonta a la Grecia
clasica, la cual es la base o nucleo de nuestro saber.

Figura 2.2. Cerastoderma edule. Fuente: FAO
Taxonomia: WoRMS (WoRMS, 2024a. Bivalvia) [65] .

Figura 2.3. Pecten jacobeaus. Fuente: Google images
Taxonomia: WoRMS (WoRMS (2024e) Pecten jacobaeus) [69] .
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Figura 2.4. Donax trunculus. Fuente: WoRMS image
Taxonomia: WoRMS (WoRMS (2024c) Donax trunculus) [67] .

establecio el concepto de crecimiento gnomodnico cuando decia:

«Hay ciertas cosas que cuando crecen no sufren alteracion salvo en
magnitud»

y definié el gnomon como toda figura cuya yuxtaposicion a una dada
produce otra que es semejante a la inicial. Este crecimiento
autosemejante se produce en los seres vivos —el Nautilus de |la Figura
2.1 es un claro ejemplo de ese tipo de crecimiento a nivel
tridimensional—, pero en aras de sistematizar el proceso fimonos
inicialmente en las conchas incluidas en la Figura 2.2, Figura 2.3 y
Figura 2.4, las cuales desde una perspectiva cenital y como
proyeccién bidimensional, se caracterizan por observar un
crecimiento lineal, radial, a partir de un punto central o polo.
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2.2 Modelo bidimensional

2.2.1 Crecimiento gnomodnico continuo

En el supuesto de un recinto bidimensional, el crecimiento
autosemejante puede conceptualmente abstraerse y reflejarse en la
figura geométrica 2D mas sencilla, el tridngulo, y extenderse a
cuadrilateros, pentagonos, etc., como los dibujados en la Figura 2.5
donde el gnomon considerado se ha coloreado en azul grisaceo. Todo
en base y gracias al Teorema de Thales (624 a. C.- 546 a. C.) que tres
siglos después de su formulacion quedé incluido en la proposicion 2
del Libro VI de "Los elementos de Euclides" (Euclides ca. 325 a. C.-ca.
265 a. C.) (consultad Joyce, 2013 [37]). Este crecimiento no es mas

qgue una homotecia de centro el polo y de razén, la razén de
proporcionalidad o factor de crecimiento.

Figura 2.5. Figuras geométricas con sus respectivos gnémones. Polo resaltado con
una circunferencia verde .

Esta situacion puede aplicarse no sélo a poligonos convexos, sino
también a aquellos concavos que tengan al menos un punto interior o
en la frontera desde el que se puede contruir una familia de
triangulos con éarea disjunta que conformen una particién de dicho
poligono. Todos los tridngulos tendran ese vértice comun que se
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configura como el polo. Ver la Figura 2.6, en la imagen de la izquierda
el polo esta en la frontera, en concreto un vértice, y en laimagen de la
derecha en su interior.

Figura 2.6. Crecimiento gnoménico en un recinto poligonal. El polo es P,
(resaltado con la circunferencia verde) .

Y, en general, es ampliable a recintos planos, en las que se pueda
distinguir un polo desde el que todos los segmentos trazados desde él
a los puntos de su frontera sean interiores a dicho recinto. Ver la
Figura 2.7.

Figura 2.7. Crecimiento gnomoénico en un recinto plano.
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Asi pues, la base del modelo matematico puede reducirse a un
triangulo. No obstante hay que considerar las posibles ubicaciones
del polo en dicho poligono: bien como un vértice, bien en un lado o
bien en el interior, ya que esa posicién permite o impide diferentes
direcciones de crecimiento (Figura 2.8). Si el polo es un vértice, el
crecimiento esta acotado por los lados que determinan ese vértice. Si
esta en un lado, éste se configura como una frontera. Y si estd en el
interior, crece en todas las direcciones.

Obviamente la aplicacion de este modelo requiere el establecimiento
de un tridngulo inicial (u otra figura genérica que fija el patrén) que se
configura como el germen o embrién que de manera autosemejante
ira creciendo.

A\

Figura 2.8. Influencia de la ubicacion del polo en las posibles direcciones de
crecimiento.

En la Naturaleza los organismos estan sujetos a diversas causas o
limitaciones fisicas, quimicas o bioquimicas que influyen en su forma
y crecimiento, y en este amplio contexto se configura la forma
germinal y el polo director de la autosemejanza. Por senalar un
contraste evidente, indiguemos que no es lo mismo el crecimiento
basico conceptual del cuerpo humano que el del un caracol o
cualquier molusco con concha. En el primero no hay a priori ninguna
limitacién en las direcciones de crecimiento, fruto de un teérico polo
interior, y en el segundo la concha limita esas direcciones,
correspondiéndose con un polo en el vértice o dpice. No obstante, el
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ultimo caso requiere una aclaracién especifica ya que la concha es el
resultado de la segregacidon que realiza el animal y, por tanto, es la
segregacion la que se adapta a su forma y no al contrario. En todas
estas consideraciones la fuente clasica y obligada se encuentra en
"On the Growth and Form" de Thompson (1917 [54]), en su segunda

El modelo matematico anterior es aplicable, por ejemplo, a las
conchas de los tres moluscos que antes hemos citado bajo la
perspectiva bidimensional considerada hasta ahora, posteriormente
las analizaremos como objetos tridimensionales que son. En las
imagenes de la Figura 2.9 puede observarse, para cada concha, cudl
es el polo, la forma de las lineas de crecimiento que definen el recinto
gue va aumentando y su gnomon.

Figura 2.9. Polo, lineas de crecimiento y gnomon en tres conchas de moluscos
bivalvos.
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En la Figura 2.10 se presenta una animacién que modela el
crecimiento gnomonico de la coquina. Y en la Figura 2.11 se observa
el detalle de la poligonal utilizada para modelar las lineas de
crecimiento mediante curvas de Bézier y el crecimiento gnomodnico

de las mismas (Galo, 2019 [21]).

Figura 2.10. Animacion del crecimiento gnomonico en la coquina.

Figura 2.11. Detalle del modelado de las lineas de crecimiento y del crecimiento
gnomonico.
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Todo lo anterior queda sintetizado en la Escena interactiva 2.1
donde puede experimentarse con todas las situaciones descritas y
donde el lector puede disefiar su recinto preferido y observar su
crecimiento gnomonico.

REI \educcf’va CRECIMIENTO GNOMONICO ARISTOTELICO CONTINUO
digital

dlescartes

Blogue: Geometria

Aristateles (384 a. C.-3222 a, C.)
"Hay ciertas cosas que cuando crecen no sufren alteracion salvo en magnitud”
"El gnomon es toda figura cuya yuxtsposicion a otra dada preduce una resultante que es semesjante a la inicial"

I cremento Gnomdnico arssToréLico conmvuo T ITS)

monico aristotélico continue de un tridngulo j
Indicaciones

Avtar: José R. Galo Sdnches

| i Proyects Descarfes, 860 2019
: ...|:II||

Escena interactiva 2.1. Crecimiento gnomaénico aristotélico continuo.

Si bien con lo descrito hasta ahora ya disponemos del modelo vy
fundamento matematico del crecimiento gnomodnico aristotélico
hemos de remarcar y detallar algunas pautas particulares que nos
ayuden a comprender situaciones de crecimiento discreto o de
aparente crecimiento discreto, pues pueden plantearse como
instancias concretas de un crecimiento continuo.

57


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivos/cgnomonicoContinuoAristoteles/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivos/cgnomonicoContinuoAristoteles/index.html

Esas situaciones tedricas se puede observar en la Naturaleza (mirar
las imagenes en la Figura 2.12) donde, por ejemplo, podemos ver
como las marcas en el fésil o las cdmaras de flotacion del Nautilus, o
las hojas del cactus o las estrias en los los cuernos marcan una pauta
discreta, si bien nuestra mente construye, transmite y visualiza ese
caracter discreto inmerso en una continuidad.

Figura 2.12. Crecimiento gnoménico discreto, inmerso en el crecimiento gnoménico
continuo, en la Naturaleza.

Las camaras interseptos son gnémones discretos en el crecimiento
gnomonico del fragmacono del Nautilus, se generan cada cierto
intervalo temporal, pero entre septo y septo se observa mentalmente
el crecimiento continuo.
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2.2.2 Crecimiento gnomonico discreto

Segun Ghyca (1953 [29]), fue también Aristételes quien formulé la

siguiente proposicion:

Dado un tridngulo cualquiera siempre se puede construir uno
semejante que lo contenga, quedando determinado su gnomon.

Proposicién que podemos visualizar en la construccion realizada en
la imagen izquierda de la Figura 2.13. Ahi, partiendo de un triangulo
ABC y tomando un punto A’ de larecta BC en el que se cumpla que

Al = A% , se obtiene que el tridangulo ABC de partida es semejante al
nuevo A’B’'C’ obtenido. En esa figura, el gnomon del triangulo de
color azul se ha representado en color amarillo.

N\

Figura 2.13. Crecimiento gnoménico discreto de un triangulo.

4 . . n S -
Para que ese punto A’ sea exterior al segmento BC tiene que ser A < B en crecimiento

dextrogiro y A< Cen levégiro, por ello en la Figura 2.13, la Escena interactiva 2.2 y se
considera siempre el angulo menor de los tres.
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Y, en la imagen de la derecha de esa Figura 2.13 se ha reiterado esa
construcciéon incrementando el tamafo del triangulo y también
decrementando el mismo. El sentido creciente que se ha seguido es el
levogiro. De manera alternativa podria plantearse en sentido
dextrogiro.

Asi pues, dado un tridngulo se construye uno semejante. Pero con
este procedimiento no es posible construir otro también semejante
con dimensiones intermedias. De ahi nuestra denominacién de
crecimiento gnomonico discreto. No obstante, parece vislumbrarse
que estos triangulos no son mas que instancias puntuales de un
crecimiento continuo. En esa imagen puede intuirse una curiosa
ubicacion de los vértices en tres espirales. Como posteriormente
indicaremos la espiral logaritmica es el referente o guia de Ia
autosemejanzay una de sus propiedades es la de ser equiangular, por
tanto, lo casual realmente puede ser y sera causal.

En la Escena interactiva 2.2 se modela lo sintetizado en los parrafos
anteriores de esta seccion. En ella disponemos de un control tipo
pulsador etiquetado como "Paso":

e Cuando "Paso" vale 1 se puede seleccionar el triangulo con el
gue se desea trabajar bien posicionando los controles graficos
que determinan los vértices o bien seleccionando en el menu
inferior unos ejemplos preestablecidos (equilatero, rectangulo
isésceles, etc.).

¢ Fijado el tridngulo, activando "Paso" con el valor 2, podemos
seleccionar el tipo de crecimiento (levorigo o dextrégiro) y con
el pulsador a la derecha de esa eleccién proceder a reproducir el
crecimiento o decrecimiento gnomoénico de ese triangulo.
También, si se desea, puede en este paso activarse el cambio de
posicion de los vértices y disponemos de otro control para hacer
zum en los graficos obtenidos.

60



Il A
e CRECIMIENTO GNOMONICO ARISTOTELICO DISCRETO o]
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Crecimiento  levogiro v g = & %t Activar vértices

ZUIm "
. A

Escena interactiva 2.2. Modelo teérico del crecimiento gnomaénico discreto en un
triangulo.

e Activando "Paso" con el valor 3, podemos visualizar la secuencia
de tridngulos obtenida y con botones adicionales marcar el
angulo que se utiliza en la contruccion gnomonica y la
numeracion de estos angulos. Puede también activarse el
cambio de los vértices y hacer zum en la representacién grafica.

Este planteamiento discreto podemos realizarlo también con
rectangulos, es decir, podemos parafrasear a Aristételes y afirmar

que:

Dado un rectdngulo cualquiera siempre se puede construir uno
semejante que lo contenga, quedando determinado su gnomon.
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Para la construccion de ese rectangulo semejante nos basamos en el
concepto de rectangulos semejantes reciprocos, es decir, dos
rectangulos semejantes en los que el lado menor del primero es el
mayor del segundo o viceversa y en la propiedad que verifican de
tener sus diagonales perpendiculares (consultad pagina 86).

Figura 2.14. Rectangulos reciprocos.

En la Figura 2.14 podemos observar como a partir del rectangulo de
fondo blanco, podemos determinar su gnomon (rectangulo con fondo
rojo) y con él queda construido el rectangulo reciproco que contiene
al inicial. Y con igual base constructiva se puede realizar el proceso
inverso, es decir, cortar un rectangulo para obtener el reciproco
contenido en él. Este procedimiento conduce a un crecimiento
gnomonico discreto ya que la construccidon queda limitada a cuatro
direcciones (derecha, arriba, izquierda y abajo, donde usamos estos
términos en base a la posicion del rectangulo que hemos
representado) y, por tanto, no podemos obtener un rectangulo
semejante con dimensiones intermedias a los ahi obtenidos en esas
direcciones.

Con este crecimiento gnomonico discreto trabajamos en su momento
en el recurso "Las Matematicas en la belleza y la belleza de las
Matematicas" (Galo, 2005 [20]).
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z
modulo del rectdangulo:|1.307 | crecimiento discreto: : ncultar sucesion D]

w
LS

Escala: !manual v! E* I 2

QR

Escenainteractiva 2.3. Crecimiento gnomaénico discreto en rectangulos.

En la Escena interactiva 2.3 podemos trabajar con estas
construcciones, interactuando mediante los siguientes controles:

e Campo de texto donde indicar el médulo o razéon de
proporcionalidad del rectangulo, con valor mayor que 1, es
decir, considerando siempre el cociente entre el lado mayor vy el
menor. Establecido este valor se representa un rectangulo con
ese modulo, al que se le afiade su gnomon (dibujado con fondo
rojo) para obtener otro semejante.

¢ Pulsador etiquetado como "crecimiento discreto" con el que
podemos ir obteniendo sucesivos rectangulos semejantes
mediante la adiccion (o recorte) de su gnomon respectivo. Se ha
representado el crecimiento levégiro, pero de manera analoga
podriamos considerar el dextrégiro.
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¢ Botdén "mostrar sucesion/ocultar sucesion" con el que vemos u
ocultamos las sucesidon de rectangulos que se van obteniendo
en el crecimiento.

¢ Menu "escala" con las opciones automatica o manual que nos
permite en el primer caso que la representacion grafica vaya
escalandose adecuadamente para tener visible siempre el
ultimo rectangulo obtenido (y la sucesion completa de
rectangulos si estad activa la opcién correspondiente) y en el
segundo controlar el tamano del grafico representado con los
botones laterales representados con forma de lupa. En este
segundo caso es cuando puede observarse de manera natural
ese crecimiento o decrecimiento gnomodnico discreto. En Ia
parte inferior se muestra un regla con la escala usada en cada
momento. Ver la animacion en la Figura 2.15.

: T - A w
modulo del rectangulo:|1.307 | crecimiento discreto: o ocultar sucesidn ‘

Escala: imanual v| [9 gl 2 2 z ]QQ

Figura 2.15. Animacion del crecimiento gnomonico discreto de un rectangulo.
64


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap2/RectanguloCrecimientoDiscreto.gif

Detengamonos en este caso para visualizar cobmo este crecimiento
gnomonico discreto estd inmerso en el crecimiento gnomodnico
continuo. Y ello podemos lograrlo en el momento que el
procedimiento constructivo que usemos no quede restringido por las
Unicas cuatro direcciones admisibles en la construcciéon de
rectangulos reciprocos. Observemos e interactuemos con la Escena
interactiva 2.4 y podremos ver el crecimiento continuo de los
rectangulos semejantes y que sus vértices son puntos de dos
espirales logaritmicas de igual base y que el crecimiento gnomodnico
discreto son instantes correspondientes a angulos que se diferencian
en 5. Ver también la animacion incluida en la Figura 2.16

B

- . [ 7l|
& . A s
modulo del rectangulo:|1.307 | crecimiento continuo ¢~ mostrar sucesian o

|
e 22
/ R e
i — ocultar espiral interior
/ P e ) \
i i . ocultar espiral exterior‘
.f!
."';J
o
|
\
Escala: |automat... VIE) 4 2 il 4 ]

Escena interactiva 2.4. Inmersion del crecimiento gnomoénico discreto en el continuo,
aplicado a rectangulos.
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En la Escena interactiva 2.4 disponemos de los controles descritos en
la escena Escena interactiva 2.3 y ademas tenemos:

¢ Pulsador etiquetado como "crecimiento continuo" con el que
podemos ir obteniendo sucesivos rectangulos semejantes en un
crecimiento continuo (en la practica cada vez que pulsamos se
incrementa el angulo de giro de manera que dibujamos diez
rectangulos entre cada dos rectangulos reciprocos, pero
obviamente podria aumentarse ese numero de rectangulos
intermedios tanto como se quiera).

e Botones "mostrar/ocultar espiral exterior" y "mostrar/ocultar

espiral interior" que permiten visualizar las espirales® sobre la
gue se apoyan los vértices de los rectangulos semejantes
dibujados.

i o . A e
moclulodelrectanguln: crecimiento continuo o ocultar sucesion ‘

mostrar espiral interior

mostrar espiral exterior|

L]
(%]

Escala: manual v o 1

L QR

Figura 2.16. Animacion del crecimiento gnomoénico continuo de un rectangulo.

>Enel capitulo IV sobre las espirales puede profundizarse en esta cuestién.
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Analogamente este crecimiento gnomonico discreto es ampliable a
pentagonos, hexagonos y poligonos de n lados en general, si bien
estos han de tener una forma adecuada (ver e interactuar con la
Escena interactiva 2.5). En todos los casos se observa un crecimiento
discreto en espiral® de paso 27” Puede observarse cémo al disminuir

el paso el crecimiento discreto converge al continuo (espiral
logaritmica).

rﬁ’?ecimwum gnomonico discreto = ba con bh>1

w3 = 5 i e
Crecimiento gnomonico discreto de paso > en base a cuadrildteros.

@N

r=1,186"

A g D = A i |
|2 b o 1.186| crecimiento @ 6 &

Escena interactiva 2.5. Simulacién del crecimiento poligonal discreto e inmersiény
tendencia al modelo continuo espiral.

®En el capitulo IV se analizan las aproximaciones gnomonicas discretas a una espiral
logaritmica.
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En la animacion de la Figura 2.17 se refleja un resumen de lo que
puede experimentar al interactuar con la escena anterior.

—

‘Crecimiento gnoménico discreto g o =

- - - » L4 Jr 13 -
Crecimiento gnomonico discreto de paso =, en base a cuadrilateros.

A Al ] 5 A
| v b vy 1.186 crecimiento o @‘ 6

Figura 2.17. Animacion del crecimiento gnomonico discreto de paso 27”

El control etiquetado como b veremos que tiene relacién con el
factor de crecimiento en una espiral logaritmica y el valor que se
muestra por defecto b ~ 1,186 veremos que tiene relaciéon con la

espiral que modela la seccion sagital de la concha del Nautilus.

Progresivamente iremos experimentando como la aparente sencillez
de la concha del Nautilus se sustenta en propiedades matematicas de

gran enjundia.
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2.2.3 Crecimiento gnomonico euclidiano

Un caso particular’ del crecimiento gnomonico aristotélico es el que
plantea Euclides (325 a. C.-ca. 265 a. C.) en “Los Elementos” (Euclides,
1991, p.265 [11]). En la definicién segunda del libro segundo se

recoge este tipo de crecimiento autosemejante, pero centrandose en
los paralelogramos:

En toda drea de paralelogramo se llama gnomon a uno cualquiera de
los paralelogramos situados en torno a su diagonal junto con los dos
complementos.

E CRECIMIENTO GNOMONICO EUCLIDIANO

iva euclidiana Paralelogramo EMLK y su gnomon POR w

Escena interactiva 2.6. El crecimiento gnomaénico euclidiano como caso particular
del crecimiento gnomonico aristotélico.

” Detenerse en un caso particular, histéricamente posterior a la definiciéon aristotélica, tiene
como unico objetivo el contextualizar este concepto de crecimiento en el compendio
geométrico basico de la Geometria: "Los Elementos" de Euclides, al que acudiremos con
posterioridad y en el que surge la extrema y media razon, divina proporcién o razén aurea.
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Siguiendo lo comentado por Joyce (2013 [37]) y de acuerdo a lo
representado en la Escena interactiva 2.6:

e En el paralelogramo EFGH tenemos una diagonal EG con un
paralelogramo LNGO y dos complementos K LOF y MHN L
los tres juntos constituyen el gnomon del paralelogramo
EK LM. Es decir, el gnomon es una figura con forma de L que
se obtiene al quitar un paralelogramo de otro paralelogramo
mayor semejante.

¢ El gnomon recuerda a la herramienta denominada "escuadra de
carpintero”, pero sin el requisito de que los lados sean
perpendiculares.

¢ Euclides denota un gnomon mediante un arco de vértice el
vértice central. En la escena esta denotado por PQ R.

Ahi también visualizamos el caracter continuo de este crecimiento
gnomonico, pues la longitud del segmento EG puede variarse de

manera continua y de igual manera crece el paralelogramo EK LM.

Pulsando el botén ubicado en la parte inferior derecha de la escena
dividimos el paralelogramo en dos tridngulos y se observa como este
crecimiento gnomonico definido por Euclides es un caso particular
del aristotélico.

Euclides, en base a esta definicién de gnomom, procede a introducir
en ese mismo libro Il de sus Elementos la actualmente denominada
razén aurea, que es la explicitamente citada en el titulo de este libro.
La undécima proposicion afirma:

Cortar una linea recta dada de modo que el rectdngulo contenido por
el todo y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento
restante.
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No obstante, como tal proporcién aparecera en la definicion tercera
del libro VI:

Dicese que una linea recta queda dividida en razén extrema y media
cuando la parte entera es a la mayor, como ésta lo es a la menor.

Pero seamos pacientes...

2.3 Modelo tridimensional

Anteriormente planteamos el crecimiento gnomodnico de la almeja,
de lavieiray de la coquina relizando una simplificacién de su forma al
verlas desde una perspectiva bidimensional, como si fueran planas.
Pero, realmente, somos conscientes que el crecimiento de esas
conchas acontece en el espacio tridimensional y en la Figura 2.18
mostramos una animacion que simula el crecimiento gnoménico
tridimensional de una almeja.

Figura 2.18. Animacion del crecimiento gnomoénico de una almeja.
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En la Escena interactiva 2.7 se puede reproducir ese crecimiento y
analizar como afectan en él los diversos controles que estan a
disposicion del lector y que parametrizan el modelo. En particular, si
se incrementa el "angulo caracteristico" se puede observar como el
crecimiento de una almeja no es mas que un caso similar al
crecimiento de un Nautilus que posteriormente catalogaremos como

crecimiento discoidal.

angulo caracteristico ::20 crecimiento :[0,62 seccion =

factor de crecimiento: 15,60

Escena interactiva 2.7. Simulacién del crecimiento de una almeja y del crecimiento
discoidal .

En el modelo bidimensional ya observamos que la forma germinal se
reproduce a mayor tamano formando las diferentes lineas de
crecimiento, las cuales son una reproduciéon homotética, a escala, de
la inicial teniendo como centro el polo de la transformacion.

72


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivos/almeja/almeja.html

En el modelo tridimensional son dos los elementos necesarios para su
parametrizacion: el perfil de la bocay la inclinacién o angulo en el que
éstas se ubican. En la escena, como ejemplo, se ha considerado como
perfil una elipse de semiejes mayor y menor en proporcion 4:3 y el
usuario puede interactuar cambiando el dngulo entre 5° y 85° y pasar
del propuesto (20°) que modela la almeja a uno mayor (por ejemplo
80°) que asemeja al Nautilus.

En esa escena el usuario cuenta también con controles auxiliares que
permitem abordar un zum, simular el crecimiento y visualizar un
corte o seccion donde se evidencia la reiterada espiral.

2.3.1 Tipos de conchas

En los moluscos podemos encontrar esencialmente tres tipos de
conchas, no obstante pueden observarse otras conchas
hetereomorfas que se obtienen como variaciones o combinaciones
de éstas formas basicas:

¢ Conoidal, es decir, con forma de cono recto. Se corresponde con
la imagen izquierda de la Figura 2.19 en la que se ha incluido
una recreacion artistica del Orthoceras que es un cefalépodo
extinto de la clase de los Nautilidae.

¢ Discoidal, es aquella que se genera por la revolucion alrededor
de un eje fijo de una curva cerrada, la generatriz, la cual
incrementa sus dimensiones manteniendo la semejanza y
permaneciendo "en un plano" perpendicular al eje. Este tipo se
corresponde con la imagen central de la Figura 2.19 que es un
Ammonites. Los Nautiloidea también tienen crecimiento
discoidal.

¢ Helicoidal que se genera de manera anéloga a la discoidal, pero
la curva generatriz esta sometida a un giro y a una traslacion en
ladireccion del eje de rotacién. La imagen derecha en la
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Figura 2.19 se corresponde con la concha helicoidal de un
gasteropodo, en concreto, el Buccinum undatum.

Conoidal Discoidal Helicoidal

Figura 2.19. Tipos de conchas.

Thompson (1942, p. 798 [55]) indica que el caso discoidal y helicodal
puede plantearse de una manera aproximada como la consecuencia
del enrrollamiento de un cono sobre si mismo, pero conceptualmente
y de manera simplificada, quizas, la mejor forma de visualizar una
primera aproximacion del crecimiento gnomadnico aristotélico en las
conchas es pensando en una familia de esferas que incrementan su
radio a medida que aumenta la distancia al punto o germen inicial: el
polo. Si los centros de las esferas estan alineados se obtiene el
crecimiento conoidal (Figura 2.20), si se ubican en una espiral se
obtiene el discoidal (Figura 2.21) y en una hélice conica el helicoidal
(Figura 2.22), llamada también turbinada. El citado cono seria la

envolvente de esas esferas.
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Crecimiento gnomonico conoidal

3 F'y . F Y
incremento = angulo cono =

Figura 2.20. Animacion correspondiente al modelo de crecimiento conoidal .

Crecimiento gnomonico discoidal

Figura 2.21. Animacioén correspondiente al modelo de crecimiento discoidal .
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Crecimiento gnomonico helicoidal

S 'y
ancho v

Figura 2.22. Animacion correspondiente al modelo de crecimiento helicoidal .

o]

Modelado tedrico del crecimiento gnomonico

("

Conoidal Discoidal Helicoidal

Escena interactiva 2.8. Simulacién del crecimiento conoidal, discoidal y helicoidal .
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En la Escena interactiva 2.8 se puede experimentar con los tres tipos
descritos y modificando los parametros obtener diferentes

situaciones.

Si en el modelo anterior incluimos la seccién de la boca de la concha
(Figura 2.23) podemos simular como se generaria una concha
discoidal como la del Nautilus (Figura 2.24), donde esa boca es la
curva generatriz que incrementa sus dimensiones, pero manteniendo
la semejanzay el plano de giro.

Figura 2.23. Boca del Nautilus .

Figura 2.24. Animacion correspondiente al modelo de crecimiento discoidal aplicado
a una curva generatriz eliptica, modelo similar del correspondiente al Nautilus .
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Y analogamente, definida la curva generatriz, simular el crecimiento
helicoidal de una concha como la de un caracol (Figura 2.25). En la
Escena interactiva 2.8 puede observarse ese crecimiento
homotético, pero en en este caso combinado con un desplazamiento
perpendicular al plano de giro.

Figura 2.25. Concha de un caracol .

Figura 2.26. Animacion correspondiente al modelo de crecimiento helicoidal, modelo
correspondiente al de la concha de un caracol .
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En la Escena interactiva 2.9 puede experimentar, sintiéndose como
un experto constructor de conchas discoidales y helicoidales,
manipulando varios parametros y en particular definiendo la curva
generatriz que determina la concha deseada.

o]

Construyendo conchas... v

Escenainteractiva 2.9. Constructor de conchas.

Como generatriz puede considerarse cualquier seccién plana de la
concha, bien conteniendo al eje de giro o con cualquier inclinacién
respecto a él. Usualmente se considera la seccién transversal
obtenida por el corte con un plano que contenga al eje de giro y suele
coincidir con la forma de la boca de la concha siempre que ésta se
ubique en un plano.
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Si seleccionamos un punto de esa generatriz, o bien un punto
cualquiera de la regidon que delimita, y unimos todos los puntos
homodlogos a él obtenemos otra curva que traza la direccion de
crecimiento. En el caso discoidal esa curva directriz adopta la forma
de una espiral y en el helicoidal es de una hélice cénica, asi pues el
conocimiento de ambas curvas es basico en la comprension del
crecimiento de las conchas y en particular la del Nautilus.
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3.1 Mdédulo y semejanza de rectangulos

Cualquiera que tome en sus manos una cuerda o una cinta se
encontrard con el hecho que al asirla por un punto intermedio
quedara fraccionada en dos cabos que invitaran a ser comparados, es
decir, verificar si son iguales, o si uno el doble o el triple del otro, o en
general cuanto cabe uno en el otro. Surge de manera natural el
concepto de proporcidn o razén entre dos partes comparables®.

a + b
i A ETTTTT T PRV Y i T i b el ot A
A WA A W R 5 Tk e ke il ]
—
o
b w—

Figura 3.1. Razén entre dos partes comparables.

Con una simple flexidon de uno de esos cabos surgira un angulo. Y si
repetimos la construcciéon —gracias a la aplicacién del guinto
postulado de Euclides— podremos construir un paralelogramo. O
mejor, en particular (ver Figura 3.1), consideremos un rectangulo
porque nuestra propia naturaleza al estar condicionada por Ia
gravedad nos marca intuitiva y experimentalmente esa direccion
privilegiada que llamamos perpendicular.

8 Al decir comparables evitamos introducirnos en el concepto de conmensurabilidad de
magnitudes que llevé a los griegos a denominar como jirracional! la inconmensurabilidad
existente entre la diagonal y el lado de un cuadrado. En este libro consideraremos que esa
razén podra venir dada por un nimero irracional.
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Asi pues, a todo rectangulo podemos asociarle un nimero al que
denominaremos su médulo y que vendra dado por la razén entre la
medida de sus lados (ver Figura 3.2). Y en concreto, para que el
moédulo quede determinado de manera univoca, realizaremos la
razoén entre el lado mayor y el menor, y consecuentemente el médulo
serd siempre mayor o igual que la unidad.

Figura 3.2. Médulo de un rectangulo.

Si un rectangulo se obtiene anadiendo a otro un gnomon euclidiano,
ambos tendran igual modulo (ver Figura 3.3). Basta aplicar el
Teorema de Thales que se demuestra en el libro VI de “Los
elementos”.

Figura 3.3. Crecimiento euclidiano y médulo.
84


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap3/proporcion2.png
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookVI/propVI2.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap3/proporcion3.png

Consecuentemente:
Todos los rectdngulos semejantes tienen el mismo médulo .
Pero también, de manera reciproca, se verifica que:
Todos los rectdngulos con igual médulo son semejantes.

El médulo de un rectangulo coincide con la cotangente del angulo
que forma la diagonal con el lado mayor, por tanto, en ambos
rectdngulos dicho angulo coincide y consecuentemente son
semejantes (ver Figura 3.4).

Figura 3.4. Relacién entre el médulo y el angulo de la diagonal.

El 4ngulo que forma la diagonal con el lado mayor (o menor) es una
caracteristica o invariante de todos los rectangulos semejantes. Esta
es la base tedrica que lleva a la construccién y uso de cartabones en
las artes y oficios, pues mediante una mera comparacion con esta
herramienta se puede identificar cuando un rectangulo tiene igual
moédulo que el cartabon o bien construir con él uno con esa
proporcion.
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3.2 Rectangulos reciprocos

Dado un rectangulo diremos que uno semejante a él es su reciproco si
el lado mayor del primero es el lado menor del segundo o viceversa.

F E F E
D C D C
A B A B

Figura 3.5. Rectangulos reciprocos y sus diagonales.
Se verifica que:
Las diagonales de los rectdngulos reciprocos son perpendiculares.

En la Figura 3.5 el lado mayor del rectangulo ABC D coincide con el
lado menor del rectangulo ABEF, y para que el primero sea

reciproco del segundo es necesario que sean semejantes, es decir,
gue se cumpla la siguiente relacién:

AB _ BE
BC AB

Por tanto, los angulos BAC y EBF son iguales ya que tienen igual
cotangente. Y dado que ABC es un angulo recto, entonces ABM es
el complementario del MAB y consecuentemente AMB es también
recto, es decir, las dos diagonales son perpendiculares.
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El gnomon del rectangulo ABCD es el CEF'D (en color naranja en

la figura Figura 3.5), rectangulo que al anadirlo al anterior nos
determina su reciproco ABEF'.

3.3 La extrema y media razon

En la definicion tercera del libro sexto de "Los Elementos", Euclides
sublimé el planteamiento de la divisién de un segmento en dos partes
al senalar:

Un segmento se dice que estd dividido en extrema y media razon si
el segmento entero es a la parte mayor como ésta es a la menor.

Ahi (ver la Figura 3.6), se establece una proporcién a la que Luca
Paccioli ([43]), por las propiedades que observé en ella, lamé como
“Divina proportione” o proporciéon divinay a la que actualmente suele
denominarse como aurea segun la denominacién de Leonardo Da
Vinci que fue quien ilustré el libro de Paccioli. También se le
denomina como dorada (Golden ratio en inglés) y proporciéon
armonica por ser el centro arménico de la belleza reflejada en el

hombre de Vitrubio de Da Vinci.

WWWWWv

Figura 3.6. Division de un segmento en extrema y media yrazoén.

Este planteamiento puede parecer artificiosoy, a priori, lo es. Pero no
gueramos pedir a Euclides, paradigma y ejemplo de sistematizaciony
formalizacion, que actuarade manera diferentea como tantisimas
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veces, demasiadas, procedemos los matematicos a esconder en
nuestros trabajos cual fue el origen y germen de lo que analizamos y
estudiamos. Es wusual que en la divulgacion de nuestras
investigaciones solemos centrarnos en lograr un correcto y preciso
planteamiento académico’ que suele conducir a la tipica pregunta y
exclamacion de nuestros discentes: j¢Y esto, a quién se le ocurre?!

Pero ;ddénde radica la importancia de esa proporcién? ;por qué tanto
interés es una proporciéon entre una infinidad de ellas? Euclides no lo
indica, pero podemos inicialmente realizar algunas conjeturas y
después, también, hacer un andlisis en "Los Elementos" y tratar de
inducir su porqué.

Comencemos con las conjeturas. Pudiera haber acontecido por:

A. Simplicidad manipulativa.
Si tenemos un rectangulo podemos obtener uno nuevo
realizando una manipulaciéon tan simple como la de desplegar
un lado y proceder a completar dicho nuevo rectangulo, tal y
como esta reflejado en la Figura 3.7.

. I
L L
— .

Figura 3.7. Simplicidad manipulativa en la division en extrema y media razon.

? Platén, 427-347 a. C., fundé la Academia y fue maestro de Aristételes 384-322 a. C,;
Euclides vivié del 325 al 265 a. C.
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Si en esa construccion exigimos que el rectangulo inicial y el
nuevo sean semejantes surge la relacién indicada en Figura 3.6.

Adicionalmente, obsérvese que el gnomon que relaciona a
ambos rectangulos es un cuadrado.

B. Simplicidad constructiva
Podemos plantear la situacion reciproca de la anterior (ver
Escena interactiva 3.1), es decir, partir de un cuadrado y en
base a él proceder a construir dos rectangulos reciprocos cuyo
gnomon sea justamente ese cuadrado, con lo que obtendriamos

los rectangulos reciprocos que tienen el gnomon mas sencillo
posible.

™

A

Pulsad para avanzar/retroceder en la construccion v

Con centro M y radio MD trazamos un arco que
interseque a la prolongacion del lado AB

\\
\\
N\
\
A ~ D
b
B c

Escenainteractiva 3.1. Construccion de rectangulos reciprocos cuyo gnomon
es un cuadrado.
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¢Cuadl es la proporcion de los rectangulos reciprocos asi
obtenidos? En la Escena interactiva 3.1 se ha obtenido esa
proporcion y efectivamente es la extrema y media razéon. Puede
observarse también en la Figura 3.8.

7. MF = ME
F——=—" E
. ME’ = MA® + AE
b ¥ b
ke 1 ¢
\ ¢ 2 o S
A ¢l L I iEHJ) B (E} +a
i
2 ab+b =a
Mf" i} y
(a+b) b = a
atb _a
B c a b

[ £

Figura 3.8. Construcciéon de rectangulos reciprocos en proporcion aurea.

C. Simplicidad combinatoria.
Ghyca, (1953 [29] p.24) plantea las diferentes proporciones que

pueden realizarse al dividir un segmento c en dos partes a y b.
Con esos tres segmentos hay seis razones posibles:

b b C a

a c

b ¢ a a b
Y si se igualan dos a dos se tienen quince posibles
combinaciones que dan lugar a sendas proporciones. Si de ellas

excluimos aquellas que no son posibles y a las que podemos
considerar triviales, es decir, cuando c=a,0c=0b,0 a = b,

restan sélo dos situaciones:
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a—+b

a a b
b a b a+b

qgue realmente corresponde a la misma situacion porque basta
cambiar el papel de a y b o bien establecer de partida que a sea

mayor que b. Consecuentemente la Gnica proporcion asimétrica
posible es la correspondiente a la extrema y media razon®.

Asi pues, aunqgue inicialmente sorprende lo de "la extrema y media
razon" parece ser que no es dificil llegar a ella cuando alguien est4
trabajando con proporciones y semejanzas. Pero, quizas, el interés de
Euclides se vea amplificado si profundizamos mas y vemos donde
aplica o usa Euclides esta especifica razon, es decir, analizar la posible
causay, con ello, eliminando esa primera impresion de casualidad.

Siguiendo el orden deductivo euclidiano, hemos de retroceder a la
proposicion undécima del libro segundo (ver Figura 3.9). En ellibro

LIBRO SEGVNDODE

Problema.r.  Propoficiéar. s
gDiuidir vna linca de manera que elre :lgu
lo detodacllayvna de fus partes fea yguala b
aquel quadrado G fehaze delaparte q refta,

i : i idir lamifma. AB

Seala linea refta dada. A B.conuiene dluz i 3
:i:e ?:crre queel reétangulo compruhcmhdf: de cllad:})dg b
vnade fus partes fea yzuala agl quadrado § fe hace dela pat

i drado.BACD i
te reftante. Defcribale por la.45.de1.t.e1q‘ua r 3AC
c;clia.A B.y cortefe(por la.j0.del.1.)la AC. por medio tgf . _
punéto.E.y tirefe.BE. y eftiéndale (PI??_I_IA_I._? ,__i\s-racm_ro_ll | - L
afta en. Z(y por la3. del B e
a)hagafe.EZygualala \ \ | M7

\
BE.ypor la.46. Ehxdf[ P = |
r.'riba:% el quadrado. ZT ¥ iy | ; e o
B

T Adela AZyeftieda | y ¥ ) ; :.f
{e,por la.2.peticionI T. i
afta cn.K.Lﬁg?fq,AB.fe ;| £ B

Figura 3.9. Proposicion 11 del Libro Il de "Los Elementos" —ed. de Rodrigo Camorano
1574, primera edicion en lengua castelana [12]—.

10 : .
Sien 7 = ‘%b hacemos z = ¢ obtenemos la ecuacién = = ’”TH

b
1+—2‘/5 ~ 1,61803398875... que es el denominado nimero aureo.

cuya raiz positiva es
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VI ya indicamos que aparece la definicién, pero ahi lo Unico que se
hace es denominarla. En esta proposicion se establece el objetivo de:

dividir una linea de manera que el rectdngulo formado por ella y una
de sus partes sea igual al cuadrado de la parte que resta.

gue no es mas que la divisién en extrema y media razon.

Pero no es hasta el libro cuarto, que es el que trata sobre figuras
inscritas y circunscritas en una circunferencia, cuando nos
encontramos una aplicacion de la "extrana" particién anterior. En la
proposicion décima (ver Figura 3.10), Euclides plantea:

Hacer un tridngulo isésceles que tenga cada uno de los dngulos
iguales el doble del desigual .

Problemaol | Propoficion.1o.
gHazér vn triangulo y foleeles que tenga ca
a vn().dclos angulos defobre Ja bafis dobla
do del'que refta.

s Tirele vna lineare
SaAB.ydinidale{por
K} 1

el punéto.C. demanz-
aque el re@igulo cd
prehédido debaxo de
la.A B.y dela.BC. [ea. |
ygual alquadradogue/|
fchazede [a.C Ay o

r

yallientefe g D
BDE.lalinearefta.BDiyrial alare&alinea. AC. Ja qual

Figura 3.10. Proposicion 10 del Libro IV de "Los Elementos" —ed. de Rodrigo
Camorano 1574 [12]—.

Ese triangulo jcdmo no! se denomind posteriormente jtriangulo
sublime! —jqué no baje el nivel de exaltacién en los calificativos!—. Y
en su construccién se requiere de esa particion en extrema y media
razon. Los lados de ese triangulo siguen esa proporcion.
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Tenemos ya al menos una motivacion: "la extrema y media razén es
necesaria para obtener este triangulo sublime", aunque aun no
conozcamos el interés final de este logro 1.

Pero afortunadamente, en este caso, Euclides no tarda en manifestar
la utilidad que perseguia ya que en la siguiente proposicion, la
undécima del libro cuarto (ver Figura 3.11), usa el tridngulo sublime
para construir el pentagono regular en el que dos diagonales
consecutivas se cortan jen extrema y media razén!

EVCLIDES, 7 5.

Problemait 1. Propaficion.tr,
: »
(;Eil vacirculo dado deferibir vn pentango
nozquilateroy 2quiangulo; -
ieSe ;__elcirculo dado,ABC D E. es menefter en el circula.
ABCD ?..dr:ﬁ'nb:r v pentagono wquilatero y equiangn-
lq,.:onlcle.:por la.so.delte Yva :1-i.mg;,v10y 1};,1‘,;‘_:}“’ y 11‘.;.'.2
1 T.quetenga el angu
loqualquiera deflobre
la bafis doblado al §
refta,ques.Z:y deferi-
bafe posla.z.del,q,en (i
clcirculo. ABC D. el
trifgulo, AC D.yguaal
enangulos al eriangu-
lo,ZIT,detal manera -
q alangulo.Z feleha

Figura 3.11. Proposiciéon 11 del Libro IV de "Los Elementos"” —ed. de Rodrigo
Camorano 1574 [12]—.

Previamente en ese libro se ha construido de manera sencilla el
triangulo equilateral y equiangular e igualmente el cuadradoy en la

11 Reiteremos que esto es lo que acontece al seguir la sistematizacion y formalizaciéon que
introdujo Euclides en sus libros y que desde entonces se sigue repitiendo en los ambientes
académicos, donde se aborda una exposicién progresiva de menor a mayor dificultad y se
oculta la motivacion inicial y las lineas de trabajo seguidas realmente por el investigador,
tanto las productivas como las abandonadas por alguna decisidn personal o por no haber
sabido llevarlas a buen término. Siguiendo esa linea expositiva se obtiene una narraccién
unidireccional académica, organizada, precisa, pautada y aséptica, pero que, en general,
queda descontextualizada en sus motivaciones y causas para el lector.
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siguiente construccion, la del pentagono, se ve que surgieron las
dificultades y requirio toda esta artilleria matematica para su logro.
Todo gran esfuerzo produce excitacién y gozo y no es de extranar que
este logro se magnificara a lo largo de los siglos. Y que los
pentagramas que surgen en la construccion de esta proposicion se
hayan usado como iconos identificadores de grupos o sectas, si bien
éste icono ya era propio de los pitagéricos y Pitagoras (c. 570, c. 490
a. C.) es antecesor de Platén, de Aristoteles y de Euclides, es decir,
gue éste ultimo se permite la licencia de divulgar ese oculto saber
previo.

Y aun mas importancia le darian si constatamos que la alegria
constructiva se les acabd pronto ya que, aunque la construccion del
hexagono regular es elemental a partir del tridngulo equilatero pues
construido un poligono regular es trivial la construccion del poligono
gue tiene el doble de lados, el heptagono seguro que les supuso una
indigestion al igual que el enedagono y endecagono... jqué gracias a
Gauss ahora bien sabemos que no son construibles con regla y
compas! Seguro que pasaron un mal rato al no saber construir esos
poligonos regulares, lo cual se lo callaron, y consecuentemente en
esto podemos encontrar la justificacion de ese enardecimiento del
pentagono y de esta excelsa razdn que se magnificay a la que se le da
nombre propio: jExtrema y media razén!12

3.4 La proporcion divina o aurea

Ante lo detallado en la seccién anterior, y como ahi adelantamos, no
es de extranar que cuando Luca Pacioli tiene alcance a los resultados
citadosy alosde “Los elementos” en general, su estudio le catapulte

12 o . , o .z . ,
Omitimos explicar el porqué de la denominacién "extrema y media razon", baste recordar
que en una proporcion 3 = 5, a'y d son los extremos y by c los medios. Si b = c se dice

gue la proporcion es continua y este valor es la media geométrica de a y d que viene dada
por ¢ = vad. Ademas a, by d estan en proporcion geométrica.
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a escribir el libro que tituld “La divina proporcion” [43] al referirse ala
media y extrema razoén. El la cataloga y asciende a la divinidad porque
encuentra varias analogias que se corresponden por semejanza con

Dios mismo (Figura 3.12).
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La primera que es una y nada mas que una, al igual que Dios es unoy
solo uno. La segunda es que en la proporcién intervienen tres
términos al igual que la Santisima Trinidad son tres sustancias en una
sola. La tercera es que es inconmensurable, irracional, no es
expresable en cantidad racional, al igual que Dios no puede ser
entendido por nosotros con palabras. La cuarta es que como Dios no
puede cambiar y esta en todas partes. La quinta que lo mismo que
Dios es la quinta esencia del universo, la que da el ser a los cuatro
elementos: tierra, agua, aire y fuego, la proporcion divina lo es para
los cinco poliedros regulares que los representan y sin ella no puede
relacionarse e inscribirse en una esfera. Y, Pacioli, en su euforia,
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asigna a la proporcion divina diversos efectos. Entre ellos el efecto
noveno lo cataloga como excelso el cual es el hecho antes citado de
gue dos diagonales consecutivas de un pentagono regular se cortan
en media y extrema razon. Y continta hasta el efecto decimotercero
o dignisimo efecto porque sin su ayuda no podria construirse el
pentagono. Y ahi detiene su descripcién por reverencia a Nuestro
Salvador Jesucristo y sus doce apéstoles.

Parece obvio que esa extrema pasion de Pacioli es el pilar sobre el
gue se basa y el que provoca en la Edad Moderna y Contemporanea
la inmensa admiracion por su divina proporcién. Y mas, teniendo en
consideracion que este efecto se ve ponderado por su amigo
Leonardo da Vinci que ilustra su trabajo y también por Alberto
Durero [10].

WOOCEDROR PLANYS ||
WACNNS -

wxan

Figura 3.13. llustraciones de Leonardo Da Vinci en el libro "Divina proportione" de
Luca Pacioli (1509) [43].

Pero no puedo dejar de comentar que a esta euforia pacioliana,
indirectamente y directamente, jtambién contribuimos los
cordobeses!®® "Los Elementos" de Euclides, al igual que gran parte

13 EJ autor es oriundo de la provincia de Cordoba (Espafia) y la proporcién cordobesa toma
su nombre de este topdnimo.
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del saber cientifico griego, nos ha llegado a través de traducciones al
arabe de manuscritos en griego, lo cual acontece en torno a la época
del Califato de Cordoba (siglos X y Xl), luego fue traducido del arabe
al latin (siglo Xll) y ampliada su difusion mediante su impresién a
finales del XV. La primera edicion impresa es de 1482 (época de Luca
Pacioli) y se basé en versiones arabes y, en particular, en una version
latina atribuida a Adelhard de Bath quien estuvo en Cérdoba a
principios del siglo XII. A él se le atribuye el primer caso de espionaje
cientifico porque se infiltré en la escuela matematica cordobesa y
ademas del cero, que le debié de saber a poco o nada, llevd consigo un
ejemplar de "Los Elementos". Posiblemente éste fue el camino a
través del cual Fibonacci en el siglo XllI tuvo conocimiento y difundié
el sistema de numeracion posicional gracias a ese cero indo-arabigo.
Y también cémo, posteriormente, Luca Pacioli pudo construir su
eufdrica exaltacion de la “proporcién divina”. jEuclides se hizo
cordobeés!

Medina Azahara en Cdrdoba (Espaiia)

Patrimonio mundial de la Humanidad

Figura 3.14. Medina Azahara (Cérdoba) sede la biblioteca de Alhaken Il en el califato
de Cérdobay ejemplares de "Los elementos".

97


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap3/EuclidesCordobes.jpg

La razdn entre el radio y el lado de un decagono regular
es la razon aurea
i |
b TS = |
r B r E G
1
= _
4 ] c cag c e
BE y EC dividen al segmento BC
| en extrema y media razon
CEFG es un rectangulo dureo E'FG' es un tridngulo sublime
% 2 Tnangulo isosceles cuyos angulos iguales son el doble que ef desigual
= — La razén de sus lados es la razén durea

Figura 3.15. El hombre de Vitrubio de Leonardo Da Vinci y su relacién con
proprocion divina o aurea.

Leonardo da Vinci adopté esta proporcién divina como pauta para la
elaboracion del canon de belleza humano y lo reflejé en su dibujo del
hombre de Vitrubio. En la Figura 3.15 podemos ver como equipara la
altura de un hombre a la longitud entre sus brazos. Partiendo del
cuadrado que determinan estas dos magnitudes y apoyandose en el
eje de simetria del mismo, que es eje de la figura humana, procede a
dividir este segmento en extrema y media razén, donde el ombligo es
el punto que determina esta particion!®. La proporcion divina queda
reflejada en el cuerpo humano y el ombligo se configura como el
centro armoénico de esta belleza. De ahi surge también la
denominacion de proporcion armoénicay jla belleza davinciana queda
ligada a esta proporcioén!

YEnla imagen se tiene que CE = a, EB = by segun la construccion realizada, aplicando el
o . . , ——=2  —==2

teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo ABC tendriamos que AB™ + BC™ =

AC” | es decir, (“TH’)2 + (a+0b)? = (“T*b + a)?, de donde se obtiene que (a + b)b = d?, €s

atb _ a

decir, — 7
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Adicionalmente, en esa figura Figura 3.15, si se flexiona el cuerpo por
la cintura a la altura del ombligo (las lineas que lo representan), se
obtiene un rectangulo que guarda esa proporcion al que légicamente
se nombra como rectangulo armonico, aureo o dorado. E igualmente
los lados de ese rectangulo también se corresponden con los lados
del tridangulo sublime y con diez triangulos sublimes se construye un
decagono regular, es decir, tenemos que la razon entre el radio y el
lado del decagono regular es la razén divina. En la Escena interactiva
3.2 se hace una descripcioén visual y textual de estas relaciones.

Eanardo dg Vingi

z
Stn : El h.omhrle de Vitrubio (] |

v 3

Escena interactiva 3.2. Descripcion visual y textual del hombre de Vitrubio y su
relacion con la razén aurea. Indicaciones.

Consecuentemente, comprobamos coémo esta belleza davinciana
puede abstraerse y representarse mediante un rectangulo y un
poligono regular: el decagono. Y ello, nos induce a plantearnos cuales
son las bellezas ligadas a otras proporciones, a otros rectangulos y, en
particular a otros poligonos regulares porque parece que es evidente
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buscar el conocimiento de la belleza a través de la busqueda de las
proporciones, pero lo que no es tan obvio es que esa busqueda se
convierta en una obsesion por encontrar la proporcién divina en
todas las cosas. Para que algo sea bello ;ha de seguir a la fuerza la
proporcion divina? (ver Figura 3.16).

Para que algo sea bello ;ha de sequir la proporcion divina?

Figura 3.16. "Adany Eva" de A. Durero y de F. Botero.

3.5 Otras proporciones no divinas

La fijacion de Pacioli por la divina proporcion y anadlogamente la de
Da Vinci por la belleza divina, al igual que Durero y un ingente
numero de grandes artistas que desde el siglo XV hasta nuestros dias
la han seguido a pie juntillas (ver por ejemplo la Figura 3.17), nos deja
un camino amplio de elecciéon de otras bellezas. Quizas demasiado
extenso, pues tendriamos por delante una muestra infinita que
analizar y, ademas, seria excesivamente arriesgado si esto llegara a
interpretarse como un intento de rebatir a tan excelsos personajes,
por ello, de partida remarquemos con firmeza que no es ésa la
intencion.
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Figura 3.17. Animacidn: (izq.) Semitaza gigante volando con anexo inexplicable de
cinco metros de longitud (Salvador Dali, c. 1944). (centro) Ubicacion del crecimiento
gnomonico aureo en el cuadro. (der.) Espiral de Durero embebida en la pintura.

Si en la busqueda de nuevos canones de belleza seguimos el camino
de Leonardo Da Vinci, podemos modelar la belleza mediante la razén
entre la distancia desde los pies al ombligo y desde éste hasta la
cabeza, asociandola a la proporcién de un rectangulo. Pero, para
restringir las posibilidades busquemos que también esa proporcion
coincida con la relacién entre el radio y el lado de un poligono regular
(ver la animacién de la Figura 3.18 e interactuar con la Escena
interactiva 3.3). Y adicionalmente, a nivel tedrico y ubicandonos en el
purismo euclidiano excluyamos aquellos poligonos que no son
construibles con regla y compas, es decir, que consideraremos sélo
los poligonos regulares cuyo numero de lados son 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12,
15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96,... que
sigue siendo una infinidad, pero que en este contexto, en la practica,
realmente quedara reducido a un pequeno conjunto de posibilidades
ya que se observa cédmo la razén crece y para el dodecagono esta
razoén es préxima a dos y, como comprobaremos, ello se corresponde

con una belleza bastante atipica.
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Construccién del rectangulo asociado al poligono de 3 lados

. radio
razan=

= 0,5774
ado

Inicio | lados :3 AnimarfPausar

Figura 3.18. Animacion con los rectangulos y razones’® asociadas a los poligonos
regulares.

Si trasladamos esto al hombre de Vitrubio, que ahora lo convertimos
en polifacético pues adopta todas las caras o formas que deseemos
sin mas que cambiar la posicién del ombligo. Podemos observar (ver
animacion en la Figura 3.19) que para poligonos de doce lados o mas
su traslacién al hombre de Vitrubio conduce mas a una
desproporcién que a una armonia, una situacién de hombres
patilargos, es decir, con un largo de piernas mayor al usual vy, al
contrario, paticortos para poligonos de de seis o menos lados.

13 Usualmente las razones asociadas a rectangulos (mddulo de un rectangulo) se suelen
considerar siempre mayores o iguales a uno, es decir, para obtenerlas se divide el lado
mayor entre el menor, pero aqui dado que la razon considerada es el cociente entre el
radioy el lado para el caso de 3,4 y 5 lados la razén obtenida es menor que uno.
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Construccion del rectangulo asociado al poligono de 8 lados

razon=——=1,3066
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Escena interactiva 3.3. Rectangulo y razén asociada a cada poligono regular
indicaciones.

El hombre de Vitrubio polifacético

Figura 3.19. Animacién mostrando al hombre de Vitrubio polifacético segtn la
posicién de su ombligo.
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En la Escena interactiva 3.4 disponemos de un control grafico que al
seleccionarlo y desplazarlo nos permite cambiar la posicion del
ombligo y asi observar como varian las proporciones en la imagen. Y
si dejamos de seleccionarlo, pulsando sobre cualquier otro punto de
la escena, se activa un campo de texto donde podemos elegir el
rectangulo y razén asociada a cada poligono regular y comprobar el
canon de belleza asociado a dichos poligonos.

o7

El hombre de Vitrubio polifacético

:I".!?.(-]I'l=:—7 1.6144

poligone |10

Escenainteractiva 3.4. El hombre de Vitrubio asociado a cada poligono regular.
indicaciones.

En la Figura 3.20 se realiza una comparativa del hombre de Vitrubio
correspondiente a la razon asociada a los seis primeros poligonos
regulares construibles. Tenemos que los tres casos primeros se
corresponden con situaciones de hombres con menor largo de las
piernas que del tronco y cabeza, iguales en el caso del hexagono y
mayor largo de piernas en el octégono y decagono, sin llegar a ese
caracter patilargo indicado para valores superiores. El caso del
decagono y el octégono son los mas frecuentes y asumibles en el
contexto de una poblacién gausiana normal y quizas también, aunque
algo menos, el caso del hexagono.
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Figura 3.20. Comparativa del hombre de Vitrubio seguiin las razones de los seis
primeros poligonos regulares construibles.

Asi pues, entre las diversas alternativas parecen surgir dos posibles
canones de belleza procedentes de razones poligonales. La primera
es la belleza armodnica davinciana ligada a la proporcién divina y otra
una belleza ligada al octégono. Y por contraposicién al canon divino
diremos que tenemos el canon humano y a la razén correspondiente
al cociente entre el radio y el lado del octégono la denominaremos
razén humana?®. El canén de belleza humano se caracteriza porque
las piernas son algo mas cortas en relacién al tronco y cabeza. Si nos
fijamos en los dos rectangulos (ver la Figura 3.21), el rectangulo
divino o aureo es mas estilizado y el rectangulo humano algo mas
rechoncho

'® Asi la denominé Rafael de la Hoz Arderius (Hoz, 1973 [34] y 1996 [35]) o proporcion
cordobesa
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Figura 3.21. Rectagulo humano vs. rectangulo divino.

En la Escena interactiva 3.5 podemos realizar una comparativa
personalizada, elegir nuestro canon y compararlos con otros.

o7l
Comparador de canones de belleza o

_ razon~16180 <3 0 e poﬁgmo razén~1.3066

Escena interactiva 3.5. ;Cual es mi canon de belleza? indicaciones.
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Llegados a este punto podemos abordar el dar respuesta a cuestiones
en la que subjetividad toma parte, pero en las que el apoyo
matematico antes analizado introduce cierta razén a través de la
razén matematica. Asi pues, observando la Figura 3.22 podemos
preguntarnos:

¢Cual es mas bella? ;La venus de Milo o la venus Capitolina?

Pacioli lo tendria claro, tomaria su compas aureo y seleccionaria la
Venus de Milo. Pero ;cuél es su eleccion?

Venus de Milo  Venus Capitolina

poligono|10 razon~1.6180 <3 swe poligono/s ‘ razén~1.3066

Figura 3.22. Venus de Milo vs. Venus Capitolina.

Y si nos ha gustado el reto anterior, procede abordar otra
comparativa y posicionamiento igual de dificil. Observemos ahora la
Figura 3.23 y respondamos:

¢Cual les parece mas bello? ;El Apoxidomeno de Lisipo o el David de
Miguel Angel?
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Figura 3.23. Apoxiémeno de Lisipo vs. David de Miguel Angel.

La eleccidén es personal y nadie la va a cuestionar. Pero aqui, si vamos
a destacar y poner de manifiesto que la comparativa compuesta en la
Figura 3.23 resulta irénica e incluso graciosa, pues en ella hemos
contrapuesto al hombre de Vitrubio de Leonardo con el David de su
gran rival Miguel Angel y, en ella, parece detectarse una prolongacién
de la inquina que se profesaron. Y mas, si a la vista de esa
comparacion senalamos, incluyendo cierta inventiva por nuestra
parte, que Miguel Angel parece que disefid a su majestuoso David
como "humano" tratando de obviar a toda costa el modelo "divino" de
Leonardo. No es mas que mera especulacién, pero... la imagen habla
por si sola, ;verdad?

3.6 Contexto cordobés

Es obvio, o al menos lo parece, que de manera légica surge el canon
humano, ligado al octégono y al rectangulo cordobés. Pero ;por qué
cordobés?
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Figura 3.24. La mezquita-catedral de Cérdoba. Puerta de Alhaken .

Quiza convendria una visita a Cordoba en Andalucia (Espafa) y a uno
de sus mas singulares edificios. En la Figura 3.24 tenemos una vista
aérea de la mezquita-catedral con el patio de abluciones o patio de
los naranjos, las naves, el muro de la quibla y las bévedas de la
macsura y del mihrab... y embebida en ella la catedral de Cérdoba,
realmente la catedral nueva y también la antigua (si, una catedral en
una mezquita o una mezquita que acoge a una catedral). Y a la
derecha una de las puertas laterales, la de Alhaken Il por la que el
califa accedia directamente desde su alcazar a la macsura. La
mezquita de Cérdoba es patrimonio de la humanidad y Cérdoba es la
ciudad que mas nombramientos patrimonio de la humanidad
acumula: la mezquita, el casco histérico, los patios como patrimonio
inmaterial y Medina Azahara, ciudad califal efimera del siglo X de la
era actual (936-1013).

En la animacion de la Figura 3.25 podemos adentrarnos en la
mezquita de Cérdoba, ubicarnos en sus naves configuradas por un
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bosque de columnas y de arcos de medio punto y de herradura con
inconfundibles y Unicos colores identitarios, esos alternantes blancos
y rojos de la piedra y el ladrillo que los componen. Y les adentro en
este entorno porque aqui, con seguridad, estuvo nuestro espia
cientifico. Si el que se llevé el cero junto a los Elementos de Euclides,
pero no lo cito de nuevo para reprender su hurto, no, los cordobeses
y los andaluces en general somos desprendidos, por algo el lema de
nuestra comunidad es: “Andalucia por si, por Espafiay la Humanidad”,
lo mismo que el de la Red Educativa Digital Descartes de la que soy
socio es: “trabajando altruistamente por la comunidad educativa de
la aldea global”.

Figura 3.25. Fotos del interior de la mezquita de Cérdoba.

Les recuerdo a nuestro espia porque, con seguridad, cuando penetré
en la mezquita quedaria tan empequenecido, perdido, sorprendido,
asombrado, maravillado desconcertado, obnubilado, estupefacto,... y
iparo! porque me estoy pareciendo a Pacioli al describir no los
efectos de la proporcion divina, sino los efectos de esa singular
belleza humana en un pobre ser humano.

110


https://proyectodescartes.org/descartescms/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap3/arcos.gif

Figura 3.26. (izqda.) Arcos polilobulados en la ampliacion de Alhaken Il de la
mezquita de Cordoba. (dcha.) El mihrab de la mezquita de Cérdoba.

En la imagen de la izquierda de |a Figura 3.26 podemos ver los arcos
polilobulados que dan acceso a la macsura —recinto reservado donde
se sitla el califa o el iman durante las oraciones publicas— y en ella el
mihrab (imagen de la derecha) con su arco de herradura que sirve de
guia de orientacion para que los creyentes dirijan su rezo hacia La
Meca. Es la puerta simbdlica de acceso a dicha ciudad. No obstante, el
mihrab de la mezquita de Cérdoba no esta orientado hacia La Meca,
diversas causas pueden apuntarse desde la mas simple de ajustarse al
terreno disponible cuando se inicié su construccion, pasando por su
coincidencia con la orientacion de las mezquitas de Damasco origen
de la dinastia omeya que constituyo el Al-Andalus, pero la que para
mi no es admisible es la que lo achaca a una falta de conocimiento a
guienes, como hemos indicado, fueron el canal de comunicacién del
saber antiguo, mas cuando la mezquita de Medina Azahara si esta
orientada hacia La Meca.
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Pero ése es otro tema que siendo muy interesante no vamos a
detenernos en él, pues largo es el camino en el que nos hemos
embarcado. Pero ello, no es 6bice, para pararnos a contemplar
detalles de esta zona ricamente embellecida con mosaicos bizantinos
(ver animacion en la Figura 3.27) y regocijarnos en su belleza que
podemos acompanar de un canto mas moderno, un siglo posterior,
pero que transmite la espiritualidad eterna de este lugar (Canto al
amanecer de Carlos Cano, en "Crdnicas granadinas", 1978).

Figura 3.27.Imagenes de la zona de la macsura de la mezquita de Cérdoba.

Y en la Figura 3.28 podemos admirar el interior del mihrab de planta
iOC-TO-GO-NALI! y curiosa boveda en forma de concha. Pero aqui
no pudo estar nuestro espia, pues es el sanctasanctérum. Pero en su
atolondramiento y desconcierto tuvo que dejar escapar a su vista
otro elemento arquitecténico intrinseco en la mezquita de Cérdoba:
iLa béveda cordobesa! la cual tiene como base matematica el OC-TO-
GO-NO. Si nuestro espia la hubiera contemplado jtambién se habria
llevado consigo el saber matematico que contiene! y Luca Pacioli
habria tenido un dilema al tener que elegir entre el decagono y el

octogono y entre las dos proporciones asociadas a los mismos.
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Figura 3.28. Cupula en forma de venera (izqda.) y planta octogonal con arcos
polilobulados en los laterales (dcha.) en el Mihrab de la mezquita de Cérdoba.

Nuestro espia, obnubilado por el entorno, no repararia que en la
parte mas lujosa de la mezquita, en la denominada ampliacién de
Alhahen Il, hay cuatro bévedas que por su caracteristicas
constructivas permiten abrir huecos que proporcionan ventilacién y
luz, los denominados lucernarios. La mezquita original de
Abderraman |, ampliada posteriormente por Abderraman Il recibia su
luz natural por los vanos del muro de entrada, pero la extensa
ampliacion de Alhaken |l queda bastante alejada de esa entrada y
dificilmente la luz podria llegar a romper las tinieblas en las que
guedaria sumergida esta nueva zona. Consecuentemente se
plantearian una solucién arquitecténica para aportar esa necesaria
claridad. ;Y la lograron! y fue y ha sido un referente aplicado en
multitud de obras posteriores. Surgié la boveda de nervios cruzados
o boveda cordobesa.
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3.6.1 La boveda de la capilla de Villaviciosa

En laimagen de la Figura 3.29 vemos el lucernario de la denominada
"Capilla de Villaviciosa" que es donde estuvo el mihrab de la mezquita
de la ampliacién de Abderraman Il y después de la reconquista
cristiana estuvo ubicado el altar mayor de la primera catedral, por
ello el nombre actual que recibe de capilla. Los elementos
constructivos son arcos entrecruzados, nervios, que se caracterizan
porgue no comparten una clave comun. En este caso se entrecruzan
de tres en tres y esa union es la parte con mas dificultad de la
edificacion. Con esta estructural” se gana en altura, se generan vanos
laterales que permiten la penetracién luminica y los arcos sirven de
sustentacion de la béveda que aqui comprende diecisiete espacios
que se cubren con sendas bévedas o cupulas!® que son de diverso
tamano, pues el espacio que queda interarcos es dependiente del tipo
de cruce que se produce.

Matematicamente, si describimos la proyeccion de la boveda sobre
un plano paralelo al suelo, el esquema es simple: una sucesién de tres
cuadrados inscritos uniendo los puntos medios de cada lado. Pero
realmente, la planta de esta capilla es rectangular ocupando tres
espacios entre columnas los cuales suman una longitud superior al
ancho de la nave que ocupa que, en concreto, es la nave central que
se diferencia del resto de naves por tener mayor anchura. Asi pues,
sobre una base rectangular, por un lado se trazan cuatro arcos que
unen los puntos medios de los lados formando su proyeccién sobre

7 Desde este enlace (wikiarquitectura) se accede a un esquema constructivo del lucernario
de la capilla de Villaviciosa. Para el andlisis de esta bdéveda y las que veremos
posteriormene consultar también el articulo de Fuentes (2019) [19] y Paseo matematico
de Fundacién Descubre.

18 Remarquemos que los términos clpula y béveda no son equivalentes, aunque se usen
como sindnimos coloquiales e incluso el diccionario de la RAE los seiale como tales. La
cupula es una superficie de revolucion generada al rotar un arco y la béveda se sirve de
varios arcos que se entrecruzan (salvo la béveda de cafdn que se construye trasladando
un arco).
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esa base un rombo y por otro desde los lados del rectangulo se trazan
dos parejas de arcos paralelos que se entrecruzan con los anteriores
creando su proyeccion un cuadrado central inscrito en el rombo
anterior, junto a cuatro rectangulos en las esquinas y doce triangulos
de diferente tamano. Los vértices de ese cuadrado son los de mayor
dificultad constructiva porque se forman al intersecarse tres arcos.

Figura 3.29. Béveda de la "Capilla de Villaviciosa".

Tenemos una primera muestra constructiva, pionera, que por su
origen se denomina "bdveda cordobesa" y por su componentes
"béveda de nervios cruzados". Pero ésta es una de las diversas
posibilidades que pueden plantearse segin el nimero de arcos que
se utilicen, segun la ubicacion relativa de los mismos y/o el cruce que
se genera entre ellos. A continuacion, veremos como evoluciona este
modelo y cobmo mejora a medida que se construyen otros lucernarios

en la propia mezquita cordobesa.
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El hueco central se rellena truncando las esquinas y obteniendo un
octégono sobre el que se eleva una cupula gallonada dodecagonal.

Figura 3.30. Muestras de bévedas incluidas en la béveda de la "Capilla de
Villaviciosa".

Y los huecos de las esquinas de esa béveda de nervios se cubren
mediante otras bévedas mas pequenas. Podemos observarlas en las
cuatro imagenes de la Figura 3.30 que estan ubicadas en la misma
posicidon relativa que ocupan en la imagen de la Figura 3.29.
Detengamonos en ellas, pues parece que aqui se hacen pruebas de lo
que se quiere hacer después. Es como si fuera un muestrario sobre el
gue seguir indagando o similar a lo que es un dechado de costura.
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Las esquinas son rectangulares vy, por ello, las figuras que conforman
estas pequenas bévedas no son regulares.

e La etiquetada como (c) se obtiene truncando el rectangulo
usando cuatro tridngulos rectangulos escalenos que
determinan con el rectagulo base un hexagono sobre el que se
construye una cupula gallonada de seis gajos con otros seis mas
pequenos intercalados. No introduce ninguna novedad
constructiva esencial.

e Las indicadas con (a) y (d) son iguales salvo pequenas
variaciones en las clpulas centrales. En ambas se entrecruzan
seis arcos que configuran dos tridangulos superpuestos
enfrentados que forman una estrella hexagonal y un hexagono
central. En este caso los arcos se intersecan dos a dos.

e Una cuarta, la (b), donde se truncan las esquinas formando un
octégono y apoyandose en éste se entrecruzan ocho arcos que
son parelos dos a dos. Se forma una cruz griega (brazos con igual
longitud y perpendiculares) y una cruz de San Andres (brazos
iguales no perpendiculares en direccidon de las diagonales del
rectangulo base) que crean un hexagono en la parte central. Los
arcos se entrecruzan de dos en dos y en dos sitios se
entrecruzan tres, pero realmente la construccién se ve
constrifida por no ser la base cuadrada, por ser un lado menor
qgue otro. Esta pequena boveda se asemeja a la que vamos a
analizar a continuacién que tiene esa base cuadrada y se
modifica la posicidn relativa de los apoyos de los arcos.

3.6.2 La capillareal

Pegando un salto temporal desde el califato cordobés a la época de la
reconquista cristina de Al-Andalus podemos fijarnos en la zona anexa
a la capilla de Villaviciosa que se denomina como capilla real por
haber sido tumba de dos reyes castellanos. En ella podemos observar
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una reproducciénde la boveda de Villaviciosa, pero en este caso la
obra esta realizada sobre planta cuadrada y usando como elemento
constructivo la madera. Aunque la planta base es rectangular (ocupa
el espacio de los tres mismos huecos intercolumnas de la de
Villaviciosa, pero en la nave colindante), introdujeron dos arcos muy
anchos en la nave en la direccién del Mihrab y asi en la parte superior
se parte de una base que es cuadrada (ver la Figura 3.31). Este es un
ejemplo de la influencia constructiva de la boveda cordobesa.

Figura 3.31. Boveda de la capilla real realizada en madera.

3.6.3 Las bovedas laterales en la macsura

Las dos bovedas que se ubican a ambos lados de la macsura son
gemelas e introducen, al menos desde el punto de vista matematico,
un salto cualitativo estético que alcanza su sumun en la béveda
central de este lugar reservado al imany al califa. Ver la Figura 3.32.
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Figura 3.32. Béveda de la "Capilla de Villaviciosa".

Las formas geométricas que se identifican al realizar la proyeccion de
la boveda sobre el plano horizontal son las siguientes: un cuadrado
inicial al que se le truncan las esquinas obteniendo un octégono
regular. Con los vértices de éste se construye un octégono estrellado
de paso 3, es decir, moviéndose por el octégono inicial se traza el
segmento que une un vértice con el tercer vértice después de él; que
también puede verse como dos cruces griegas giradas una repecto a
otra 45° recordemos que un octégono se puede obtener
intersecando un cuadrado con otro girado 45° luego es una
propiedad que se hereda aqui, y que se visualiza en el nuevo
octdégono regular que el poligono estrellado determina en su centro.
Este queda coronado por una béveda con ocho nervios con clave
central comun.

En este esquema los arcos se entrecruzan dos a dos, es decir, es

constructivamente parece mas sencilla que la béveda de Villaviciosa,

pero a costa de tener un mayor niumero de intersecciones; también
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los arcos alcanzan mayor altura, si bien el hueco central tiene menor
superficie. Desde este enlace se accede a un esquema constructivo y
puede compararse con el indicado anteriormente de la capilla de
Villaviciosa.

Comprobamos que aparece de manera recurrente el 6ctogono, que
vimos que es el poligono asociado a la proporcion humana y que,
segun lo que hemos empezado a observar, comienza a pedir ser
denominada como proporcidon cordobesa. Pero si nos parece poco
fundamentado, continuemos visitando la Mezquita cordobesa.

3.6.4 La boveda central de la macsura

Figura 3.33. Boveda central de la macsura, antesala del Mihrab (izqda.) y perspectiva
de su ubicacién en esa zona (dcha.).

En la béveda central de la macsura (ver Figura 3.33), se construye un
octogono inicial truncando las esquinas y ahora se unen los vértices
alternos construyendo un poligono estrellado de paso 2, que equivale
ados cuadrados uno girado 45° respecto al otro y configurando de
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nuevo un octégono central. Los arcos se entrecruzan también dos a
dos, pero en este caso la ventaja de esta construccién respecto a la
anterior es que el octégono obtenido tiene mas superficie. Desde
este enlace se accede a un esquema constructivo de esta béveda.
Adicionalmente toda ella se adorna con mosaico bizantino. jLa
béveda cordobesa alcanza su esplendor! El canén de belleza
octogonal queda puesto de manifiesto ;verdad?

3.6.5 El Mihrab y su cupula

Y en este lugar hemos de detenernos en el Mihrab (ver las imagenes
en la Figura 3.28) donde volvemos a encontrarnos con el octégono,
pues la planta del este lugar tiene esa forma y sobre esa base
octogonal en el techo se ubica una cupula con forma de venera.

3.6.6 El rectangulo cordobés en la portada del Mihrab

Es dificil en este espléndido monumento el que la mirada no
encuentre un detalle atractivo y bello, pero es obvio que al
acumularse estos de manera armoniosa se logra verificar el dicho
aristotélico de que el todo es mas que la suma de las partes. Ello se
hace obvio, por ejemplo, al mirar la portada del mihrab en la macsura,
si bien no es facil de ver el conjunto porque las columnas y arcos
polilobulados la tapan parcialmente cuando se observa a distancia y
al acercarse su extensa superficie supera al angulo de vision humano.
No obstante, gracias a la técnica artistica desde hace tiempo
disponemos de dibujos y litografias que nos la muestran en toda su
grandeza o posteriormente innumerables fotografias y, ahora con
tecnologias digitales contamos con imagenes 3D y con la posibilidad
de realizar visitas virtuales. En las imagenes de la Figura 3.34
tenemos accesibles dos muestras de este conjunto.

Pero al observar dicha portada, la pregunta que podemos hacernos
es: ;Por qué nos atrae y nos gusta esa composicion?
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Figura 3.34. Lamina de Rufflé (1881), Academia Colecciones (izqda.) y fotografia

(dcha.) de la portada del mihrab.

Aparte de la bellisima decoracidon con diversas técnicas que llena
majestuosamente nuestro sentido visual, la abstraccién matematica
nos lleva a recordar la importancia de las proporciones en la belleza
(Galo, 2005 [20]). Asi pues, en el contexto en el que estamos donde se
ha puesto de manifiesto que el uso del octégono ha tomado amplia
presencia, es obvio plantearse la bisqueda de la proporcién entre el
radio y el lado del octégono, la proporcion humana, en esta

composicion arquitecténicay en la mezquita en general®?

17 Cantizani et al. (2022) [5] indican en su articulo "Proportions and Deformations in the
Mosque-Cathedral of Cordoba" que han realizado en la ampliacién de Alhaken Il que "esta
investigacion indica ciertas relaciones de orden parcial cercanas a la proporciéon 1.3,
aungue cabe sefalar que no todas las arcadas comparten las mismas dimensiones y por lo
tanto no se aplica ninguna teoria general sobre fus proporciones”. Larazén entre el radio y
el lado del octégono, proporciéon humana es 72—_\5 =1,306562...
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Para abordar este andlisis proporcional nos apoyaremos en las
imagenes de la Figura 3.34 y en la Escena interactiva 3.6, donde
disponemos de la posibilidad de activar cartabones/rectangulos que
siguen la proporcion humana, tanto en orientacion vertical como
horizontal (también ahi se pueden usar cartabones/rectangulos
divinos) y desplazandolos o escalandolos poder detectar sobre dichas
imagenes la ocurrencia de la proporcién humana (o la divina).

Obviamente no vamos a aseverar al respecto, sino marcar ciertas
tendencias o relaciones que puedan ser objeto de mayor
profundizacién por quienes puedan disponer de los datos precisos
necesarios sobre los que poder contrastar estas observaciones, de
manera similar a lo realizado por Cantizani et al. (2022) [5].

Rectangulo
cordobés

Rectangulo

e p

Escenainteractiva 3.6. Deteccion interactiva de proporciones. Indicaciones.
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(@ o)

Figura 3.35. Animaciones sobre el analisis interactivo de proporciones en la portada
del Mihrab.
(a) Uso del cartabdn/rectangulo humano en la Escena interactiva 3.6.
(b) Algunos rectangulos humanos.

Figura 3.36. Rectangulos con la proporcién humana en la portada del mihrab.
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En la animacién (a) de la Figura 3.35 observamos como manejar los
cartabones disponibles en la Escena interactiva 3.6 y en la animacién
(b) de esta figura observamos algunas zonas de la portada que siguen
la proporcién humana. Y en las imagenes de la Figura 3.36 se
muestras dos instancias de dos de esos rectangulos humanos. Uno se
ajusta a la globalidad de la portada y otro esta ubicado en la parte
central comprendiendo la zona del arco de herradura y la leyenda
ubicada encima de él.

Asi pues, el diseno de este frontal aparenta seguir el canon de la
razon entre el radio y el lado del octégono, es decir, en los
disefiadores de esta portada hay plena conciencia del uso de la que
hemos estado denominando proporcién humana y que, a partir de
ahora, en base a todo lo que hemos indicado en esta seccién podemos
y hemos de llamar, con toda propiedad, proporciéon cordobesa. Fue R.
de la Hoz (1973) [34] quien acufi¢ tanto el término de proporcién
humana en oposicién a la proporciéon divina como el de proporcion
cordobesa por haberla detectado no sélo en la Mezquita de Cérdoba
sino en otros edificios de esta ciudad. Pero no es algo exclusivo de
caracter local, sino que podemos encontrarla en numerosos edificios
en el antiguo Al-Andalus y épocas posteriores, asi como a nivel global.

Es un conocimiento que se ha transmitido y transferido.

3.6.7 Otros rectangulos en la portada del Mihrab

Pero ya les decia que los andaluces somos abiertos mentalmente y si
algo es util y bello por qué no usarlo. Si conociamos los rectangulos
aureos vy los cordobeses ;por qué no combinar ambos? Les invito a
gue accedan a la Escena interactiva 3.6 y usen los cartabones o
rectangulos dureos sobre la portada e indaguen sobre su ocurrencia
en la misma.

De nuevo lo que estamos es tratando de detectar posibles tendencias
o posturas abordadas en el disefo, intuir posibles pinceladas gruesas
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en las que poder reconocer la intencionalidad de sus autores.

En la Figura 3.37 se incluye una animacion donde se reflejan algunos
rectangulos aureos sobre la portada del Mihrab.

Rectangulo
cordobes

Rectangulo

e p

Figura 3.37. Rectangulos divinos o aureos en la portada del mihrab.

Pero no queremos limitar la imaginacién del lector y le invitamos a
investigar en esta portada otras posibles proporciones que han sido
analizadas por Cantizani et al. (2022) en las arquerias
comparativamente junto a la proporciéon cordobesa. En concreto:
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e La proporcional pitagoérica basada en la escuadra (tridngulo
rectangulo isdsceles), el compas y el cartabdén con sucesivas
hipotenusas proporcionales a \/5, \/§, \/Z, v/5 que surge al
aplicar el Teorema de Pitagoras reiteradamente. Su origen es
griego y logicamente de ella eran conocedores en el emirato y
en califato cordobés dado el papel que desempenaron como
transmisores que fueron de todo ese saber antiguo, segun ya
hemos citado con antelacion. Podemos referenciar los trabajos
de Fernandez-Puertas en los que establece esta proporcion
como la base en la que se sustenta la planta de las sucesivas
ampliaciones de la Mezquita de Cérdoba [13], al igual que en las

dos maddulos sin divisor comun, que este autor aplica a las
arquerias y que habria que ver como adaptarlo en este contexto
particular.

O podrian aplicarse otras posibles alternativas como la que se indica,
aunque sin haber encontrado la fuente documental que lo respalde,
en el Paseo matematico de la Fundacion Descubre. Se puede
encontrar en la informacion que hay incluida cuando se visita
virtualmente la portada del Mihrab. En este caso se establecen
rectangulos en proporcion 3/2 junto a cuadrados trivialmente
obtenidos en base a esa proporcion decimal exacta.

Pero nuestro objetivo es sélo poner de manifiesto el extenso
conocimiento de los autores de esa bella portada y que ha quedado
cripticamente oculto a pesar de estar literalmente ante nuestros ojos.
Aqui nos quedamos, por el contenido de este libro y por opinion
personal, con la mixtura del canon cordobés y el canon aureo. La
amalgama de ambos canones de belleza es |a que posiblemente logra
sublimar su majestuosidad. Como ya hemos indicado, la belleza no
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tiene por qué seguir un unico patrén o canon, sino que la
combinacion habil de dos o mas de ellos dan razén a Aristételes al
verificar que el todo es mas que la suma de las partes.

3.7 Venus divina vs. Venus humana

En linea con lo indicado en la seccién anterior, en general, estamos
acostumbrados a adaptar y combinar esas proporciones. ;Qué es si
no la transformacién que conseguimos cuando nos subimos a unos
tacones o plataformas? Alargamos la distancia desde los pies al
ombligo y de esta forma logramos pasar de la proporcion humana a la
proporcién divina (ver la animacién de la Figura 3.38).

Yenus

ﬁ? humana
- |

w20

Figura 3.38. Animacion "Venus divina vs. Venus humana"“” en base a laidea de R. de

laHoz (1996) [35].

iLa proporcion aurea vs. la proporcion cordobesal!

20 . . L .
Afrodita es la diosa de la metodologia griega de la belleza, la sensualidad y el amor. Venus
es su equivalente en la mitologia romana.
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3.8 El nimero aureo vs. el nUmero cordobés

Puesto de manifiesto la coexistencia de la proporcién divina y de la
proporcion humana, o bien con la terminologia paralela de Ia
proporcion aurea®! y de la proporcién cordobesa?? |, procedamos a
determinar las constantes de proporcionalidad respectivas, los
denominados nimero dureo y nimero cordobés.

3.8.1 El niumero aureo

Para determinar la constante de proporcionalidad correspondiente a
la proporcion divina o durea basta considerar un rectangulo dureo de
lados 1y x, es decir, que verifique que:

w—l—l_z
z 1

lo que equivale a determinar z en la ecuacion polindmica de segundo

grado?3
2—x2—1=0

1++5

gue tiene por raiz positivaxz = 5

n Aunque ya hemos usado estas denominaciones multiples, concretemos aqui que la
"extrema y media razén" de Euclides, es denominada por Pacioli como "divina", es
"armonica" en el hombre de Vitrubio de Da Vinci y "aurea, dorada o de oro" segin término
introducido por Martin Ohm en el siglo XIX y que parece predominar en nuestros dias.

22 E este caso lo de "humana" es confrontandola frente a la divina de Pacioli, y "cordobesa"
por el contexto de su descubrimiento y posible impulso arquitecténico de la misma.
Ambos términos introducidos por Rafael de |la Hoz Arderius.

2

23 . . .
Actualmente a los nimeros que verifican las ecuaciones z* —nx —1 = 0conn € Nsele

denominan metalicos= oro, plata, bronce, cobre, niquel,... introducidos y estudiados por
Vera de Spinadel
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A este nimero se le denomina dureo y suele representar con la letra
griega @ (en honor a Fidias arquitecto del Partenon donde se prodiga

esta proporcion), siendo su valor aproximado 1, 618033....

=

Figura 3.39. Decagono regular x = 18°.

aureo coincide con:

Otra alternativa posible, seglin
hemos analizado, es calcular Ia
relacion entre el radio y el lado de
un decagono. Si consideramos el
radio unidad, el decagono puede
descomponerse en diez triangulos
isésceles de lados iguales que
miden uno y el lado desigual que
es el lado del decagono. Asi pues,
ver la Figura 3.39), la mitad del
lado I del decagono coincide con el

sen 18° y por tanto el nuimero

1

P =—
2 sen 18°

Para calcular el sen 18° podemos basarnos en que

cos(3 - 18°) = sen(2 - 18°)

por ser angulos complementarios 54° y 36° y aplicando las razones
trigonométricas del angulo triple y del angulo doble obtenemos que:

de donde sen 18° =

y, por tanto, ® =

4sen®18° + 2sen18° —1 =10

1++5
2

~1++5
2
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3.8.2 El niimero cordobés

Para determinar la constante de
proporcionalidad en la proporcion
cordobesa, procedamos de
manera analoga al caso anterior,
aqui considerando un octogono
regular de radio unidad.

El nimero cordobés, que vamos a

denotar® .

e —
Figura 3.40. Octogono regular 2 sen 22’ 5

z = 22,5°.
Para calcular el valor del

sen 22,5° basta considerar las razones trigonométricas que
relacionan el angulo mitad con el total y tenemos que:

\/1—cos45°_ 2 —4/2
2 a 2

sen 22,5° =

y consecuentemente

1
2 -2
cuyo valor aproximado es 1, 306562...

El nidmero cordobés esta relacionado con el niumero de plata, nimero
metdlico que también estd ligado al octégono (Fernandes y Reyes,
2003 [16] y Redondo y Reyes, 2009 [49]) como veremos en la

proxima seccién sobre el triangulo cordobés.

24 .z . o o . .
La elecciéon de esta letra es algo personal por su parecido a la letra c, inicial de cordobés.
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3.9 El triangulo aureo vs. el triangulo cordobés

En una seccidén anterior ya citamos al triangulo sublime o triangulo
aureo, sobre el que ahora nos detendremos un poco mas, y en este
paralelismo corresponde también analizar el tridngulo cordobés.

3.9.1 El triangulo aureo

Como ya indicamos, la proposicién décima del libro cuarto de Los
Elementos de Euclides aborda la construccion de un tridangulo
isésceles en el que el lado igual y desigual sigan la extrema y media
razén, el tridngulo sublime (ver la Figura 3.41).

T — Este triangulo coincide con cada
F XPp X - uno de los diez tridangulos
b, w v centrales que permiten construir
\ un decagono, es decir sus lados
\\\ L X siguen la proporcién &urea

(relacién entre el radio y el lado
z, del decagono), de ahi que ahora lo
denominemos tridngulo aureo.

En la proposicién undécima de ese
libro, que permite construir el
pentagono, aparece el tridangulo

) N ) ] sublime siendo el lado igual la
Figura 3.41. El triangulo sublime o dureo diagonal del mismo v el desieual su
y su relacién con el decagonoy el g Y g

pentagono. lado.

Como triangulo central que es del decagono tenemos que el angulo
desigual del triangulo aureo mide 36° y los dos iguales 72° o también
el angulo desigual puede verse como el angulo inscrito que abarca un
lado del pentagono. Y su gnomon es un triangulo obtusangulo
isdsceles de angulo desigual 108° y angulos iguales de 36°.
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3.9.2 El triangulo cordobés

De manera andloga, el triangulo cordobés es un tridngulo isdsceles en
el que el lado igual y desigual estan en proporcién cordobesa (ver la
Figura 3.42).

A Este tridngulo coincide con cada
: uno de los ocho triangulos
A centrales que permiten construir

| R un octdégono, es decir sus lados

MRS D siguen la proporciéon cordobesa

il (relacién entre el radio y el lado

del octégono), de ahi que lo

- denominemos como tridngulo

) cordobés.

23y G4 También puede inscribirse en un
‘ octégono, de manera analoga a
como el tridngulo A&aureo se

Figura 3.42. El tridangulo cordobés y su inscribe en el decégono.

relacion con el octégono .

Como triangulo central que es del octégono su angulo desigual mide

45°vy |los dos iguales 67,5° es decir, % y 3{ radianes respectivamente.

Su gnomon es un tridngulo obtusangulo escaleno de angulos %, %” y

™

R

En la Figura 3.42 podemos ver y obtener la relacién entre el nimero

cordobés ¢ = % y el nimero de plata 60 = % —1++/2, la cual
. + 0
puede expresarse como 6O — V2¢2 o bien ¢ = — Para

profundizar en el tema puede consultarse el articulo de Redondo y
Reyes (2009) [49] sobre la geometria de los poligonos cordobeses.
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4.1 Espirales

Desde la Grecia clasica ha existido la inquietud de estudiar algunas
curvas que se enrollan sobre si, sin intersecarse —también podriamos
decir que se desenrollan, ya que es una mera interpretacion dinamica
segun el recorrido que se opte realizar sobre la curva, que es algo
estatico—.

Entre todas ellas aqui destacaremos dos: la espiral de Arquimedes y
la espiral logaritmica.

1.La espiral de Arquimedes (287 a. C-212 a. C.), llamada asi
porque fue Arquimedes quien la analizd y dadas sus
propiedades la utilizé en aplicaciones ingenieriles —vocacién y
profesion de la que fue precursor—.

P
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Figura4.1. Espiral de Arquimedes o aritmética.

137


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap4/earquimedes.png

2. La espiral de Descartes o logaritmica que es considerada como
la espiral de crecimiento arménioso (Ghyca, 1953 [29]) o del

crecimiento gnomonico continuo, sustentado en una semejanza,
gue permite construir un ser manteniendo su ser.

©)

Figura 4.2. Espiral de Descartes o logaritmica.

Cardona Sudrez (2006, p.38 [6]) sefiala a Durero (1471-1528) como

precursor de esta espiral logaritmica, pues indica que en (Durero,
1528, 1,p.159 [10]) éste sostiene lo siguiente:

"Se puede imaginar una linea eterna que, en continuo desarrollo en
torno a un centro y describiendo con su otro extremo espiras cada
vez mds amplias, nunca tenga fin. Esta linea no se puede hacer a
mano por lo infinito de sus magnitudes grandes y pequenas. Su
principio y final no existen, ni se pueden encontrar, salvo en el
entendimiento."
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No obstante, entendemos que ha de ubicarse sélo en una
formalizacion expositiva imprecisa, siendo realmente Descartes
(1596-1650) quien, como posteriormente veremos, precisa su
definicidon en base a su caracter equiangular como extensién de lo
gue acontece con todas las rectas tangentes en una circunferencia.

Descartes y Torricelli (1608-1647) abordaron el estudio de las
propiedades de la espiral logaritmica, pero fue Bernoulli (1654-1705)
el auténtico modelador matematico y quien la denominé Spira
mirabilis «la espiral maravillosa», y quiso que figurara en el epitafio de
su tumba esculpida con el lema Eadem mutata resurgo o "Mutante y
permanente, vuelvo a resurgir siendo el mismo", pero el cantero bien
en su ignorancia o bien en su etéreo saber actué siguiendo una espiral
atemporal unificadora del antes y después, cual agujero negro, y
reflejé la originaria espiral arquimediana en su lugar.

Figura 4.3. Espiral en el epitafio de Jakob Bernoulli en el claustro de la Catedral de
Basilea (fuente wikipedia con copyleft) .

4.1.1 Espiral de Arquimedes

La imagen que permite visualizar la espiral de Arquimedes es la de
una cuerda enrollada alrededor de ella misma rozando cada vuelta
con la anterior. La separacion entre cada espira es siempre la mismay
viene dada por el ancho de lacuerdaensi. Por tanto, ladistancia al
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polo (centro u origen de la espiral) desde los puntos situados en linea
recta con dicho polo siguen una progresion aritmética de diferencia
el ancho de la cuerda. Esa es una propiedad caracteristica de esta
espiral y de ahi que se denomine también como espiral aritmética.
Geométricamente equivale al enrollamiento topolégico de un
rectangulo o a nivel tridimensional el de la superficie lateral de un
cilindro manteniendo invariable la seccién circular que lo define.

[ LA ESPIRAL DE ARQUIMEDES (==
r distancia polar

6 angulo polar r=a+b-0
a,beR

h '- E_ |
Escena interactiva 4.1. La espiral de Arquimedes o espiral aritmética.

En la Escena interactiva 4.1 se aborda de manera constructiva la

obtencién de esta espiral mediante la simulacion de la posicion de

una hormiga que se desplaza en linea recta con velocidad constante

sobre una superficie que a su vez gira con velocidad angular
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constante alrededor de un punto ubicado en la trayectoria rectilinea
citada, y se realiza el analisis matematico de ella. En cada panel se
incluye un botén informativo en el que se detalla lo reflejado en cada
simulacién, pero adicionalmente se pueden consultar las
instrucciones en este hiperenlace y en el documento donde se
describen los detalles de dicho analisis.

En resumen tenemos:

e La espiral de Arquimedes puede expresarse en coordenadas
polares como: r = a + bf, donde r es la distancia al polo o radio

vectory 6 el angulo polar.

e Lavariacion de a produce un giro de la espiral y la variacion de b
una homotecia o cambio de escala respecto al polo.

e Laseparacién de las espiras es constante e igual a 27b.

Una hormiga se desplaza a velocidad constante Vsobre un
diametro de una superficie circular que gira con una velocidad
angular a constante. ;En qué posicion esta en cada momento?

Zum f v, lineal :1,0 v. angular ‘02 tiempao .0 6@9

Figura 4.4. Animacion: "La hormigay la espiral de Arquimedes" .
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4.1.2 Espiral de Descartes o logaritmica

Si al igual que antes queremos formarnos una imagen que nos
permita visualizar esta espiral cartesiana (conocida principalmente
como logaritmica), tendremos que pensar en una cuerda enrollada
pero en la que cada vez la separacion entre espiras es mayor. Por
tanto, la distancia al polo (centro u origen de la espiral) desde los
puntos situados en linea recta con dicho polo es cada vez mas amplia,
en particular para la espiral logaritmica veremos que estaran en
progresion geométrica. Esa es una propiedad caracteristica de esta
espiral y de ahi que se denomine también con este calificativo: espiral
geométrica. Geométricamente equivale al enrollamiento topolégico
de un triangulo o tridimensionalmente el de la superficie lateral de un
cono.

Es bien conocido que la circunferencia es una curva equiangular, es
decir, que en cualquier punto de la misma el angulo que forma el radio
con la tangente es siempre constante e igual a un angulo recto (ver
Figura4.5).

Figura 4.5. Caracter equiangular de la circunferencia.
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Descartes se planted la determinacion de una curva que también
fuera equiangular, pero que en todo punto el angulo que formara el
radio vector con la recta tangente fuera el que previamente se
deseara, es decir, buscaba una generalizacion de lo que acontece en la
circunferencia. Un plantemiento simple que conduce, como
analizaremos a continuacion, a la espiral que es la mas admirada por
muchos: la espiral logaritmica, o espiral geométrica o espiral
equidngular o espiral armoniosa o espiral maravillosa... multiplicidad
nominativa ante tanta admiracién y ciumulo de propiedades que
iremos detallando.

[r— = . 5 = 2
[ LA ESPIRAL LOGARITMICA, GEOMETRICA O EQUIANGULAR \_EII.—_l
r distancia polar

0 dngulo polar r=a-b’

a,be R”

3 0o

Escena interactiva 4.2. La espiral cartesiana, geométrica o logaritmica.

En la Escena interactiva 4.2 se aborda de manera constructiva la

obtencidn de esta espiral mediante la simulacion de la posicidon de un

grillo que se desplaza en linea recta con velocidad no uniforme, la

cual se incrementa de manera exponencial, sobre una superficie que
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a su vez gira con velocidad angular constante alrededor de un punto
ubicado en la trayectoria rectilinea citada, y se realiza el andlisis
matematico de ella.

Un grillo se desplaza en linea recta sobre un diametro de una
superficie circular gue gira con una velocidad angular f constante.
Dié un salto inicial de longitud a y cada salto que da le lleva auna

distancia que es ¢ veces mayor que la anterior.
¢En qué posicién estd en cada momento?

T181C

Figura 4.6. Animacion: "El grillo y la espiral logaritmica" . Indicaciones

S 11 |
ZUm - Veces v 1 V. angular

La escena consta de varios paneles que pueden recorrerse con los
botones de desplazamiento ubicados en la esquina superior derecha
y cuenta con sendos botones informativos que detallan lo reflejado
en cada simulacién.

Abordando el analisis matematico de esta situacién, podemos afirmar
gue esta espiral se caracteriza porque:

e Es una curva plana que puede expresarse en coordenadas
polares como: r = ab?, donde r es la distancia al polo o radio
vector y 6 el angulo polar. O bien estandarizandolo, con base el

nimero de Eulere,r = a e,
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e Los angulos determinados por los radios vectores son
proporcionales a los logaritmos de dichos radios, dado que 8 =

log%. De ahi que de denomine espiral logaritmica.

e El coeficiente a es un factor de escala, pero también puede
interpretarse como un giro. Basta reescribir a = b% y entonces
r = ab? = b9%  es decir, un giro de angulo —f, respecto a la
espiral de ecuaciénr = 0. Otra interpretacion posible es que la
espiral » = ab? tiene un angulo de retardo® —6, en su
crecimiento respecto a la espiral r = b°.

En la animacion de la Figura 4.7 puede apreciarse como se
produce ese giro al variar el valor de a.

r distancia polar, € angulo polar

A A A A |
a —;-1.00 b71.20 £ E( -;—-18.85 —‘—18.85 ) b ‘ 1,’b|

Figura 4.7. Animacion: Efecto que se produce al cambiar el factor de escala a.

% Este término es el usado por Thompson (1945) [55] en la p. 799.
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e Es geométrica, en el sentido de que las distancias al polo todos
los puntos de ella que estan

/ ubicados en una misma
\ semirrecta 0 = a estan en

K progresion geométrica de razén
‘ \B b (ver la Figura 4.8). Las

\
'\
coordenadas de esos puntos
son
r _aba+27m
n =

s bZn

Yy, por tanto,

Figura 4.8. Caracter geométrico de la
espiral logaritmica.

r, + 1
T'n

= b,

Este valor b>™ se dice que es el factor de crecimiento de Ia
espiral.

b B L Inb o
cosy="mT— =029 y 72.99 cos W= "7 =057 w=5327"
Y : iE : !

| +in'h

¥

Y

r=1358°

Figura 4.9. Efecto del valor de b en el factor de crecimiento de la espiral
cartesiana.

A medida que b crece el factor de crecimiento es mayor. En la

Figura 4.9 se observa el efecto que produce el incremento de
este valor, simplificando podemos decir coloquialmente que la
espiral es mas abierta.
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e Es equiangular, es decir, la recta tangente y el radio vector en
cualquier punto de esta espiral forma un angulo constante 1/,

donde cos ¥ = \/% (ver la animacién de la Figura 4.10).

Basta considerar la expresion parametrica en coordenadas
cartesianas del vector de posicidon de los puntos de esta curvay
del vector tangente y determinar cos 1 a través del producto

escalar.

z = ablcos b ' =abllnbcosd —ab’ senb

y=ablsend v =ab’lnbsend + ab? cosb
r6 Espival equiangitlar r=h" con h>1 h €IR @) :D‘

h'? h U ]-: ;’:U 370
cosyw= —— =1/ ¥ dre [P
¥ V1 +inh e
Lr=1.186°
zum 4 bh.186 | ¢ 2148 | O

Figura 4.10. Animacién: Caracter equiangular de la espiral logaritmica.

A medida que b crece el angulo caracteristico ¥, asociado a cada
espiral, es menor. En la Figura 4.9 podemos ver que cuando b =
1,358, ¥ = 72,99°yparab = 2, ¥ = 55, 27°.
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e Si su ecuacién se escribe con base el niumero e, entonces se

Ocotg ¥ siendo ¥ el angulo que define a la
cotg ¥

tiene que r = ae
espiral.Y, por tanto,b = €

e Puede inscribirse en un rectangulo de médulo o proporcién b2

(ver la Figura 4.11). Ello es consecuencia de su caracter
equiangular y se detalla en la secciéon 4.2.

Figura4.11. Rectangulo circunscrito a una espiral logaritmica.

e Laregién plana que delimita puede aproximarse por hexagonos
construidos en base a los rectangulos circunscritos asociados a
ella.

Figura 4.12. Crecimiento gnomonico de paso g
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En la Figura 4.12, el hexagono CKLMED es el gnomon del
hexagono CDFHJK, pues al anadirlo a éste el hexagono
EFHJLM obtenido es semejante al CDF HJK con razén de
semejanza b2. Analogamente un nuevo gnomon es EMNPGF
y ademas esos dos gndmones son a su vez semejantes, con igual
razon. Asi pues, el factor de crecimiento en cada paso de esta
aproximacion discreta seria b?.

Este es un caso particular de las aproximaciones poligonales que

se detallan en la seccion 4.3, que, a su vez, son una extension de
la propiedad reflejada en la pagina 777 de Thompson (1942)

De manera general puede aproximarse mediante gnémones

obtenidos con paso 27” con n € N,n >3, y con factor de

crecimiento en cada paso X3 (ver laFigura 4.13).

26 vgj sobre cualquier radio polar OP de una espiral logaritmica se dibuja un triangulo O PQ),
el lugar geométrico de los puntos ) correspondientes a tridngulos semejantes a él

construidos sobre radios polares es una espiral semejante a la inicial".
En la siguiente figura Q, Q’, Q" estan en una espiral semejante a la dibujada.

La demostracion es sencilla ya que al ser los tridangulos semejantes entonces:
OQ _ OQI _ OQII —k
OP OP OP'

De donde OQ = kOP, y dado que OP es el radio vector de una espiral logaritmicar =
ab’, entonces OP = ab? y por tanto oQ = kab?, es decir los puntos Q) pertenecen a una
espiral logaritmica de ecuacion r = kab? semejante a la anterior y con igual razén de
semejanza que la existente entre los tridngulos.

Esta propiedad se puede generalizar a cualquier otra figura o curva construida sobre un
radio vector y asi se muestra evidente como se reproducen las mismas formas al crecer la
espiral.
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Figura 4.13. Crecimiento gnoménico de paso %’T conn € N, n > 3.Cason = 16.

Y en el caso limite en el que n — oo el factor de crecimiento

seria
. 2m
im b» =1

n—o0

es decir, que el factor de crecimiento instantaneo es la unidad.
Esto puede considerarse como una explicaciéon al emblema

empleado por Jakob Bernoulli (citado en la pagina 139) en
relacién a la espiral logaritmica: “Eadem mutato resurgo”.

e La longitud del arco comprendido entre el polo y el punto
correspondientear = a b’ es:

V1+1n2b 5 r

L= Inb ab :cos\If

Basta aplicar que para la curva en polares » = f(6), la longitud
de arco entre dos puntos de argumento 0y y 01 respectivamente
es | = fo V(0?2 + f( ) df y considerando en este caso
que f(0) = aba,Ho = —ocoyb; = 8.

Consecuentemente la longitud del arco de espiral comprendido
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entre los puntos Py Q correspondientesar = ab’ yr = ab”

respectivamente es:
2
= Y1+ % 1l+é” )
n

4.1.2.1 Espiral logaritmica aurea

Diremos que una espiral logaritmica es durea (ver la Figura 4.14) si su
rectangulo circunscrito asociado es aureo, es decir, que el médulo o
proporcion de este rectangulo se corresponde con el nimero aureo

b = %5 Por tanto, dado que ha de ser b5 = & o bien b = &7,
tenemos que:
i.Suecuacionesr = a (®7)? = a (1, 358456...)"
ii. El factor de crecimiento es (&7 )%™ = &* = 6, 854104...
iii. El 4ngulo caracteristicoes ¥ ~ 72, 97°.

iv. El dangulo caracteristico del rectangulo aureo (ZC'AD en la
Figura4.11) es arccot b: = arccot ® ~ 31, 72°.

Inb o
cosy="rT——— =029 y=72.99°
‘.f I h 4

/ ™
-

p=1358°

Figura4.14. Espiral logaritmica aurea

151


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap4/factorcrecimiento1.jpg

4.1.2.2 Espiral logaritmica cordobesa

De manera analoga, diremos que una espiral logaritmica es
cordobesa si su rectangulo circunscrito asociado es cordobés (ver la
Figura 4.15), es decir, que el médulo o proporcion de este rectangulo
se corresponde con el nimero cordobés ¢ = 1 = Por tanto, dado

2
Py . 2
que hadeserb? = ¢obienb = ¢, tenemos que:

i.Suecuacionesr = a (s7)? = a (1,185580...)°

ii. El factor de crecimiento es (¢7 )%™ = ¢ = 2,914214...

iii. El angulo caracteristicoes ¥ ~ 80, 32°.

iv. El angulo caracteristico del rectangulo cordobés (ZC'AD en la
Figura4.11) es arccot b = arccots ~ 37,43°.

cos yf:m—h:ﬂ. 17 w=80.32°

\/I +in'b

r=1.186"

Figura 4.15. Espiral logaritmica cordobesa.
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4.2 Espirales logaritmicas discretas

4.2.1 Rectangulos inscritos y circunscritos, espirales
discretas de paso g y espirales gemelas de paso %

Apoyandonos en el caracter equiangular de toda espiral logaritmica
podemos verificar que fijado un punto de ella se puede construir un
rectangulo circunscrito, tangencial en cuatro puntos, y otro inscrito.
Todos esos rectangulos tienen igual médulo (cociente entre el lado
mayor y el menor) siendo su valor b . Por tanto, conceptualmente

cada espiral tiene asociado un rectangulo que la caracteriza y
viceversa (ver la Escena interactiva 4.3 y esta animacion).

ERectinzulos asociados a una espiral logaritmica  r=>b conb > 1, bE.

Dade uny espival logaritmica de base b, lomando como punto de partida un punto enalguiera M de elld,
ptede consiruirse un rectdaneuliv cireunserito v olro mserite a dicha espiral,

Loy maduloy de exos recidngnlos son iguales ¢ independientes del punto elegido, sélo dependen de b,

Ocultar circunscrito | Ver inscrito |

. g 4
THOIL0 =
o

be = 12883

=1.175
| A A | A . 2
| aum by 1175 6 628 elige caso particular... v .

Escena interactiva 4.3. Rectangulo asociado a una espiral logaritmica.
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En base a esos rectangulos inscritos y circunscritos equimodulares, si
partimos de un punto cualquiera Mj de una espiral logaritmica r =

b?, por ejemplo: M,(b},8y) en coordenadas polares, podemos

construir una poligonal abierta inscrita en esa espiral y otra
circunscrita (Escena interactiva 4.4) a las cuales nombraremos como
espirales discretas inscritay circunscrita, respectivamente.

Los vértices M; de la espiral discreta inscrita son puntos de la espiral
logaritmica considerada: M;(b% % | 6, + i%),% € ZYy los vértices A;
de la espiral circunscrita estan en otra espiral, que vamos a
denominar como "espiral gemela de paso 3" dado que es la misma al
tener la misma base b, pero con un retardo § — 8 (Figura 4.16), es

decir, su ecuacion es:
r=05""p

2
rzbgconb'>l_,bé"m

e
'-Eipiraft's diserelas asoeiadas a una espival logariimica

VB sina expival logariimica de b

2 B, lomundy ¢

eriler el prorficla e panto cualguiera M de ella,
Jriede construfrse rul ¢ ] f

zum = b : 1.175 8 :5.28 elige caso particular  ~ 6

Escena interactiva 4.4. Espiral discreta inscrita y espiral discreta circunscrita, de
paso 7, asociada a una espiral logaritmica.
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Figura 4.16. Espirales logaritmicas
gemelas de paso 7 .

valores se obtiene que

cotg B =

Donde se tiene que:
5 sen o )
b° = ———, aeseldngulo
sen(a + B)

suplementario del angulo o
(caracteristico de la espiral) y (3 el
angulo que forma el radio vector

— —
OM; con el OA;. Adicionalmente,
1

. V14 In2b
V14 b

cotg(a + B) = —b? y de estos

se tiene que sen a =

sen(a+ B) =

1+b%lnb
bs —Inb

Ay (b PN g0+ B+ 4T), e

Figura4.17. Relacion entre los nodos de
la espirales discretas de paso % .

Para obtener las relaciones
anteriores podemos apoyarnos en
la Figura 4.17. En ella, M (b%,60) y
M'(b%"%,6 + Z) son dos nodos
de la espiral discreta inscrita
correspondiente a la espiral
logaritmica b’ y A el nodo de la
espiral  discreta  circunscrita
obtenido por la interseccion de las
tangentes a la espiral en M y M.
Consideremos, en coordenadas
polares, que A(l,0 + B), es decir,

B es el angulo OM con O A.
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Aplicando el teorema del seno en los tridngulos OM Ay OAM' se

tiene que
I b0 b0—|—72—r

senae  sen(a+fB) sen(a+f — %)
y, por tanto, de esas igualdades se tiene:
sena sena
= """ pf """ B pfth _ pB B
sen(a + B) sen(a + fB)

1
V14 In2b

aplicando relaciones trigonométricas se obtienen las expresiones
indicadas paracotg By v,

y cotg(a + ) = —b2. Y dado que sen a = sen 1 =

Asipues, A(b°# b8 6 4 B) y pertenece alaespiral r = b5 b,

4.2.2 Espirales discretas de paso 27” y espirales

gemelas de paso 2*

Los resultados anteriores, obtenidos para rectangulos y espirales

discretas de paso Z, podemos generalizarlos para poligonos de

2’
cualquier numero n de lados y espirales discretas de paso 2

Construyamos primero las espirales discretas y, posteriormente, en
base a ellas abordemos las diferentes posibilidades que acontecen
con los poligonos.

Dado n € N, si partimos de un punto cualquiera M, de una espiral
logaritmica r = b?, por ejemplo: Mg(bg, 6y) en coordenadas polares,
podemos construir una poligonal abierta inscrita en esa espiral y otra
circunscrita en la que cada dos segmentos consecutivos forman un
angulo de amplitud @ y son proporcionales con razén de
propocionalidad b (ver Escena interactiva 4.5).
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e Cestrurse dng espiral disereta cirodig
i pareju de segmenics conspealives de esas &,

A

zum i n ..!.3 Jbil.l?S e E.G,za!eligecaso particular v_

Escena interactiva 4.5. Espiral discreta inscrita y espiral discreta circunscrita a una
espiral logaritmica con paso 27“

Figura 4.18. Espirales logaritmicas gemelas de paso 27” Cason =5.

157


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap4/egemelas2pin.jpg
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivos/EspiralesDiscretas/index2.html

Los vértices M; de la espiral discreta inscrita son puntos de la espiral

logaritmica considerada: ;
M;(b% % 60 +4i28), i€

y los vértices A; de la espiral circunscrita estan en otra espiral, su
espiral gemela de paso T (ver Figura 4.18), de igual base b, pero con
un angulo de retardo § — ﬁ, es decir, de ecuacion:

r ="

Sen o

sen(a + f)
del angulo 1 (caracteristico de la espiral) y 8 el angulo que forma el

donde se tiene que: ¥° = , a es el angulo suplementario

dio vector OM, con el OA, 1 (a+B)
radio vector ; con e i, senaa = —————, sen(« =
\/ g n2b’
1 cos— — b

y de estos valores

———— conct = cot
V1 + ct? ct = cotg(a+ ) = sen%7T
ctinb—1

se obtiene que cot = )
a 98 ct+1Inb

A (BP0 Gy B+ i2E), e

De la relacién anterior se concluye que ambas espirales discretas son
la misma, pero una girada respecto a la otra y, por ello, en ambos
casos el angulo @ y la proporcionalidad b% de cada pareja de
segmentos consecutivos es la misma.

La demostracion es analoga al caso anterior, pues aquel no es mas
gue un caso particular de éste para n = 4, y para ello podemos

apoyarnos en la Figura 4.19. En ella, M(b9,0) y M’ (6%, 6 + 2r)
son dos nodos de la espiral discreta inscrita correspondiente a la
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espiral logaritmica b’ y A el nodo de la espiral discreta circunscrita
obtenido por la interseccion de las tangentes a la espiral en M y M.
Consideremos, en coordenadas polares, que A(l, 6 + ), es decir, 8
es el angulo que forma OM con O A.

Figura 4.19. Relacién entre los nodos de la espirales discretas de paso 27”
(cason = 3).

Aplicando el teorema del seno en los tridngulos OM Ay OAM’ se

tiene que
l b A

2
sena sen(a+fB)  sen(a+pf— )
y, por tanto, de la primera y segunda igualdad se tiene:

__sena ., seno 81048 _ 158 048
: sen(a+ B) sen(a+ B) brb oy

y de la segunda y tercera obtenemos el valor que hemos indicado
para cotg(a + ) y denotandolo como ct también tenemos el de

sen(a + f).

1
Ilgualmente, al ser sen a = sen i =

V1+In%b
1 + cotg(a + B)cotg o

cotg a — cotg(a + B)

tenemos que

cotg a = —In b y aplicando que cotg 8 =

obtenemos ésta en funcionde by n.
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El valor del A = @ es consecuencia de ser la espiral equiangular
y MAy AM' segmentos de tangentes de esa espiral (ver imagen
izquierda de la Figura 4.19) y, por tanto es el mismo para todos los fii
en la espiral circunscrita y para los Mi en la inscrita por ser
congruentes mediante un giro.

La proporcionalidad entre cada dos segmentos consecutivos de
ambas espirales discretas se obtiene sin mas que partir, por ejemplo
enlainscrita, de que:

O, — v'+i%

calcular MiMi+12 = OMZ2 + OMi+12 —20M; 0Mi—|—1 CcoS 2% y
de ahi se obtiene que:
My 1My

_pE
M;M; 1

e igual valor para la espiral discreta circunscrita por congruencia.

4.3 Poligonos inscritos y circunscritos a una
espiral logaritmica

Como indicamos, basandonos en estas espirales discretas podemos
construir poligonos inscritos en la espiral original con cualquier
numero de lados v, a partir de uno de ellos, obtener una familia de
poligonos semejantes encajados que representan el crecimiento
gnomonico discreto del poligono inicial. Y anadlogamente puede
plantearse con poligonos circunscritos, pero dado que, como ya
hemos reiterado con antelacion, las espirales discretas inscritas y
circunscritas son coincidentes sin mas que realizar una rotacion,
basta analizar un caso. Abordaremos, por ejemplo el inscrito, y lo
tendremos para el circunscrito.
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Pero la construccién de esos poligonos puede abordarse de diversas
formas y asi lo haremos. Inicialmente nos plantearemos que los
poligonos sean convexos, después consideraremos la posibilidad de
ser concavos y finalmente adaptaremos estos ultimos para que
puedan ajustarse a la forma de las conchas discoidales que es el
objeto final de nuestro estudio.

4.3.1 Poligonos convexos

Dada la espiral r = b? consideremos n + 1 puntos de ella M;,0 <

1 < n que forman parte de la espiral discreta inscrita de paso v = 27”
es decir, M; = (v%,0;),0; =0y +iy donde 6y es un Aangulo
cualquiera que fija el punto inicial M de la construccion.

Siparab > 1,n > 3yl > 0, consideramos la funcion:

k(b,n,1) = seny + b D sen((n — 2 —1)y)
— b2 W gen((n — 1 —1)y)

entonces se verifica:

1.Sik(b,n,0) >0

o la recta rpgpy interseca a M,,_; M, en un punto P, de
manera que My, M, ..., M,,_1, P es un poligono convexo
inscrito a la espiral con n lados y todos sus angulos de

(n—2)w .

amplitud

o la recta rpy, interseca a M, M, 1 en un punto Q, de
manera que el poligono Mo, ..., M,,_1M,, () es semejante
al anterior y el cuadrilatero M;, P, M,,, @ es sugnomon.
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2.Sik(b,n,l —1) < 0yk(b,n,1) > 0

o larectaryy, intersecaa M, _1_;M,_; enun punto P, de
manera que My, Ms,...,M, 1_;,P es un poligono

convexo inscrito a la espiral conn — [ lados,conn — 1 — [

(n— ) (n—21-2)7 .

angulos de amplitud y uno ultimo de

o larectary,y, intersecaa M, M, 1_;enunpunto @, de
manera que el poligono My, ..., M, _1_;, M,,_;,Q es
semejante al anterior y el cuadrilatero My, P, M,, ;,Q es
su gnomon.

La funcién k(b, n l) se obtlene al calcular el dngulo que forman los

vectores M,,_ 1M0 y Mng, de manera que: si es agudo (k > 0) se da
el caso 1 —en particular si es cero el punto de corte P coincide con
M,,_1 ysiesobtuso (k < 0) acontece el caso 2 y hay que determinar
el vértice M,,_1_; enel que k pasa a ser positivo o nulo.

Para comprobar la semejanza de los poligonos M, Ms, ..., M,,_1, P
y Ms,...,M,,Q basta tener en consideracion que los lados
respectivos son proporcionales sin mas que tener en cuenta que los
segmentos M; M; 1 son segmentos de la espiral discreta y por tanto
en proporcién. Y analogo en el segundo caso.

En la Escena interactiva 4.6 puede observarse el resultado anterior y
en este hiperenlace puede consultarse la funcionalidad de cada uno
de los controles ahi usados.
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[ 7||
lsemos y circunscritos a una espiral logarfimica r = b" con u_J

Ver poligono circunscrito Ocultar poligono inscrito |

QOcultar gnomon

r=1.175"  poligono inscrito de 3 lados

T S _ < B = A
zum v|b v 1,1?5‘ elige caso particular v 8 o 6.28‘ n 33 ‘ m VI@-

Escena interactiva 4.6. Poligonos convexos inscritos y circunscritos a una espiral
logaritmica.

En la Figura 4.20 se ha reflejado un hexagono circunscrito (imagen de
la izquierda) y otro inscrito (imagen a la derecha) con sus gnémones
respectivos (cuadriladteros en color azul y rojo). Puede observarse
como uno puede obtenerse del otro sin mas que realizar un giro.

Figura 4.20. Hexagonos circunscrito e inscrito y gnémones respectivos.
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La eleccion indicada para el punto P que completa los vértices del

poligono inscrito es sélo una de otras muchas posibles, sin mas
limitacion que su homélogo () en el gnomon se obtenga con el mismo

procedimiento a partir de los vértices de |a espiral discreta.

4.3.2 Poligonos céoncavos

La libertad de eleccién del punto final de la poligonal, permite
abordar construcciones de poligonos concavos que aproximan mejor
la simulacién de las conchas discoidales de la Naturaleza.

| - I 7||
[Boliganes inscritos y circunscritos a una espiral logaritmica r = con b >1, beE

Ver poligono circunscrito Ocultar poligono inscrito |
Ocultar gnomon
— =
L]
_
r' -
q vi  \B
| il e
{ ’
r=1l _’il |)n]1:,_‘r|:|'lrl inscrito de 8 lados
Al A o A & A |
I_E]m : h. v 1.175 | elige caso particular v| 8 £ 628 n 8 ‘ m o @‘

v

Escenainteractiva 4.7. Poligonos céncavos inscritos y circunscritos a una espiral
logaritmica.

Por ejemplo, en la Escena interactiva 4.7 se ha reflejado una posible
alternativa donde los vértices del poligono de n+1 lados para la
espiral 7 = b? con paso v = 27” serian, al igual que en el caso anterior,

164


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivos/EspiralesDiscretas/poligonosconcavos.html

M;,0 < i <mn, siendo M; = (b%,0,),0; = 0y + i~y, donde 6, es un
angulo cualquiera que fija el punto inicial M,. Y en este caso el

gnomon correspondiente es el cuadrilitero MoM, M, 1 M;.
(instrucciones de la escena).

En la Figura 4.21 se muestra un enedgono céncavo inscrito con su
gnomon (cuadrildtero rojo). Puede observarse su parecido al perfil de
la seccion sagital de una concha discoidal. La semejanza entre el
poligono inicial y el obtenido al afnadir su gnomon se demuestra, de
nuevo, en base a que los segmentos del poligono son segmentos de la
espiral logaritmicay por tanto proporcionales.

.,

Figura 4.21. Eneagono céncavo inscrito y gnomon asociado.

4.3.3 Poligonos con definicion del perfil de cierre

El ajuste anterior puede mejorarse si el segmento de cierre MyM,, lo
sustituimos por una poligonal My P;...P,M,, o en general una curva,
que permita simular lo que seria el perfil de la boca de la concha.

Pasemos a describir dicha poligonal y el gnomon del poligono
obtenido.
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Previamente observemos que fijada una espiral logaritmica r = ¥’

todo punto del plano esta en otra espiral del mismo tipo, es decir, con
la misma base y un angulo de retardo o factor de escala. Este
resultado es trivial, dado que si ese punto en coordenadas polares es

(rs,0), si o = logy rs5, entonces rs = b7 = b0, es decir esté en la
espiral r = b %b? que es la espiral indicada, pero con un angulo de
retardo o — § o con factor de escala b .

Asi pues, partiendo de la poligonal de la seccién anterior de nodos
M,; = (boi,ei), 0; =0y +1iy, 0<1t<mn, consideremos [ puntos
P;,1 < j <1 de coordenadas polares (rs;,d;), tales que b <
re, < e <15 < p%+27 vy que son puntos ubicados en la zona
intermedia de la espiral entre My y M,. Cada uno de los P; esta en
una espiral 7 = 6% %p? y MyP; - - - PLM,, forman una poligonal que
sustituye al segmento My My del poligono inicial y sirve de cierre del
mismo. Tomando como puntos homologos de los P; a los (Q; definidos
por Q;(b%~%b%*7 §; + ), y por la tanto verificindose que cada
pareja de puntos P;, (); estan ubicados en una misma espiral, pero
con un desfase angular ~y, tendremos que se verifica que:

QiQjr1 _ =
PjPj

gque es la misma proporcion de los lados del poligono vy
consecuentemente MyP; --- PM, M, . 1Q;---Q1MMy es un

gnomon del poligono inicial MyM; - - - M, P, - - - P, M,.

En la Figura 4.22 podemos observar el poligono inscrito con vértices
en la espiral logaritmica, que esta dibujada de color rojo, y la
poligonal de cierre cuyos vértices estan en espirales del mismo tipo
dibujadas en color gris. También se refleja la poligonal de cierre
homodloga y el gnomon que forman, el cual esta sombreado en rojo.
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Figura 4.22. Poligono inscrito con cierre también poligonal y gnomon asociado.

En la Escena interactiva 4.8 podemos interactuar modificando la
poligonal de cierre. En este caso se ha limitado a tres vértices
controlados por tres pulsadores etiquetados como p1, p2y p3.

Y gircunscritos a una espiral logaritmica
) ion de la poligonal de cierre r=
_Ver poligono circunscrito ‘ p1 i p2 i 03 i

= s . . - -
r=1.175"  poligono inscrito de 7 lados mas el perfil de la boca

zZum E|b:_, 1.175 ‘elige caso particular v 8 38,28 n i?_] m il@’.

Escenainteractiva 4.8. Poligonos inscritos y circunscritos con definicion del perfil de
cierre.
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Después del amplio y detallado recorrido que hemos abordado sobre
los aspectos basicos de la biologia del Nautilus, una vez abordada la
fundamentacion tedrica matematica a la que se ajusta el crecimiento
gnomonico aristotélico, habiendo profundizado en la hipnética curva
espiral cartesiana o logaritmica y explicitadas las propiedades que le
dan su ser y que le hacen ser una curva maravillosa, y comprobado
como ésta se ajusta a ese tipo de crecimiento, después de haber
ubicado la formalizacion de la Belleza en base a las proporciones
aritméticas y confrontado el ideal clasico de la proporcion divina con
una proporcion mas humana, parece que contamos con las
herramientas suficientes para tratar de alcanzar el objetivo
primordial y final de la investigacion realizada y que se busca plasmar
en este libro. Asi pues, no dilatemos mas el esperado desenlace.

5.1 Modelizando el Nautilus

Regresemos a nuestro Nautilus y tratemos de leer detenidamente su
bitdcora vital e intentar interpretarla lo mas adecuadamente
posible?’.

5.1.1 Consideraciones generales

Apoyandonos en lo descrito en la seccion "Tipos de conchas" del
primer capitulo, podemos observar que la concha del Nautilus se
encuadra en las denominadas conchas discoidales, también
denominadas como platiconas o platiconchas?®, las cuales se
caracterizan porque estan generadas por la revolucién alrededor de
un eje fijo de una curva cerrada, la generatriz, que incrementa sus
dimensiones pero manteniendo su forma, es decir, de manera
semejante. Estas conchas tienen simetria sagital o simetria respecto
aun plano perpendicular al eje de rotacion.

27 Los resultados incluidos en este capitulo fueron publicados inicialmente en Galo et al.
(2016) [26]. Posteriormente se han revisado y completado en el modelo uniforme del

28 Eny Barroso (2008) [2] se ha realizado una compilacion de los términos usados en los

nautilodeos y ammonoideos.
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Como generatriz puede considerarse cualquier seccién de la concha,
bien sea ésta paralela, normal o con cualquier inclinacién respecto al
eje de giro. Usualmente se considera la seccién transversal obtenida
por el corte con un plano que contenga al eje de giro y suele coincidir
con la forma de la abertura o boca de |la concha siempre que ésta se
ubique en un plano (ver la Figura 5.1), pero se detectan diferencias®’
ontogénicas.

Figura 5.1. (izqda.) Vista frontal del Nautilus y seccidn aparente de la abertura. (dcha.)
Perfil del Nautilus y de su boca que no es plana.

Observando la seccion sagital del Nautilus (ver la Figura 5.2 y la
Figura 5.3) podemos abordar la descripcion de algunos detalles
morfoldgicos de esta concha:

a. A simple vista el perfil de la misma adopta una forma espiral. En
ella, podemos contabilizar el nimero de ciclos, verticilos,
vueltas o espiras.

b.El fragmacono que es la porcion de la concha dividida en
camaras separadas por tabiques o septos.

* En una nota al pie en Thompson (1942) p. 813 [55] se especifica: “En el Nautilus la
«capucha» tiene dimensiones algo diferentes en los dos sexos, y estas diferencias quedan
impresas sobre la concha, es decir, sobre su «curva generatriz». Esta Ultima constituye una
elipse algo mas ancha en el macho que en la hembra. Sin embargo, esta diferencia no es
detectable en los ejemplares jovenes; en otras palabras, la forma de la curva generatriz se

altera perceptiblemente al avanzar en edad”
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Figura 5.2. (izqda.) Seccion sagital del Nautilus. (dcha.) Detalle del primer verticilo y
ombligo.

c. El ombligo (imagen dcha. de la Figura 5.2) que es la depresion
gue se genera alrededor del eje de enrollamiento que aparece
en el flanco de una concha en la que una espira no recubre
completamente las anteriores.

d. Los septos o tabiques que conforman las cdmaras y que se
intersecan con la pared del fragmocono en la sutura.

e. Los restos del canal en el que se ubica el sifunculo o tubo sifonal
gue une las camaras del fragmocono

f.La ultima cAmara o cdmara habitacional, que es la zona donde
reside el organismo, su habitacion.

Figura 5.3. (izqda.) Recuento de camaras por verticilo. (dcha.) Camara
habitacional.
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g.En el primer verticilo (ver la imagen izda. de la Figura 5.3) se
contabilizan ocho camaras, dieciséis en el segundo y ocho en la
siguiente mitad. Asi pues, el angulo tedrico interseptos o tabical
es de 7 /4 inicialmente y 7/8 posteriormente, es decir, esta

asociado a un crecimiento gnomoénico de paso 7/8. Esta
amplitud disminuye en las ultimas cdmaras cuando el animal
alcanza su madurez. Aunque este paso 27 /16 es el incluido y
considerado a nivel teodrico, pues es el que esta asociado al
numero ocho ¢por qué al ocho?, también hemos detectado y
considerado el paso 27 /15 que se ajusta a ciertos ejemplares.

Obviamente hay ciertas interferencias entre el mundo
matematico y el tangible.

h. Nos encontramos que las cdmaras ocupan aproximadamente
dos verticilos y medio y la cAmara habitacional (imagen dcha. de
la Figura 5.3) algo menos de 135° (en la pagina 43 ya hablamos
acerca de la variabilidad de este espacio segun las diferentes
fases de crecimiento y formacion de las cAmaras).

En la literatura bioldgica estdn documentadas diferentes fases de
crecimiento postembrionario distinguiendo un estadio nednico, uno
juvenil y otro adulto lo cual puede asociarse en este caso
respectivamente a las primeras ocho camaras en el primer verticilo, a
las dieciséis siguientes en el segundo y a las ocho ultimas en el
tercero. En el andlisis matematico a realizar se podria reproducir sin
dificultad este comportamiento diferenciado, sin embargo nuestro
objetivo principal aqui es la obtencion del modelo matematico a
partir de lo observado en la quecto-quetta realidad, pero sin
necesidad de proyectarlo de nuevo en ésta®°. Asi pues, el paso entre
septos lo consideraremos constante e igual a 7/8, que como se

detalla en este documento tiene un fundamento teérico explicito en

% Como hemos indicado, en Galo (2021-2023) [22] y Galo (2024) [24] se abordan estos
detalles ontogénicos.

174



todo el modelo. Por tanto, abordamos y nos centramos
exclusivamente en el que denominamos modelo uniforme del
Nautilus.

5.1.2 Factor de crecimiento de la espiral nautiliana

Del andlisis realizado por Thompson (1942) [55], para conchas del

tipo discoidal son dos los pardametros que determinan el crecimiento
y laforma:

a. El angulo caracteristico de la espiral logaritmica.

b.El angulo de retardo o diferencia entre el crecimiento de la
parte interior y exterior de cada verticilo, dado que la concha se
puede asimilar a un cono enrollado sobre si mismo (Figura 5.4).

Figura 5.4. La concha como deformacidn topolégica de un cono
(imagen tomada de Ghyca (1983) [30]3Y).

31 Remarquemos que, por ser equiangular la espiral logaritimica, el 4ngulo caracteristico de
una espiral es el determinado por el radio vector y la recta tangente en un punto
cualquiera de la misma. Sin embargo, en esta imagen no esta dibujada adecuadamente esa
recta tangente, aunque si se muestra el caracter equiangular al representar las dos
"tangentes" dibujadas como rectas paralelas al diferenciarse los puntos de tangencia
considerados en 27 radianes.
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Segun lo especificado en |la pagina 146, para determinar si la espiral
de la seccion de la concha del Nautilus es logaritmica basta verificar
gue el crecimiento sea geométrico determinando la razén o factor de
crecimiento: b%*". Para ello, la modelizacion tradicional se basa

esencialmente en la medicién, la cual obviamente no esta exenta de
dificultades y errores de medida.

Moseley (1838, pp. 355-356) [40]
siguid este procedimiento® y
asigné al Nautilus un factor de
crecimiento de tres. Thompson
(1942, p. 771) [55] remarca que
Moseley obtiene un resultado
aproximado muy bueno con sus
mediciones de los radios vectores,

pero incide que ha de contentarse

Figura 5.5. Determinacién empirica del con una determinacion muy

factor de crecimiento del Nautilus. aprommada del pOI.O —lo cual
ciertamente no es facil—.

32 procedimiento seguido por Moseley para determinar el factor de crecimiento del Nautilus

pompilius:
“These conclusions were directly verified by the following observations. A shell of the Nautilus
pompilius was cut through the middle in a direction perpendicular to its axis, and a tracing was
taken of the section of its spiral surface; this tracing is copied in Figura 5.5.
It was made from the dark line which shows, on the section of the internal whorls of the shell, the
line of that pearly surface which the animal deposits as a covering to its completed portion, as it
advances in the construction of it. It is important to make this observation, because as it extends
one whorl of its shell over another, the animal deposits continually upon the pearly surface of this
last a new coating of shell, and thickens it; and it is in the centre of this thickened section that is
to be found that section of the pearly surface, of which the edge of the external whorl is a
continuation, and from which this tracing was taken.
It will be found that the distance of any two of its whorls measured upon the same radius vector.
Thus

abisone-third of b c,

d e is one-third of ef,

g his one-third of h i,

I k is one-third of I m.
The curve is therefore a logaritmic spiral.”
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Pero en nuestro caso, este andlisis ha sido sustituido por la utilizacion
de la Escena interactiva 5.1 (en concreto el panel: 1. Ajuste de la
concha por una espiral logaritimica) en la que podemos dibujar
diferentes espirales logaritmicas, superponiéndolas con la imagen de
la seccion del Nautilus, y entre ellas seleccionar aquella que mejor se
ajusta.

. A
MIENTO GNOMONICO DEL NAUTILUS POMPILIUS y E

S
Nautif

Seccion de la concha del Nautilus pompilius

e o

Escenainteractiva 5.1. Sobre el crecimiento gnoménico del Nautilus. Indicaciones.

En este caso estamos sustituyendo el anterior procedimiento que
puede decirse que es local, pues se efectia en base a mediciones
puntuales y a su vez es dependiente de la eleccién del polo, por uno
global ya que el ajuste se realiza a la vez en todos y cada uno de los
puntos de la espiral de la concha dado que se procede a una
comparacion entre dos curvas, una la correspondiente a la seccion de
la concha y otra la aportada por la escena. A su vez el polo queda
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Interactuando en la escena anterior o bien observando la animacién
de la Figura 5.6 obtenemos el ajuste descrito. Ahi se representa la
espiral logaritmica de ecuacién r = b? dibujada en color rojo y
mediante el control numérico b se modifica el valor de la base de esa
potencia hasta detectar la mejor aproximaciéon que se alcanza con
b ~ 1.186. Este valor se corresponde con la espiral logaritmica

cordobesa analizada en la pagina 152, es decir, de base®3:
k = 1,185580...

=
S 3 oa i
E_ Ajuste de la concha por una espiral logaritmica r= b

Varia el valor de b para ajustar la concha
h‘l
. b 311408 r= 1044 (@

Figura 5.6. Ajuste del perfil de la concha por una espiral logaritmica.

Surge nuestra primera asociaciéon entre el Nautilus y la proporcién
cordobesa, pero adelantemos que todo girara alrededor de ella —lo
cual a priori es lo légico, pues es de esperar un uUnico patron de
crecimiento, que es lo gue confirmaremos a posteriori—.

% Dado que reiteradamente utilizaremos el valor 1,185580. .. asignamos el simbolo x a
éste.

178


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap5/AjustePerfilConcha.gif

Asi pues, en base a esta observacion, el factor de crecimiento que se
obtiene es k2™ = 2,914214. . .. Este factor est4 préximo al calculado

por Moseley** de 3, 00, cuya espiral asociada es la que tiene de base
b=1,191067... para que b*™ = 3, 00. En la imagen izda. de la Figura
5.7 se refleja la comparativa de la espiral de Moseley con el perfil del
Nautilus. Sin embargo ese factor difiere bastante del

correspondiente a la espiral logaritmica aurea, determinado en la
pagina 151, que es 6,854104... con base b = 1,358456... y que

podemos ver en la imagen dcha. de esa misma figura.
iNo!, el Nautilus jno puede ser y no es aureo!

Varla el vaior de b para ajustarla ¢

ey e —

Figura 5.7. Comparativa de la secciéon de Nautilus con la:
Espiral con factor de crecimiento 3, 00, segun el calculo de Moseley (izqda.)

Espiral durea con factor de crecimiento 6, 854104... (dcha.)

El factor de crecimiento, o en definitiva el valor de b en la espiral

logaritmica es clave en la forma de la concha. En la imagen de la
Figura 5.8 podemos ver algunos ejemplos en funcidn de ese valor. Al
crecer b el factor de crecimiento aumenta y el angulo formado por el

radio vector y la tangente disminuye.

3 Son de admirar las mediciones realizadas por Moseley y pienso que el valor exacto de
3,00 fue un redondeo que él realizé a conciencia al, posiblemente, interpretar que la
Naturaleza debia de haber elegido un valor entero para la belleza generada por este
animal. Sin embargo, en nuestro caso, el factor de crecimiento 2,914214... es por el que
abogamos por su relacién con el caracter cordobés.
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Figura 5.8. Ejemplos de la influencia del factor crecimiento b°" en la forma que
adoptan las conchas.

En la Escena interactiva 5.2 podemos aprender a clasificar conchas y
a asociar forma, factor de crecimiento y dngulo caracteristico.

=)

concha | Selecciona una concha... v

Escena interactiva 5.2. Clasificador de conchas. Indicaciones.
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5.1.3 Ajuste del sifinculo

En los septos puede observarse los restos del canal sifuncular y los
orificios que permiten el paso del sifunculo por las camaras. Estos,
visualmente, siguen un patrén espiral y es de esperar que sea una
espiral logaritmica r = b?, pero si utilizamos la Escena interactiva

5.1 (panel 1) para su aproximacion, de manera analoga a como hemos
hecho con la seccién de la concha, podemos comprobar que no hay
ninguna espiral que se ajuste bien al sifunculo. Conceptualmente
parece mas légico intuir que cualquier punto ubicado en el interior de
la concha habra surgido como consecuencia de un crecimiento
analogo al de la propia concha, si bien afectado por un factor de
escala, es decir, todo punto deberia pertenecer a una espiral
logaritmica cordobesa de ecuaciéon r = arx?. Y eso puede verificarse

en esa misma escena, en el panel "2. Ajuste del sifunculo por una espiral
logaritmica" y verse en la animacion de la Figura 5.9.

% Ajuste del sifiunculo por una espiral logaritmica  r=a 1.1 8(59 Q@

Varia el valor de a para
ajustar el siftinculo

'l .a :‘0.5 !@,‘ Bt 156° @’ Q r=1.186" 6 n;.

Figura 5.9. Animacion: Ajuste del sifiinculo por una espiral logaritmica.

181



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/cap5/AjusteSifunculo.gif

Por tanto, variando el valor de a en la expresion de la espiral r = ax?

comprobamos que todos los puntos del interior de la secciéon de la
concha forman parte de espirales cordobesas con 0,34 < a < 1. En

particular, podemos comprobar que los puntos del sifunculo estan
ubicados en una espiral de este tipo en la que aproximadamente a

toma valores en el intervalo: 0,65 < a < 0,7.Y de esta observacion

surge la cuestién: ;A qué valores tedricos se corresponden esos
valores experimentales?

Figura 5.10. Superposicién de capas al crecer.
Imagen de la seccion de un ejemplar (izqda.) Representacion grafica (dcha.)

Aunque, en nuestro mundo matematico, hemos aproximado la
seccion de la concha como una Unica curva, realmente el crecimiento
del Nautilus se produce siguiendo ese cono topolégico que hemos
reflejado en la Figura 5.4 —pero en este caso curvandose lo
suficiente para que haya un solapamiento—, es decir, al crecer
podemos ver codmo lo que era el exterior de la concha pasa a ser el
interior y ello acontece superponiéndose una nueva capa sobre la
anterior, una capa diferente®. En la fotografia de la izqda. de la
Figura 5.10 se observa esa separacidon y en laimagen de ladcha. se ha

%5 | a necesaria distincién de estas capas, para poder abordar la medicion necesaria que
conduce a la obtencidn del factor de crecimiento, era manifestada por Moseley (1838)
[40] en la descripcion de su procedimiento de medida.
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reflejado esa distincién utilizando dos espirales logaritmicas
cordobesas proximas, diferencidando ambas capas con dos colores,
azul y rojo. Matematicamente podemos expresarlo como dos
espirales de ecuaciones:

r=x? y r=k"7""

o bien
r=r’ y r=x?%k’=0,3431...x’

surgiendo ese valor cercano a 0, 34, que antes hemos detectado, y
que podemos interpretar como que la velocidad o razén de
crecimiento entre la capa interior y la exterior es de 0,3431...a 1,0
bien que la capa exterior crece m = 2,914214... veces mas

rapido que la interior (en definitiva el factor de crecimiento), o bien
segun lo indicado en la pagina 145 que la capa interior tiene un
angulo de retardo de 2.

Consecuentemente, la seccion del Nautilus es una region del plano de
ecuacion:
0 K2 <a<l1

0y <0 <6y+2mn
donde n es el nimero de ciclos o verticilos.

Pero, de las infinitas espirales que determinan el fragmacono
nautiliano ;cudl se corresponde con el sifunculo? Si consideramos la
espiral intermedia entre la interior y la exterior —lo cual seria
consistente con el hecho de que el sifunculo fuera el eje del cono
topoldgico citado— entonces tendria que ser que:

K2 +1 0,3431.. +1
2 2
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valor que esta en el rango de valores experimentales obtenidos para
el sifunculo en la Escena interactiva 5.1, lo cual da fundamento al
modelo tedrico construido.

Consecuentemente el sifunculo se ajusta a una espiral cordobesa que
tiene un angulo de retardo aproximado de %Tﬂ respecto a la espiral de

la concha ventral, pues

log.0,6715... = —2,3394... ~ —3—7T

5.1.4 Aproximacion gnomonica discreta

En linea a lo analizado en la seccidon sobre las espirales discretas
asociadas a una espiral logaritmica" de la pagina 156 podemos
proceder a realizar una aproximacién gnomonica discreta de la
seccion de la concha del Nautilus. La vamos a abordar en varias fases
apoyandonos en las espirales tedricas determinadas para la pared
ventral, la dorsal, el sifunculo vy, en general, para las comprendidas
entre ellas y que determinan el fragmacono.

5.1.4.1 Primera fase

Ajustada la forma global de la seccién de la concha fijémonos en el
rastro dejado por el Nautilus en su crecimiento. Lo mas ostensible
son las diferentes cAmaras que presenta, delimitadas por los septos, y
la conexién entre ellas correspondiente al paso del sifunculo.
Centrémonos y analicemos inicialmente dichas camaras que, como
hemos indicado, en el ultimo verticilo se contabilizan en un ndmero
de dieciséis. Por tanto, dentro del crecimiento continuo de la concha,
podriamos decir que los septos surgen como consecuencia de un

crecimiento discreto de paso % = % gue casualmente o mas bien

por causalidad tiene una connotacién en la proporcién cordobesa

pues como vimos en la seccién "El tridngulo cordobés" de la pagina

133, el gnomon de un tridngulo cordobés es un tridngulo obtusangulo
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escaleno de dngulos %“, %” y %
Apoyandonos en la espiral logaritimica discreta de paso ?—g

obtenemos una primera aproximacién que podemos reproducir en la
Escena interactiva 5.1% y verla en la animacion de la Figura 5.11.

F B . 51 9
. Ajuste de la concha por una espiral logaritmica r= b

oy g ] 2n A
Crecimiento gnomonico discrefo de paso W v

Espiral logaritmica cordobesa

. ® @ O &

Figura 5.11. Animacién: Aproximacion gnomoénica de la secciéon de la concha
apoyandose en una espiral discreta de paso %—g que aproxima la pared ventral/dorsal.

5.1.4.2 Segunda fase

Para mejorar la aproximacion discreta podemos apoyarnos también
en la espiral discreta de igual paso %—g asociada a la espiral del
sifunculo y abordar una aproximacién andloga en cada una de las
zonas que éste subdivide al fragmacono. De nuevo podemos
reproducirlo en el panel 2° de la Escena interactiva 5.1 y verla en la

animacion de la Figura 5.12.

3 En el panel 1° cuando se ha ajustado la pared ventral se activa un botén que permite
reproducir esta aproximacion.
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Figura 5.12. Animacién: Aproximacion gnomoénica de la secciéon de la concha
apoyandose en las espirales discreta de paso ?—g que aproximan a la pared

ventral/dorsal y al sifinculo.
5.1.4.3 Tercera fase

Siguiendo la linea de mejorar la aproximacion, procede considerar
una familia de espirales discretas de igual paso 16 que aproximan a

una famila andloga de espirales cordobesas que cubren al
fragmacono. Esta situacion puede reproducirse en el panel 3° de la
Escena interactiva 5.1. Pero adicionalmente podemos mejorar, tanto
como deseemos a nivel tedrico esa aproximacion, ampliando el
nimero de espirales en la familia antes considerada y, a su vez,
considerando que las espirales discretas sean de paso 271T6, es decir
fraccionando cada cdmara en m partes. Eso es lo que se puede
reproducir en el panel 4° de dicha escena. Obviamente, de esta

forma, haciendo que n — oo convergemos al modelo continuo.
En la animacién de la Figura 5.13 y en la Figura 5.14 podemos ver
estas aproximaciones.
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Figura 5.13. Animacién Aproximaciéon gnomoénica de la seccién de la concha
apoyandose en una familia de espirales discreta de paso % y en otras familias con

Figura 5.14. Aproximacion discreta del Nautilus con una familia de quince espirales
21

discretas con paso AL
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5.1.5 Modelando los septos

La proporcion cordobesa se ha manifestado como patrén Unico en la
morfologia y crecimiento del Nautilus. Pero siguiendo la misma
pauta, posiblemente no nos equivocaremos si formulamos la
conjetura de que los septos deberian seguir también un patrén
cordobés. Para iniciar su verificacion usaremos el recurso interactivo
"Sobre el crecimiento gnomonico del Nautilus" (Escena interactiva
5.1) y, en concreto, el panel 5° de esa escena que por comodidad
para el lector ubicamos en esta pagina (Escena interactiva 5.3%).
Abordaremos una comparacion de dichos septos, al igual que hicimos
con la seccion de la concha, con espirales logaritmicas y en particular
con la espiral logaritmica cordobesa.

5fxiﬁmxfmacidn de los septos en el Nautilus

o 52 © C e e Rl

Escena interactiva 5.3. Modelando los septos, panel 5° del recurso "Sobre el
crecimiento gnomadnico del Nautilus".

37 Consultad en las indicaciones de la escena la fase 5 y la informacion de este panel en el
boton i de la escena o pulsando aqui). En el modelo uniforme, no ontogénico, que estamos
considerando el total de septos considerado es 40 (16 en el primer y segundo verticilo, y 8
en el tercero) para un paso interseptos constante de %.
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En la animacion de la Figura 5.15 se reflejan los pasos seguidos para
determinar la forma de los septos:

1. Inicialmente se utiliza una espiral logaritmica auxiliar de la que
puede definirse su base by factor de escala a, a la vez que puede
desplazarse moviendo su polo, y asi poder compararla con los
septos. No se logra superponer la espiral con ellos.

2. Después se incluye la base de una espiral cordobesa 1,185y se

prueba de nuevo. No se logra el encaje adecuado y ello da lugar
a pensar que la espiral esté escalada/girada.

3. Al considerar la espiral cordobesa con factor de escala 0, 5, si se
observa la coincidencia. jLos septos son arcos de la espiral
cordobesa!

ﬁ_,iﬂpﬁﬂmaﬂén de los septos en el Nautilus «© )

e 2 4G C.e.C RN

Figura 5.15. Animacién: Procedimiento para ajustar la forma de los septos mediante
arcos de espirales logaritimicas.
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En la Figura 5.16 vemos un detalle del encaje del arco de la espiral
cordobesa con uno de los septos.

Figura 5.16. Ajuste de los septos con arcos de espirales logaritmicas y en particular
con la cordobesa (color gris).

5.1.6 La espiral de los polos de los septos

Pero, si ha reproducido ese ajuste en la escena interactiva (o al menos
observado en la animacién anterior) habra experimentado que una
vez ha encajado un septo, para encajar el siguiente es necesario
trasladar el polo de esa espiral y que la curva que van describiendo
dichos polos parece estar situada:

icenuna espiral?!

Esto pone nervioso a cualquier investigador o lector interesado,
;verdad? Y, para remate o colmo de nerviosismo:

icseraesa espiral cordobesa?!
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En la animacién de la Figura 5.17 observamos:

1. Seleccionando el botén con la espiral naranja se dibuja una
espiral cordobesa ajustada a un septo.

2. Incrementando el control etiquetado como "septo" se desplaza
la espiral anterior al siguiente septo.

3. Al pulsar el botdn con la espiral de color magenta se dibuja una
espiral que es la curva que siguen los polos de las espirales de
los septos.

4. La espiral azul clara (al pulsar ese botén) dibuja el sifunculo.

5. Al incrementar el nimero de septo se reproduce el crecimiento
septal del Nautilus.

proximacion de los septos en el Nautilus

sepio i|: 24 @/

Figura 5.17. Animacion: Ajuste de la espiral de los polos de los septos (color
magenta).
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6.Cada septo se ha dibujado dividido en dos partes (en rojo y
verde) partidos por el sifunculo.

7.En los ultimos septos se observa que hay cierta diferencia entre
la realidad y el modelo, no obstante antes indicamos que esté
documentado que en la fase adulta se pueden presentar ciertas
modificaciones en el crecimiento y eso es lo que aqui estamos
constatando. Se podria incluir esta variacién en el modelo
matematico, pero no es el objetivo aqui desarrollado.

Para verificar que la espiral que forman los polos de los septos es
cordobesa podemos hacerlo con la Escena interactiva 5.3. Primero
dibujamos esa espiral (botén con la espiral magenta) y después
seleccionando el botdn con la espiral gris oscura, ponemos b = 1, 185

que se corresponde con la espiral cordobesa y finalmente hay que
ajustar el coeficiente a, que se comprueba que esta proximo a 0, 5.

Figura 5.18. Espiral de los polos de los septos (color magenta).
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Esta espiral de los polos (Figura 5.18) parece que se ubica en una
posicion media entre la espiral dorsal y la espiral del sifunculo. El
coeficiente de la primera determinamos que era 0,3431... y el de la

segunda es 0,6715...y, por tanto el coeficiente de la intermedia seria:

0,3431... + 0, 6715...

= 0,5073...
2

que esta en el entorno del valor de 0, 5 hallado experimentalmente.

Adicionalmente al pasar de un septo a otro, el arco de la espiral con el
gue coteja es uno que se obtiene como consecuencia de un
desplazamiento en esa espiral, es decir, si el paso de un septo a otro
equivale a incrementar el angulo en la espiral de los polos de los
septos en % el arco del segundo septo es una traslacion en la espiral
del septo anterior en ese mismo angulo. Para verificar esta
circunstacia y todo lo anterior hemos de proceder a construir el
modelo matematico que se deduce de todas las observaciones
realizadas. Pero previo a la formalizacién procede hacer una sintesis.

5.2 ;Soy Cordobés!

La pauta observada y explicitada hasta ahora se reitera y prolonga,
todo encaja en un patron Unico cimentado en la proporcién
cordobesa:

e Lapared ventral/dorsal es una espiral cordobesa.

e El sifunculo es una espiral cordobesa, que es el eje del
fragmacono entre la pared ventral y la dorsal.

e Todo punto del fragmacono estd en una espiral cordobesa
intermedia entre la pared dorsal y la ventral.

* Los septos son arcos de una espiral cordobesa.
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e Los polos de las espirales de los septos estan en una espiral
cordobesa intermedia entre la pared dorsal y el sifunculo.

e Todo punto del fragmacono esta en un arco de espiral
cordobesa de un septo o un arco similar interseptos.

Todo en el Nautilus se muestra concordante con la proporcién
cordobesa. Y llegado este momento (ver la Figura 5.19) escuchamos
al Nautilus que nos decia:

“He vivido en un mundo aureo que me era ajeno, pero me habéis
escuchado y ahora si puedo cantar..."

Soy cordobés

de la tierra de Julio Romero,
el pintor de "La musa gitana"
Cordoba sultana,

jcuanto te quierol

Soy cordobeés,

y a la orilla del Guadalquivir
tengo que pone' un letrero
diciendo "me muero"”
jCordoba por til

Figura 5.19. ;Soy cordobés!
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5.3 Modelo matematico uniforme del Nautilus

A partir de todo lo analizado estamos en situacion de poder
establecer un modelo matematico global que reproduce globalmente
la morfologia y el crecimiento continuo y uniforme del Nautilus. Este
modelo puede observarse en la Figura 5.20 y en el panel 6° de la
Escena interactiva 5.3.

I !6. Modelo matemdatico del Nautilus pompilius

Figura 5.20. Modelo matematico uniforme del Nautilus.

También puede verse la simulacién del crecimiento del Nautilus en la
animacion de la Figura 5.21.
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Figura 5.21. Animacion del crecimiento uniforme del Nautilus.

Procedamos a realizar la formalizacién de dicho modelo mediante la
especificacion de sus ecuaciones en base a las cuales se han realizado
las representaciones graficas previas.

5.3.1 Ecuacion del fragmacono

En el instante de crecimiento de la concha correspondiente a un
angulo )\, el fragmacono es la region del plano:
0 kT <a<l1

r =aKk’ con (1)
O <6< A

0

donde k = 1,185580... es el nUmero cordobés y r = ax” es una

espiral cordobesa®® para cada valor de a.

38 por simplificacién, el polo comun de todas esas espirales se ha posicionado en el origen de
coordenadas O(0, 0).
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Escena interactiva 5.4. Los puntos F' del fragmacono como interseccion de una
espiral longitudinal y otra transversal.

A—6y
2

El nimero de verticilos, hasta ese instante A, viene dado por

Asi pues, todo punto® F(rg, 0r) del fragmacono, el cual verifica que
Oy < 0p < Ayr% 2" < rp < kg’ pertenece a una espiral cordobesa

rr = apk’” (2)

que denominaremos “longitudinal” (ver la espiral en color verde
oscuro en la Escena interactiva 5.4 y pulsad los pulsadores inferiores
"movimiento lateral" y "movimiento transversal" para desplazar el
punto F' en el fragmacono).

¥ Enlo sucesivo, mediante el uso del subindice r indicamos que ese valor depende del punto
F' que se considere.
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A su vez, ese punto F' también pertenece a un arco de una espiral

logaritmica cordobesa “transversal”® (ver la espiral en color rojo

oscuro en la Escena interactiva 5.4). Su ecuacién paramétrica*' es:

rp = P, + d k¥ cos(pr)

S : 3
yr = P, + dr#* sen(eor) ¢r € |ar, BF] (3)

donde d ~ 0, 5 es independiente de F'y Pr(F,,, P,.) es su polo. La

amplitud de este arco viene dada por el intervalo determinado por
los angulos o y [r, ambos dependientes de F', pero como

consecuencia del crecimiento gnomonico se verifica que ésta es
angularmente constante en todos esos arcos y en el modelo se tasa*?

T . . P
que [Br — ap = R valor que coincide con el angulo mayor del

gnomon del tridngulo cordobés.

También acontece que todos esos polos Fr de las espirales

transversales son puntos de la espiral longitudinal, que denominamos
espiral de los polos de los septos, cuya ecuacion es:

r = dk’ (4)

es decir,
P, = dk cos(0p)
P,, = d k% sen(fp)

(5)

40 . . . .
Estos arcos bien son septos o bien son arcos interseptos semejantes.

41 y . .
De la ecuacion se deduce que todos estos arcos no son mas que traslaciones de vector

O Pr de arcos de la espiral logaritmica cordobesa de ecuacion r = d k.

*2 En el libro "El modelo ontogénico matemético del Nautilus” (Galo, 2024) [24], de préxima
aparicion, este valor es mayor y ahi se justifica el porqué de ese cambio.
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Si Pr y Pr son dos puntos de esa espiral de los polos que se
diferencian un angulo Afp entonces los arcos transversales

asociados verifican que
(842 :aF+A9P (6)

y, por tanto, una traslaciéon "longitudinal” en el fragmacono genera un
traslacion "transversal" en el arco septal asociado®?.

Adicionalmente, tenemos que si p es el angulo asociado a Frp,

entonces a7 en (3) cumple que**:

olm
aFIQP—a. (7)

5.3.2 Pared ventral, dorsal y sifinculo

El fragmacono esta delimitado por:

e La pared ventral (ver la espiral en color azul en la Escena
interactiva 5.4):
r=r? 0<6<)\ (8)

e La pared dorsal (ver la espiral en color rojo en la Escena

interactiva 5.4):
r=r"" 0<h <A (9)

Y el sifunculo es el eje del fragmacono (ver la espiral en color
en la Escena interactiva 5.4):

(10)

43 Esto formaliza lo descrito en las secciones "Modelando los septos" y "La espiral de los
polos de los septos" y que esta reflejado en la animacion de la Figura 5.17.

Y4 E| desfase angular % estd proximo a % y ha sido objeto de revisién en el modelo
ontogénico (Galo 2021-2023) [22]
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5.4 Conclusiones

Después de una extensa trayectoria investigadora queda uno
sorprendido de que todo pueda resumirse en una Unica espiral, la
espiral logaritimica cordobesa, de ecuacion:

T':Kle

sobre la que se realizan traslaciones, mediante desplazamiento de su
polo, y giros o cambios de escala —que en este caso son
transformaciones equivalentes—.

Todo el modelo ha quedado resumido en las diez expresiones
matematicas recogidas en las paginas 196 a 199y, ciertamente, ante
el Nautilus hay que quitarse el sombrero, cordobés por supuesto,
para reconocerle su antiquisimo saber matematico y su capacidad
constructiva en base a un Unico patrén. Sin embargo, en nuestro caso,
para comprender su esencia y poder llegar a modelar su crecimiento
hemos necesitado acudir a diversos aportes realizados por
nimerosos matematicos de muy diferentes épocas, algunos de los
cuales hemos ido citando en estas paginas. En base a esos resultados
hemos podido constatar, de nuevo, la certeza de la frase "Pararse
sobre hombros de gigantes" y, a su vez, experimentar la dificultad y la
sinuosidad que suele acontecer en el camino investigador, la artilleria
técnica en la que numerosas veces nos vemos involucrados hasta
poder llegar a esa idea simple, la cual no siempre se alcanza. En este
caso, modestamente podemos afirmar que lo hemos logrado, pero
con importantes matices simplificadores.

Ciertamente, al Nautilus, hay que reconocerle su ardid de sintésis. Y
el meollo o quid de su ser o mas bien de su rastro calcareo lo hemos
detectado. Sin embargo, siendo su locuacidad escasa o bien estando
nuestra capacidad de escucha limitada, es obvio que hemos tenido
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que acomodarle en el modelo expuesto, realmente ha sido un corsé
con el que se logra esa simplicidad explicativa que cubre
satisfactoriamente la comprensiéon de su devenir juvenil y de su
madurez, pero su etapa embrionaria y neanica queda claramente
tapada, desdibujada. No obstante, el reconocimiento de estas
limitaciones no es mas que un acicate, un trampolin sobre el que
tomar consciencia y proceder a la adaptacion del traje nautiliano a
esas estapas primigenias y a ajustarlo con puntadas mas precisas a las
etapas posteriores. En esencia procede pasar del modelo uniforme,
considerado en este libro, al modelo ontogénico que sera objeto de
detallado desarrollo en uno préximo a publicar (Galo, 2024b) [24]. En

la animacién de la Figura 5.22 les dejo como aperitivo este modelo
ontogénico.

Modelo ontogénico del Nautilus, paso interseptos 2116

REMeducaliva gproyectc
Aescana

'eiesécriaa-t

Figura 5.22. Animacion del modelo ontogénico del Nautilus.
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El contenido de este libro se ha escrito en base a investigaciones y
trabajos publicados previamente y, también, en otros hasta ahora
inéditos. Algunos de ellos fueron realizados en colaboracion con mis
colegas Angel Cabezudo Bueno e lldefonso Fernandez Trujillo (t
2023 [1]) y otros a nivel personal. La mayoria han ido plasmandose en
diferentes recursos interactivos y documentos que han sido
publicados en diversos soportes y contextos, por ello consideramos
que sera util realizar aqui una compilacion de esas creaciones,
dejarlas enlazadas localmente y que estén disponibles para los

lectores interesados.

6.1 Recursos interactivos

Los recursos interactivos publicados en los proyectos unidades
didacticas y miscelanea de RED Descartes son los siguientes:

Las matematicas en la Belleza y la belleza de las
Matematicas

José R. Galo Sanchez

2005

Versién adaptada a DescartesJS del recurso original (resoluciéon 800x600) realizado
inicialmente en "Descartes Java" premiado por la Junta de Andalucia

Proporcionalidad. Rectangulo Cordobés
Ildefonso Fernandez Truijillo
2015

La espiral logaritmica y el crecimiento gnomonico
Angel Cabezudo Bueno
2015

Espirales generalizadas de Durero

Angel Cabezudo Bueno, lldefonso Fernandez Trujillo y
José R. Galo Sanchez

2019
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José R. Galo Sanchez
2019

6.2 Articulo en la revista Epsilon

Articulo "Sobre la forma y crecimiento cordobés del Nautilus
Pompilius. Epsilon, 2016, Vol. 34 (3), n° 94.

Sobre la forma y el crecimiento cordobes del
Nautilus pompilius | I

. ? I
José R. Galo Sanchez ‘ ~ rd
Angel Cabezudo Bueno |
Ildefonso Fernandez Trujillo

Red Educativa Digital Descartes
reddescartes.org proyectodescartes.org

Val, 34 (3)
2016

Portada de la revista donde se publico este articulo y enlace a ella.
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Articulo publicado y enlace a él en ResearchGate.
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6.3 Disquisitiones nautilianas

En noviembre de 2019 accedi a un articulo publicado en
"divulgaMAT", portal dependiente de la Real Sociedad Matematica
Espanola, titulado "Una regla para dibujar espirales logaritmicas y
deshacer mitos" (Giraldo y Maestre, 2019) [31] donde se exponia el
caracter no aureo de la espiral nautiliana. Este hecho me agradé por
lo poco frecuente que es encontrar esta afirmacion, segun ya hemos
indicado con anterioridad, y por marcar como objetivo la rotura de un
mito, el del caracter dureo del Nautilus lo cual era coincidente con lo

indicado en nuestro trabajo (Galo et al., 2016) [26].

/19 = + & 3 &

e tesdes litarario
Informacian imagen del mes

k11, (Moviembre 2019) Una regla para dibu jar esplrales logaritmices y deshacer mitos

Articulo publicado y enlace a él en divulgaMAT.
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En ese articulo, basdndose en lo explicado por Martin Gardner (2018)
[27] (ver la Figura 6.1), se facilita una regla (Figura 6.2) para

Figura 6.1. Uso de la regla para dibujar una aproximacion discreta de una espiral
logaritmica (Gardner,2018) [27]. "a" es el angulo caracteristico de la espiral

a ‘ ‘ TN

(o N\ ; \ , \

) \ /' ESPIRAL AUREA O DE DURERO DWERMA:TES ESPIRAL DEL NAUTILUS \I @/l
1 @

aproximada.
.‘I
I} 1 } m; |

Figura 6.2. Regla para dibujar aproximaciones discretas de dos espirales
logaritmicas. Pdf para impresién facilitado por los autores en el articulo.
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La parte izquierda de esa regla (ver Figura 6.3) sirve para dibujar una
espiral discreta que aproxima® a la espiral durea. Sobre ella se refleja
explicitamente su crecimiento diametral 1:¢? vy, por tanto,

implicitamente queda indicado que el crecimiento radial
correspondientees 1 : ¢4, gue es lo que concluimos en la pagina 151

para esta espiral particular. Como denominacién alternativa pone
"Espiral de Durero", pero realmente ésta es una pseudo-espiral,
contruida mediante arcos de circunferencia, que aproxima a la espiral
logaritmica aurea, pero obviamente no coinciden y de ahi que en la
Figura 6.3 haya procedido a tachar ese término.

:’/-_--"" 7
\9 L’ ESPIRAL AUREA O-BE-BURERD ™ DIVERMATES

Figura 6.3. Regla para dibujar una aproximacioén discreta de la espiral aurea.

Y la parte derecha (ver la Figura 6.4) permite aproximar la espiral
logaritmica de factor de crecimiento diametral 1 : ¢.

DIVERMATES _ESPIRAL DEL-NAUTICUS \_/@

________________________________________________________________________ 8 = e

Figura 6.4. Regla para dibujar una aproximacion discreta de la espiral 1 : ¢.

Sobre ella, los autores indican que es la "Espiral del Nautilus" lo cual,
como se argumenta en este libro, no es correcto. Por tanto, he
procedido a tachar dicha denominacion en esta figura.

4 Obviamente, si lo que se esta trazando es una poligonal lo que se obtiene es una espiral
discreta que aproxima a la espiral logaritmica deseada y esa aproximacién, como veremos
posteriormente, depende de la razén entre la longitud del segmento que se trazay el radio
polar inicial considerado, mejorando la aproximacién a medida que ese valor tiende a cero.
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La discrepancia entre el crecimiento nautiliano diametral 1 : ¢2 y el
1 : ¢ ahi indicado es lo que me llevé a adentrarme en disquisiciones

con uno de los autores de ese articulo, las cuales quedaran reflejadas
a continuaciéon pues considero que ayudan a desembrollar la
confusidon que reiteradamente ya hemos manifestado y que
claramente se especifica en el titulo de este libro.

6.3.1 Intercambio de opiniones

Analizado en detalle el citado articulo [31], procedi a escribir a los
autores (ver imagen y enlace en la Figura 6.5) manifestando mi
desacuerdo con la identificaciéon que realizaban entre la espiral

nautiliana y la espiral logaritmica de crecimiento diametral 1 : ¢,
consulté la bibliografia aportada por ellos [28] y les indiqué:

M Gmall José R. Galo Sanchez <galosanchezjr@gmail.com>

Sobre articulo en su blog y en divulgamat de la RSME

José R. Galo Séanchez <galosanchezjr@gmail com> 10 de diciembre de 2019, 18:53
Para: info@divermates es

Estimado colega:

En su articule en divulgamat de la RSME
v divulgamat.netiindex. php 7option=com_content&amp view=article&amp;id=18259& amp directory=67

9
http://divermates es/blog/una-regla-para-dibujar-espirales-logaritmicas-y-deshacer-mitos/

indica que la espiral del Nautilus sigue una pulsacion diametral de 1:Phi {donde Phi=proporcion aurea) y en base
a ello construye una regla para dibujar espirales etiquetando la antes citada como espiral del Nautilus.

Tanto en el libro de "Estética de las proporciones en la naturaleza y las artes” gque nombra en el texto, como en el
indicado en la bibliografia: "The gaometry of Art and Life", ambos de Ghyca, no he localizado ninguna indicacion
por parte de este autor que asocie explicitamente al Nautilus con esa pulsacion diametral 1:Phi. Este autor si
realiza su asociacidn de la pulsacidn diametral 1:Phi con la "Delium Perdix” (Lamina 31 abajoenp. 134 ycitaa
esa lamina en la p. 141 del libro "Estética de las proporciones.. " citado, editorial Poseidon, 1983)

iPuede aclararme la asociacion que usted realiza en su articulo divulgativo? Esa asociacion esta disconforme
con nuestro estudio publicado en https:/ithales cica esfepsilon/sites/thales cica es epsilonffiles/epsilon94_7_0 pdf

Muchas gracias y enhorabuena per su experimentada labor divulgadora.

Un cordial salude

adlo sanchez

Figura 6.5. Correo de 12 de diciembre de 2019.
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Tanto en el libro de "Estética de las proporciones en la naturaleza y las
artes" ([29] o [30]) que nombra en el texto , como en el indicado en la

localizado ninguna indicacién por parte de este autor que asocie
explicitamente al Nautilus con esa pulsacién diametral 1:Phi. Este autor
si realiza su asociacidon de la pulsacién diametral 1:Phi con la "Dolium
Perdix" (LAmina 31 abajo en p. 134 y cita a esa lamina en la p. 141 del
libro "Estética de las proporciones.." citado, editorial Poseidon, 1983

Del texto anterior destacamos que en la literatura consultada y
referenciada se sefala que el crecimiento diametral 1:¢ se

corresponde con el de la concha "Dolium Perdix" (Figura 6.6) y no
con ladel Nautilus.

Linaa 31, Doliuf Perdix,

Figura 6.6. Fragmento de la imagen aportada por Ghyca (1983, p. 134) [30] de la
concha Dolium Perdix .
La respuesta no tardo en llegar (Figura 6.7). En ella se notaba cierta
pesadumbre al haber errado, hecho légico, pues es algo basico en
todo investigador revisar y revisar las conclusiones y estar
convencido de ellas, bien por tener referencias que lo apoyen o bien
por haber madurado las reflexiones realizadas hasta alcanzar un

completo convencimiento personal antes que buscar el ajeno.
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M GI’ | Iall José R. Galo Sanchez <galosanchezir@gmail.com=

Sobre articulo en su blog y en divulgamat de la RSME

Info.divermates <info. divermatesiggmail. com> 16 de diciembre de 2019, 7:51
Para: "V'José R. Galo Sanchsz\™ <gaksanchezjir@gmail com:=

Buenos dias,

Lo primero de todo enhorabuena por el articulo. A pesar de no haberlo podido leer complete deienidamenie, es un gran fexto y hasta
donde he podido ver muy exhaustivo.

La rafarencia sobre la aspiral de Nautilus [a teniamos en un trabaja antiguo, de hace mas 15 afios, que hicimaos sabre la seccidn
auraa. Pero como bian dics, al revizar la bibliografia no aparece nada al respscio, asi que debimos cometar algun amer aquella vez, o
encontrar el date en alguna ofra referencia bibliogréfica que no tenemas anctada

&l redactar estes altimas entradas si gue comprebamos con calibre que la espiral basada en raiz de phi se aproxmaba
razonablemnante a las medidas del Nautlus que tenemos. aungue estas medidas siempre tienen margen de error claro

Hamos encontrado este dato en la wab:

“Well, this Science News article entitled Sza Shell Spirals says I'm not the only ane. In 1939, retired mathematician Clement Falbo
measured a series of nautilus shells al 3an Francisco's California Academy of Sdences, and he found thal whils they wers indsed
logarliimic spirats (like the golden spiral), thelr ratios ranged from about 1 24 10 1.43, with an average ratlo of about 133 10 1, not aven
close to the 1.615 . ratio of the Golden Spiral

Que indicaria gue en algunos casos existen Mauiilus cercanos a phi*2, sungue 2n media estan mas cercancs a la proporcidn
cordobesa.

iUstad ancantrd algunos datos da tamarfio promedio dal Mautilus o simplemante 22 ajustd a [a foto que aparaca en el texto? Enun
primer vistazo a su extanso trabajo no he sido capaz de localizar referancia a datos de ests tipa,

Afadiremos a nuestros articulos una correccidn con referencia a su trabajo en cuanto tengamos oportunidad.
Muchas graclas por la observacidn, [astima no haber encontrado su articulo antes de redaclar el nuestro

Estamas 2n confacte

Nelo

Figura 6.7. Respuesta de 16 de diciembre de 2019.%

En ese correo podemos destacar la insinuacién de una variabilidad en
el crecimiento del Nautilus que no tiene referencia cientificay que no
esta fundamentada, pues la cita "Sea Shell Spirals" no muestra
ninguna base fiable. Y, sin embargo, como veremos a continuacion el
factor de crecimiento radial del Nautilus lleva mas de doscientos
anos (Moseley, 1838) [40] ubicandose en un entorno de 3.

También se nos pide la base informativa sobre la que hemos realizado
el estudio, si s6lo se ha usado la imagen que se muestra en nuestro
articulo (Galo et al., 2016) [26] o qué otros datos se utilizaron.

Finalmente indican que incluirdn una correccién en sus articulos en
base a lo que le hemos senalado.

“Enel pdf enlazado, el hiperenlace a "Sea Shells Spirals" estd roto y ha de consultarse éste u
éste otro.
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En lalectura de la respuesta se captaba cierta resignacion, dentro del
reconocimiento, y a la vez la busqueda de alguna posible linea de
trabajo en la que poder sustentar sus conclusiones sobre la espiral
1: ¢ y conocer la solidez de las nuestras al requerir fuentes y datos

adicionales sobre los que hubiéramos trabajado, junto a una
explicacién adicional nuestra. Por ello, di acuse de recibo y le informé
sobre la preparaciéon de un documento que pudiera solventar sus
inquietudes y observaciones (ver la Figura 6.8).

N’ Gmall José R. Galo Sanchez <galosanchezjridgmail.com=

Sobre articulo en su blog y en divulgamat de la RSME

José R. Galo Sanchez <galosanchezjr@gmal com= 16 de diciembre de 2018 2053
Peara: "Info.divermates” <info divermates@gmail com=

Estimado colega

Muchas gracias por su respuesta. Acuso la recepcion dz la misma v le comento que prepararg un documento con mis
observacionas a sus inquictudes y notas y se lo remito lo antas posible.

Un cordial saludo

José R. Galo Sanchez

Figura 6.8. Nuevo correo de 16 de diciembre de 2019.

Dicho documento informativo lo envié dia y medio después (ver la
Figura 6.9).

M Gmali José R. Galo Sanchez <galosanchezjr@gmail.com=>

Sobre articulo en su blog y en divulgamat de la RSME

José R. Galo Sanchez <galosanchezjr@gmail.com= 18 de diciembre de 2019, 11:47
Para: "Info.divermates” <info.divermates@gmall.com=

Estimado colega:
Te adjunto un pdf con mis observaciones a tus inquistudes.

Atento a tus comentarios.
Un cordial saludo

José R. Galp Sénchez

| Respuesta divermates sobre Nautilus.pdf
= 2TTK

Figura 6.9. Correo de 18 de diciembre de 2019.
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El documento adjuntado fue el siguiente:

El modelo cordobés del Nautilus

1. Al menos desce 1838 Moseley (The Rev. H Moseley, On the peometrical forms of
turbinated and cecowd shedis, Poil Trans, 1838 Pt |, pp. 351-370) indkca que i Mautilus
pompEs crece sigulendo uns espiral logarfmics v que & iBctor de crecl mbento s 3
{pulsacion radial).

2 Lo antaror se reproduce en el Bbo de Thampsan (Thompson, 0. (18945) On Grewth and
Foma. New York: Macmiilan Coj. ¥ ahl se detalls gue e dngule 8sociad o @ esta espiral es
de BIF S

31 Los dalos Bnledores no se discuten En tods 18 liemabws Que he consullado ¥ Son
suficienies pare dentificar (e eepiral ibgarfimica que Sgue e Mauties
Por egesmpio

8. En el docurnenio que enlazas de ivars Pelerson, —me imagno gue es S2is pues no
he podide Bocader Con tu SnBCe, ¥ SR0YEChD pana comentar que pera mi 8sta o
€5 unad Buend referencia por 1o gue oespees detallare—, al final clla oiro arthcuo de
Sham mucho mas fundamaniaos ) ¥ asbs inokca;

L Cue “detects un promedio de 294 Aundgues (08 emores 2on basfsnis sios,
muesira un valor en |3 ragesn de 3. Otrec medidss que he visio amblen son
Biredeor de 3.7

] *Hay una decusstn mucho mas lerga y mas detsllada sobre este tema en
[Fomseca 18835] También encuenira que |8 pOECIon pars una vuela del
Pamestiies &a Pty CESCENE 8 b o

b. El articulo anbes citado de Fonseca: (Fonsecs, R (10883) Shepe and Onder in Cinganis
Mature:. The Hauibes Pompilies Leoname, 26(3), 201-204. ool 10.230TMSTS5E11)
ﬁemmantc— b gue hace es nebabr un Bticulo de Fletcher (Rached Fletches

"Propemion and he L Morld * Parstols 137 e 7 (Feb. 1988)) Esta Uitima afima
e el hia.lm fEne une puﬁamn mnrsmﬂl 13 Phd), Que &5 laque T usas en
i articudo de dvulgacsdn. peros Fonseca mimssira que & plantesmiento de Fletcher
B SN | &l CESC imiEnto redl menis Bs 3.

Primara pocible eanplusidrr Desde hace, &l menos, easd 200 afos nadie parsce disewtly gue
&l factor da erecimientn del Mawlus pomplilus 23 3 o prosima & 3 (no cbslamte, s capta por
ciertas espresones y madizaconss en 8 redeccdn de Moseley v Thompsan, gue &l 3 es &go
forzado pass dar simpicidad y es fudo de cleno redondsc POl ExCEsSD, &N NUESID Mooeko
condobes & valor es 2.0148)

A Snarp, como he indicado, je da wn promedo de 2 04 gue cito pomgue 5e Bosca mascho al tednco
dei modeio cordobés oo Mautius. 5| bien & se sitia, prudenie manie, "en medidas en B regdn de
& y afirma que “oiras medidas Que ha Vst lambien sen alrededor og 37,

En nuestro aticulo pasfimos de &S 3 per nosotos. sbondamos ung aproximackn global -k
Oue hBcEMos &8 supeponef 1B saorsl sobre |8 sScoldn USsndo Una eicena Interaciva de
Degcanes— frenle 3 la jocal que es (8 gue realiza Moselsy, Y gue eo I8 oue @ realiza
hiabausimants &l shomar medisanes de sagmanIng fa0S UNE S8 S8ss maty 3 un e e madids
¥ 8 una determinacsn aproximads del polo de ba eapeal gue mbrodece 8 su wez wn eror adicional
{esto by pone en evidencia Thomgson en relacdn a 3 medida de Mossley y bo reflejamos tambisn et
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Sin afan de reproducir el contenido de este documento, el cual puede
leer detenidamente, sino buscando sintetizar las conclusiones ahi
expuestas indiquemos:

e Desde hace casi 200 anos nadie parece discutir que el factor de
crecimiento del Nautilus estd préximo a 3 (el valor de 3 se
manifiesta fruto de un redondeo).

e Al Nautilus, Thompson [55] (p. 791) le asocia como angulo

caracteristico 80° 5' correspondiente al factor 3 indicado.

e Lareferencia de crecimiento diametral 1 : ¢ de Fletcher (1988)
[17] esta rebatida por Fonseca (1993) [18].

e Las mediciones han de realizarse de manera correcta
controlando los errores de medida. Si se mide la pulsacion
cuadrantal o la diametral el error se propaga al determinar el
factor de crecimiento pues hay que elevar al cuadrado y a la
cuarta. La medicién usual es la pulsacién radial y de ahi se
determina la diametral y cuadrantal, pues seria hallar
respectivamente la raiz cuadrada y la raiz cuarta, siendo el
posible error de calculo menor.

¢ El modelo tedrico cordobés del Nautilus se aproxima muy bien
al factor de crecimiento del Nautilus aceptado en la literatura, al
igual que su angulo caracteristico (ver la tabla comparativa de la
Figura 6.10).

] Aurea crecimiento 3 cordobesa Divermates

CZ‘;'Z?;?; ¢ =1,61803... r=1,31607... ¢=1,3065... /¢ =1,2720...

pulsacion 15 _ 5 61803... 72 — 1,73205... ¢ — 1,7071... & — 1,61803...

diametral
pulsacion radial (¢ = 6,85410... rt =3 ¢t =2,9142... ¢* = 2,61803...
angulo 72,97° 80,08° 80,32° 81,29°

caracteristico

Figura 6.10. Tabla comparativa de algunas espirales.
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Con la respuesta recibida (ver la Figura 6.11) cerraban las
disquisiciones que yo habia abierto.

M Gma“ José R. Galo Sanchez <galosanchezjri@gmail.com>

Sobre articulo en su blog y en divulgamat de la RSME

Info.divermates <info divermates@gmail. com= 18 de diciembre de 2019, 16:47
Para: ""José R. Galo Sanchez\™ <galosanchezjr@gmail com=

Definitivamente, v a la vista de todo lo que me envias, hemos metido la pata afirmando con tanta rotundidad
que la espiral que traza la regla es la del Nautilus. Mira gue intentamos ser en ganeral cuidadoses con las
afirmaciones rotundas. pero esta vez no ha sido asi.

Por suerte la ciencia tiene estas cosas, que todos nos supervisamos a todos con el fin de, en la medida de lo
posible, equivocarnos lo minimo.

Muchas gracias por el aviso, y como ya dije afiadiremos de algin modo las comrecciones necesarias al
articulo.

Feliz navidad y feliz 2020.

Nelo

Figura 6.11. Respuesta de 18 de diciembre de 2019.

Y por mi parte también quedaba finalizado (ver la Figura 6.11).

M Gma“ José R. Galo Sanchez <galosanchezjr@gmail.com>

Sobre articulo en su blog y en divulgamat de la RSME

José R. Galo Sanchez <galosanchezjri@gmail.com 19 de diciembre de 2019, 12:59
Para: "Info.divermates” <info. divermates@gmail. com>

Estimado colega:

Siento haber tenido que manifestar mi desacuerdo con lo que exponias en tu articulo, pero dado que tu
pagina web tiene mucho alcance divulgative estuve ferzado a escribirte para intercambiar puntos de
vista. Aveces, la ilusidn por comunicar nos hace caer en algln lapsus, nada que no sea subsanable,
pues como indicas la Ciencia se construye de manera colaborativa.

Yo también te deseo jFeliz Mavidad! y un j2020 lleno de &xitos!
‘Ya conoces mi correo y podemos estar en contacto para lo que fuera necesario.

Un cordial saludo
José R Galo Sanchez

Figura 6.12. Cierre el 19 de diciembre de 2019.
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Los autores incluyeron una nota informativa al pie de su articulo [31],

pero en la fecha de publicacion de este libro la plantilla de la regla
aurea y la de la regla 1: ¢ sigue alli, sin cambio, etiquetada

erroneamente como "Espiral del Nautilus".

Nota: Lo mas importante de la ciencia es que todos nos revisamos
continuamente para ser lo mas rigurosos posibles. Ante la publicacion de
nuestra entrada sobre la espiral durea y la del Nautilus hemos recibido
un comentario de José R. Galo Sanchez senalando que nuestra
aproximacion no es la mas ajustada. A pesar de recogerse en alguna
bibliografia (Fletcher, R. (Feb 1988). Proportion and the Living World.
Parabola,13 (1)), parece ser que la pulsacién diametral 1:phi que
incluimos en nuestro articulo no es la mejor aproximacién a la espiral de
la concha del Nautilus. Como José R. Galo Sanchez indica en su articulo
(Galo Sanchez, J.R., Cabezudo Bueno, A., y Fernandez Trujillo, . (2016).
Sobre la forma y el crecimiento cordobés del Nautilus Pompilius.
Epsilon, 33 (94),81-110.) el factor de crecimiento del Nautilus es 3 o
proximo a 3 (lo que supondria una pulsacién cuadrantal r=1,31607), por
lo que realmente la espiral cordobesa se ajustaria con mucha mas
precision (pulsacion cuadrantal 1,3065 frente nuestra pulsacion
cuadrantal sqrt(phi)=1,2720).

Ese mismo articulo en la web de dichos autores si incluye la
posibilidad de descargar la plantilla corregida y también la de
descargar una plantilla con la regla cordobesa (Figura 6.13).

|
(5 \l (e
S) |/ espiraLcoroosesa DIVERMATES G g (@

{mejor aproximacion al Nautilus)

e B b

Figura 6.13. Plantilla para la regla cordobesa.
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6.3.2 Fundamento de las reglas que aproximan
espirales logaritmicas

Habiendo llegado a estas reglas, que sirven para aproximar por una
poligonal a espirales logaritmicas, no me he resistido a profundizar un
poco mas en ellas y aportar el fundamento matematico de las mismas
y como construirlas.

La poligonal en espiral que se obtiene se realiza en base a la
propiedad equiangular de toda espiral logaritmica, y lo que se hace es
dibujar segmentos que forman un angulo constante respecto al radio
polar (ver la Figura 6.1). Para ello, en la plantilla de la regla se recorta
la region marcada en color ocre (ver la Figura 6.14). La linea pintada
en rojo es la que marca la direcciéon de los radios polares y el
segmento inclinado respecto a esta linea, que en la imagen esta
destacado como mas grueso, en color negro y con el punto medio
pintado en rojo, es el segmento de la poligonal que se dibuja en cada
momento.

\

Figura 6.14. Regla para la aproximacion discreta de la espiral con factor de
crecimiento 3.

El Aangulo que forman estas dos lineas es el angulo caracteristico de la
espiral logaritmica aproximada (ver angulo "a" en la Figura 6.1) y, en
este caso, para la espiral de pulsacién radial 3 (pulsacién diametral
1,73205...) aproximadamente es de 80, 08°.

Consecuentemente, lo que se hace es dibujar supuestos segmentos
tangenciales a la espiral aproximada formando entre ellos ese angulo
caracteristico.

220


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/adenda/reglaCrecimiento3.jpg

El punto pintado en rojo es la interseccién de la prolongacion del
radio polar (linea roja) con el segmento de la poligonal (linea negra
gruesa) y, consecuentemente, es el punto tedrico de tangencia con la
espiral que se desea aproximar, pero realmente en general no lo sera.
Remarquemos que las espirales discretas aqui obtenidas son
claramente diferentes de las analizadas en la pagina 153, pues en
estas Ultimas todos los segmentos son tangentes a la espiral
logaritmica que aproxima.

6.3.3 Reglas alternativas

Ese punto de tangencia tedrica puede variarse, obteniendo asi reglas
alternativas, sin mas que modificar la posicion de la linea que marcala
direccion del radio polar (ver en la Figura 6.15 la linea morada y la
verde y los puntos de tangencia asociados con igual color).

/f-_--\\\& ;'J
[ Y =
M | ESPIRAL AUREA

Figura 6.15. Reglas alternativas para dibujar una aproximacion discreta de "la espiral
aurea" modificando la posicion de la traza de los radios vectores.

Igualmente si variamos la inclinacion del segmento tangencial, es
decir, el angulo caracteristico, obtenemos otras reglas alternativas en
este caso para aproximar diferentes espirales logaritmicas. Ver en la

Figura 6.16 la linea inclinada gue se corresponde con un
factor de crecimiento mayor que el dureo, linea negra para el dureo, y

lainclinada en la que el factor es menor.

Figura 6.16. Reglas alternativas para dibujar una aproximacién discreta de
diferentes espirales logaritmicas.
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Todas estas posibilidades estdn contempladas en la Escena
interactiva 6.1 donde podemos analizar cémo se comporta el modelo
al variar los parametros que intervienen en él.

Los parametros son:

e U: Angulo caracteristico en grados sexagesimales de la espiral
logaritmica que se desea aproximar (representada en color
). Y angulo que forma cada pareja de segmentos
consecutivos de la poligonal (dibujada en color negro).
¢ [: Longitud de todos los segmentos tangenciales (supuestos) que
conforman la poligonal aproximadora.

e k: Distancia desde el origen del segmento tangencial al punto
tedrico de tangencia (puntos en color rojo en la poligonal).

e 70: Longitud del radio vector correspondiente al primer punto
de tangencia considerado.

[ 7l|
Aproximacién de una espiral por segmentos equiangulareg 0

Q levogira ~ | punto de tangencia cualguiera v

A A A A ! .
r Y_]"DD Y 5180.32 I §1.0000| k 'EO.SODU. segmentos o128

Escenainteractiva 6.1. Aproximacion discreta de una espiral logaritmica mediante
una poligonal con segmentos equiangulares.
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Adicionalmente se tienen elementos auxiliares configurables, pero
gue no afectan al modelo matematico:

e Dos botones con la imagen de una lupa que permiten escalar la
representacion grafica.

e Un menu para elegir que el giro de la espiral sea levogiro o
dextrogiro.

e Otro menu para seleccionar si el punto teérico de tangencia
dentro del segmento lo elige libremente el usuario, o bien si la
posicion es regresiva (desde el inicio al punto medio), si es
justamente el punto medio o si es progresivo (desde el punto
medio al final del segmento).

Y, finalmente, un botén con la imagen | para acceder a la
representacion grafica de la regla correspondiente a los parametros
indicados y que detallaremos posteriormente.

6.3.4 Analisis de la poligonal y de la aproximacion

Fijada la espiral logaritmica a aproximar mediante el angulo
caracteristico W, en la animacion de la Figura 6.17 podemos observar

como influye el parametro k en el modelo, estando fijoly r.

o Sik ~ % la poligonal aproxima bien a la espiral.

e Sik< % es decir, si el punto de tangencia ocupa una posicién
regresiva, tenemos que la poligonal es exterior a la espiral
aproximada, en el sentido de que los radios vectores respectivos
son mayores. La aproximacion es peor a medida que k
disminuye.

e Sik > % es decir, si el punto de tangencia ocupa una posicién
progresiva, tenemos que la poligonal es interior a la espiral

aproximada, en el sentido analogo al anterior. La aproximacion
es peor a medida que k aumenta.
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=
Q |1evog|ra VW punto de tangencia |c Fualqurera
Q Espiral cordobesa !‘!&Luu!iana_l.'c". | . K [

A

Aproximacion de una espiral E r segmentos equiangulares

s
T | —

P —

!

\ . s hoe—

R

\

A A A
v 1.00 80.32 FOOOO v 0.5000 | segmentos v 30

Figura 6.17. Influencia del parametro k en la aproximacion para ! y r0 fijos.

Las situaciones anteriores recuerdan a lo que acontece con las
diferencias finitas centradas, regresivas y progresivas en la
aproximacion de la derivada en un punto que, en esencia, es lo que
aqui se esta aplicando.

Por otra parte, si mantenemos fijos los pardmetros [ y k, en la
animacion de la Figura 6.18 podemos observar como al aumentar el
valor de r0 mejora la aproximacion. Pero precisando mejor lo que
acontece, tenemos que r0 lo que genera es un cambio de escalaen la
espiral, pero al aumentar su valor lo que ocurre es que la razén %

tiende a cero, es decir, la longitud relativa del segmento tangencial
aproximador es menor vy, por tanto, se ajusta mejor a la espiral.
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Apromm//adn de una espiral Fior seg\rhelltos equiangulares
{1evogua j punto de tangencia |c Fualqmera §|

Qﬁgdi cordobesa nautiliana 1.:¢” \'\\ K
/ \

i

A A A A A
0 /050 | ¥ 3180.32 | §/3:0000| k |1.5000| segmentos 1200

Figura 6.18. Influencia del parametro r0 en la aproximacidon paral y k fijos.

A nivel de dibujo manual con la regla y con el objetivo de que el
ndimero de segmentos a dibujar no sea excesivo y que tampoco sean
relativamente pequenos, basta considerar [ = r0 y que el punto de

tangencia esté en torno al punto medio. Esa es |la propuesta que por
defecto se oferta en la Escena interactiva 6.1.

6.3.5 Plantilla de la regla parametrizada

Al pulsar en esa escena sobre el botdn con la imagen | se abre
un espacio en el que esta representada la regla correspondiente a los
parametros W, [ y k considerados por el usuario (puede modificarlos
también ahi, si lo desea) vy, sobre ella, se superpone la grafica de la
espiral logaritmica que aproxima (ver la Escena interactiva 6.2).
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Aproximacion de una espiral por segmentos equiangulares' ™

regla cualquiera v ||levégira v Q2

Regla aurea 1:@"

1 2.6177

(0 :_1.00!w :_72.97 ; :_1.0000_ k :.o.sooa! segmentos & 20

Escena interactiva 6.2. Regla para aproximar una espiral logaritmica mediante una
poligonal equiangular.

Aqui se dispone del botdn & con el gue se puede proceder a la
impresion de esa regla bien en un pdf o bien en papel. Y para regresar
a la representacion de la espiral y de la poligonal ha de pulsarse en el
botén { . También puede elegirse si la regla es levogira o dextroégira,
si bien si la regla esta impresa basta usar una cara o la opuesta para
conseguir ese efecto.

Finalmente, en un mend, puede elegirse entre las opciones:

e "regla cualquiera". Opcién que permite considerar el angulo
caracteristico que se desee, es decir, asignar al pardmetro W
valores en el intervalo [0°, 90°].
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e "regla durea", donde ¥ = 72, 97° queda fijado, siendo su factor
de crecimiento diametral aproximadamente 1 : 2,6177.

e "regla crecimiento 3", con ¥ = 80, 08° y factor de crecimiento
diametral 1 : 1, 7323 (crecimiento radial 3).

e "regla cordobesa nautiliana", con ¥ = 80,32° y factor de
crecimiento diametral 1 : 1, 7089.

e "reglal: ¢" con ¥ = 81, 29°y factor de crecimiento diametral
1:1,6182.

La primera regla se destaca por ser la espiral durea jla obtusamente
asociada al Nautilus!, la de crecimiento radial 3 de Moseley [40] y

Nautilus es cordobés y la 1: ¢ por ser la propuesta que fue
erréneamente asignada como nautilianaen [31].

En la animacion de la Figura 6.19 se realiza una comparacion entre
estas cuatro reglas. Se presentan una detras de otra para que se
pueda observar como cambia el segmento tangencial inclinado de
cada una de ellas al pasar de una a otra. Ese cambio es bastante
ostensible al pasar de la durea a la de Moseley (de 72,97° a 80,08°,
hay mas de 7° de diferencia), la cordobesa (de 80,08° a 80,32° casi
imperceptible) y algo menor, pero detectable visualmente, al pasar de
lacordobesaalal : ¢ (de 80,32°a81,29° casi 1° de diferencia).

regla aurea v || levogira v

Regla aurea 1:@"
Crecimiento diametra

1 2.6177

Figura 6.19. Comparacion de varias reglas.
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6.3.6 Comparativa de espirales logaritmicas

En la Escena interactiva 6.3 abordamos una comparativa de la
espirales logaritmicas antes citadas y las superponemos sobre la
seccion de la concha del Nautilus.

Q
/Q/

- @

espiral cualquiera v || levogira

A A +
ro '--‘1.00 "'P "??.DO‘ espiral cordobesa  espiral 1:¢ V-

Escena interactiva 6.3. Comparando espirales logaritmicas.

En ella, el botén 7 permite ocultar o mostrar la comparacion y =
ocultar o mostrar la seccidon de Nautilus. En el menu superior puede
selecionarse entre las cuatro espirales que hemos distinguido vy
verificar como la espiral nautiliana se ajusta a la cordobesa, lo cual es
ya reiterativo en este libro, pero es que la busqueda del parecido
aureo es empecinado.
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6.4 Conferencia inaugural en el congreso
internacional 24 EGA

En Bogota (Colombia), en la sede del Instituto Pedagodgico Nacional y
organizado por la Universidad Pedagogica Nacional, la Escuela
Colombiana de Ingenieria Julio Garavito y la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas se celebro el "24 Encuentro de Geometriay
sus Aplicaciones" desde el 19 hasta el 21 de junio de 2019.

24 Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones

19, 20y 21 de junio de 2013
Universidad Pedagdgica Nacional (sede Insfitulo Pedagdgico Nacional)

Bogota, Colombia

En este congreso internacional, que se celebra desde el ano 1990, el
autor participd como invitado internacional impartiendo la
conferencia inaugural, titulada:

El Nautilus: referente del crecimiento gnoménico cordobés

En ella, se detalla cdmo el Nautilus pompilius, un animalito que lleva
haciendo matematicas desde hace mas de 400 millones de anos,
sigue un modelo de crecimiento gnomodnico aristotélico que se
encuadra en el canon de belleza humana o cordobesa y, de manera
colateral, se desmiente el ampliamente extendido bulo (fake new) de
gue la concha de este molusco cefalépodo sigue la proporcién divina
o durea.
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Ekl EncuentrosDMA

® A esta hora se realiza la conferencia inaugural a cargo
del profesor José Roman Galo

El contenido de |la conferencia transcurre en varios bloques:

e Una presentacion del Nautilus pompilius que es un prototipo
ampliamente usado como modelo de la belleza natural ligada y
generada por el evidente patron matematico que sigue.

e Qué se entiende por crecimiento gnomonico aristotélico y por
gnomon. Como acontece este crecimiento en las conchas de los
moldscos.

e Por qué todo lo bello se asocia a la proporporciéon aurea o
divina. Justificacion de por qué se sublima esta proporcion
desde hace mas de dos mil afos.

e ;Todo lo bello sigue el canon aureo o divino o hay otros canones
admisibles? El hombre de Vitrubio polifacetico.

e La propociéon humana o cordobesa versus la proporcion divina o
aurea.

e La espiral logaritmica y las propiedades que la hacen
maravillosa. La espiral logaritmica cordobesay la durea.

e Modelacion de la concha del Nautilus: jEl Nautilus es cordobés!
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24 Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones

Pl REMeducativa
M Calescartes

eproyecto
5
J(Da-scoﬂes

Presentacion con Google Slides usada en la conferencia.
Versioén en pdf con las notas del autor y versién en Powerpoint.

El Nautilus: referente

del crecimiento
gnomonico cordobeés

gproyecto
escartes

-

< 1 > 3 Google Slides

En la barra de herramientas inferior puede gestionar manualmente el paso de las diapositivas
y pulsando el icono : se tiene acceso a las notas del conferenciante.

231


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/adenda/24EGA_Conferencia.jpg
https://docs.google.com/presentation/d/e/2PACX-1vSuKlWEymkFAmCg_dCEXVBTSlNTrAGG-LWEFLdp6RPiFJtoj3Ip1nl1yGzGM7-C8aQ7bnzVb8FEWyTg/embed?start=true&loop=true&delayms=5000
https://docs.google.com/presentation/d/e/2PACX-1vSuKlWEymkFAmCg_dCEXVBTSlNTrAGG-LWEFLdp6RPiFJtoj3Ip1nl1yGzGM7-C8aQ7bnzVb8FEWyTg/embed?start=true&loop=true&delayms=5000
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/adenda/Con%20notas-El%20Nautilus_%20referente%20del%20crecimiento%20gnom%C3%B3nico%20cordob%C3%A9s.pdf
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/adenda/24EGA%20El%20Nautilus_%20referente%20del%20crecimiento%20gnom%C3%B3nico%20cordob%C3%A9s.pptx
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/adenda/24EGA%20El%20Nautilus_%20referente%20del%20crecimiento%20gnom%C3%B3nico%20cordob%C3%A9s.pptx

Resumen publicado en las memorias del Encuentro pp. 28-32.

EL NAUTILUS, REFERENTE DEL CRECIMIENTO GNOMONICO CORDOBES
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6.5 Taller en el congreso internacional 24 EGA

En el mismo "24 Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones" se
desarrollé un Taller de edicién de escenas con Descartes.

24 Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones

@ | REMeducativa

cws allescartes
Bl i ?royecto

escartes
Este taller esta planificado como un aprendizaje centrado en el
desarrollo de escenas que tiene un contenido relacionado con la
conferencia inaugural del 24 Encuentro "El Nautilus: referente del
crecimiento gnomdnico cordobés" y todo estd englobado en un
espacio web especifico.

REM\educativa TALLER DE DESCARTES o

gl
— IIIIleSC O rI-eS 24° ENGUENTRO DE GEOMETRIA ¥ SUS APLICACIONES

Enlace ala web del taller.

En esta web se desglosan los siguientes apartados:

¢ La Red Educativa Digital Descartes (RED Descartes): un enlace
al servidor de contenidos ubicado en la direccion
proyectodescartes.org.

e La herramienta Descartes: donde se enlaza con la web de
Descartes)S para poder descargar la herramienta e instalarla en
el ordenador local.
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e Las practicas:

(0]

o

o

o

(0]

o

Detectando el canon de belleza del Nautilus.
Experto clasificador de conchas discoidales.
Modelado tedrico del crecimiento gnomaénico.

Animacion de rectangulos asociados a poligonos
regulares.

El hombre de Vitrubio polifacético.

Constructores de conchas.

e Documentacioén: enlace a la documentacion interactiva y en

pdf.

e Formacion: un enlace a la pagina de formacion en el servidor de
contenidos de proyectodescartes.org.

Practicas del taller.

234


https://proyectodescartes.org/descartescms/descartesjs/item/2808-documentacion-descartesjs
https://descartes.matem.unam.mx/doc/DescartesJS/DescartesJS.pdf
https://proyectodescartes.org/descartescms/formacion
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivosAdenda/taller24ega/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivosAdenda/taller24ega/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivosAdenda/taller24ega/index.html

Cada practica cuenta con:

¢ Indicaciones: Donde se desglosan los objetivos de aprendizaje.
e Escena objetivo: Se muestra la escena que busca desarrollarse.

e Guidén: Documento que detalla paso a paso cdmo conseguir la
escena objetivo.

¢ Procedimiento: Escena interactiva en la que se muestra los
pasos para obtener la escena obijetivo.

Resumen publicado en las memorias del Encuentro pp. 70-77.

CURSILLD DE DESCARTES

sk . Giade dmche s
Red Fidscatrow Jagtad [ e arts

Fabosen berpriagmsl com

b sutor, multpropiaekn, gue nacd o0 junio de 1995 m el condealo

i i P
mabinl de bis masernsiscs w celebrista en &l ado 200, Fuoe

el Mmmtero de Educscwin o Exgpefa ents el ado 002 y

hucstive Dhgnsl Dacarne y ¢ lvaiile de Makemdiscas de s
o oo M ke s dofhwary lbwe El sofhs
3 enulugis fove (uets s veneda 3} v |8 verele atmal, Destursay, coa
FiuE ks cormpatuble T A1 F =5 8 cusbgimer disperiatay o, usionss
wporal v g (Ui 3 ew UL o (¢ CreCEmenbo Conlimin, e o



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/images/adenda/Encuentro_24.pdf#page=70




gner de Microsoft

Desi

Imagen generada por la A

bl

1A

f

(O
.
o)
O

B



https://copilot.microsoft.com/




Referencias bibliograficas

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

Anoénimo (2023). lldefonso Ferndndez Trujillo jin memoriam!
Cérdoba: Editorial Red Educativa Digital Descartes.
Consultaen linea, formato htmly formato pdf

Barroso-Barcenilla F. (2008). Revision de la terminologia
aplicada a los nautiloideos y ammonoideos postriasicos en
espanol. Bol. R. Soc. Esp. Hist. Nat. Sec. Geol., 102 (1-4), 121-145.

Consultaenlinea

Blainville H. M. D. de. (1825-1827) Manuel de malacologie et de
conchyliologie. Paris, Levrault 1-647 [1825], 649-664 + 109 pl.
[1827].

http://www.biodiversitylibrary.org/item/43891

Camps-Cazorla, E. (1953). Maddulo, proporciones y composicion en
la arquitectura califal cordobesa. Madrid: CSIC, Instituto Diego
Veldzquez.

Cantizani-Oliva, J., Reinoso-Gordo,J.F. y Gamiz Gordo, A. (2022).
Proportions and Deformations in the Mosque-Cathedral of
Cordoba. Nexus Network Journal 25:145-165.

https://link.springer.com/article/10.1007/s00004-022-00622-y.

Cardona Suarez, C.A. (2006). La Geometria de Alberto Durero.
Bogota: Universidad Jorge Tadeo Lozano.

Collins, D., Ward, P, & Westermann, G. (1980) Function of
cameral water in Nautilus. Paleobiology, 6(2), 168-172.
doi:10.1017/50094837300006722

Conrad, T.A. (1847) Notes on shells, with description of new
genera and species. Journal of the Academy of Natural Sciences
Philadelphia, Second Series. 1: 210-214.

239


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Ildefonso/index.html
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/PDF/Ildefonso.pdf
https://docta.ucm.es/rest/api/core/bitstreams/8443fe15-e7d4-4261-844e-b21a2f1a3d4f/content
http://www.biodiversitylibrary.org/item/43891
https://link.springer.com/article/10.1007/s00004-022-00622-y

[9] Doria Andrade J. G. y Rivera Berrio J.G. (2018) Fisica Il
interactivo. Fondo Editorial Pascual Bravo, Medellin (Colombia),
pp.338-349. ISBN: 978-958-56858-5-7. Consulta en linea

[10] Durero, A. (1528). Vier Biicher von menschlicher Proportion
(Cuatro libros de la proporcion humana). Nuaremberg:
Formschneider (Jeronymus).

[11] Euclides, trad. Puertas Castanos M. L. (1991) Elementos.
Madrid: Gredos (Biblioteca Clasica Gredos, 155).

[12] Euclides, trad. Rodrigo Camorano (1576) Los seis libros primeros
de la geometria de Euclides . Sevilla : en casa de Alonso de la
Barrera.

Consulta en linea

[13] Fernandez Puertas, A. (2000). I. Mezquita de Cérdoba. Trazado
proporcional de su planta general (siglos VIII-X). Archivo Espafiol
de Arte. LXXIIl Consulta en linea.

[14] Fernandez Puertas, A. (2008). Il. Mezquita de Cérdoba. ‘Abd al-
Rahman | (169/785-786). El trazado proporcional de la planta'y
alzado de las arquerias del oratorio. La gibla y el mihrab del
siglo VIII. Archivo Espanol de Arte. LXXXI
Consulta en linea.

[15] Fernandez Puertas, A. (2009). Ill. Mezquita de Cérdoba. El
trazado de la portada interior de la Bab al-Wuzara’. La Puerta
de los Deanes (s. VIII), su trazado interior y exterior. Archivo
Espanol de Arte. LXXXII
Consulta en linea.

[16] Fernandez, |. y Reyes, E. (2003). Geometria con el hexdgono y el
octogono. Proyecto Sur de Ediciones. ISBN 84-8254-291-5.
Granada (Spain).

240


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Fisica_II/index.html
https://bvpb.mcu.es/es/consulta/registro.do?id=406909
https://doi.org/https://doi.org/10.3989/aearte.2000.v73.i291.829
https://doi.org/10.3989/aearte.2008.v81.i324.127
https://doi.org/10.3989/aearte.2009.v82.i326.146

[17] Fletcher, R. (1988) Proportion and the Living World. Parabola
13:n0.1

[18] Fonseca, R. (1993) Shape and Order in Organic Nature: The
Nautilus Pompilius. Leonardo, 26 (3), 201-204
doi:10.2307/1575811

[19] Fuentes, P. (2019) The Islamic Crossed-Arch Vaults in the
Mosque of Cordoba. Nexus Netw J 21,441-463
https://doi.org/10.1007/s00004-018-0403-y

[20] Galo Sanchez, J.R. (2005) Las Matematicas en la belleza y la
belleza de las Matematicas. Red Educativa Digital Descartes.
Consulta.

[21] Galo Sanchez J.R. (2019) Curva de Bézier. Red Educativa Digital
Descartes.
Consulta

[22] Galo Sanchez J.R. (2021 a 2023) Ontogenia matematica del
Nautilus. Blog de la Red Educativa Digital Descartes. Articulos en

[23] Galo Sanchez J.R. (2023) Modelo matematico tridimensional
uniforme del Nautilus. Blog de la Red Educativa Digital Descartes.
Articulo en linea.

[24] Galo Sanchez, J.R. (2024) Modelo ontogénico matemdtico del
Nautilus. Ed. Red Educativa Digital Descartes. Cérdoba. (En fase
de publicacion).

[25] Galo Sanchez, J.R. (2024) Modelo matemdtico tridimensional
uniforme del Nautilus. Ed. Red Educativa Digital Descartes.
Cérdoba. (En fase de publicacién).

241


https://doi.org/10.2307/1575811
https://doi.org/10.1007/s00004-018-0403-y
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivosAdenda/belleza-JS/index.htm
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/interactivosAdenda/Bezier-JS/index.html
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4055-ontogenia-matematica-del-nautilus
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4056-ontogenia-matematica-del-nautilus-ii
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4061-ontogenia-matematica-del-nautilus-iii
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4078-ontogenia-matematica-del-nautilus-iv
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4192-ontogenia-matematica-del-nautilus-v
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4288-ontogenia-matematica-del-nautilus-vi
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4288-ontogenia-matematica-del-nautilus-vi
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4451-modelo-ontogenico-matematico-del-nautilus
https://proyectodescartes.org/descartescms/blog/difusion/item/4486-modelo-matematico-tridimensional-uniforme-del-nautilus

[26] Galo J.R, Cabezudo A.y Fernandez I. (2016) Sobre la forma y
crecimiento cordobés del Nautilus Pompilius. Epsilon, 2016, Vol.
34 (3),n° 94.
Consultaenlinea

[27] Gardner, M. (2018), El ahorcamiento inesperado y otros
entretenimientos matemadticos. Madrid, Alianza Editorial

[28] Ghyca, M. (1946) The geometry of Art and Life. Dover
Publications.

[29] Ghyca, M. (1953) Estética de las proporciones en la naturaleza y
en las artes. Buenos Aires: Poseidon.

[30] Ghyca, M. (1983) Estética de las proporciones en la naturaleza y
en las artes. Tercera edicion. Barcelona: Poseidon.

[31] Giraldo Sanchez, T. y Maestre Blanco N.A. (Divermates) (2019)
Una regla para dibujar espirales logaritmicas y deshacer mitos.
Divulgamat, centro virtual de divulgacién de las matematicas.
Real Sociedad Matematica Espanola.

Consulta en linea.

[32] Greenwald L., Ward P.D. (2010) Buoyancy in Nautilus. In:
Saunders W.B., Landman N.H. (eds) Nautilus. Topics in
Geobiology, vol 6. Springer, Dordrecht.

Consultaenlinea

[33] Hendricks, J.R. (2018) Cephalopoda. In: The Digital
Encyclopedia of Ancient Life.
Consulta en linea

[34] Hoz Arderius, R. de la (1973) La proporcion cordobesa. Actas de
la quinta asamblea de instituciones de Cultura de las
Diputaciones. Ed. Diputacién de Cérdoba. Consulta en linea

242


https://www.researchgate.net/publication/321686865_Sobre_la_forma_y_el_crecimiento_cordobes_del_Nautilus_pompilius_On_the_form_and_the_Cordovan_growth_Nautilus_pompilius
https://www.divulgamat.net/divulgamat15/index.php?option=com_content&view=article&id=18259:12-noviembre-2019-una-regla-para-dibujar-espirales-logaritmicas-y-deshacer-mitos&catid=322:objetos-matematicos-con-materiales-cotidianos&directory=67
https://doi.org/10.1007/978-90-481-3299-7_34
https://www.digitalatlasofancientlife.org/learn/cephalopoda/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/articulos/delaHoz1975PROPORCIONCORDOBESAapaisado.pdf

[35] Hoz Arderius, R. de la (1996) La proporcién cordobesa. Actas de
las VIl Jornadas Andaluzas de Educacion matematica "Thales".
Ed. Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cérdoba.
Consultaenlinea

[36] Jereb, P. (2005) Family Nautilidae. pp. 51-55, in P. Jereb & C.F.E.
Roper eds. Cephalopods of the world. An annotated and
illustrated catalogue of cephalopod species known to date.
Volume 1. Chambered nautiluses and sepioids. FAO Species
Catalogue for Fishery Purposes [Rome, FAO]. 4(1): 262 pp. 9 pls.
Consultaen linea

[37] Joyce, D. E. (2013) Euclid's Elements. Worcester: Clark
University. Consulta en linea

[38] Kroger, B (2003) The size of the siphuncle in cephalopod
evolution. Senckenbergiana Lethaea (2003) 83: 39-52.
https://doi.org/10.1007/BF03043304

[39] Linnaeus, C. (1758) Systema Naturae per regna tria naturae,
secundum classes, ordines, genera, species, cum characteribus,
differentiis, synonymis, locis. Editio decima, reformata [10th
revised edition], vol. 1: 824 pp. Laurentius Salvius: Holmiae.
https://biodiversitylibrary.org/page/726886

[40] Moseley, H. (1838) On the geometrical forms of turbinates and
discoids shells. Roy. Soc. London, Philos. Trans. for 1838, pp 351-
370.

Consultaenlinea

[41] Nikolaeva, S., Saunders W., Mapes R. & Allcock A. (2015) Case
3703 Nautilus pompilius Linnaeus, 1758 (Mollusca,
Cephalopoda, Nautilida): proposed designation of a neotype.
Bulletin of Zoological Nomenclature 72(4): 274-285.
Consultaenlinea

243


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Ildefonso/interactivos/Miscelaneas/Nautilus-JS/referencias/VIIJAEMproporcioncordobesa.pdf
https://repository.si.edu/bitstream/handle/10088/9926/iz_roper_cephalopod_v1_FAO_2005.pdf
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/elements.html
https://doi.org/10.1007/BF03043304
https://biodiversitylibrary.org/page/726886
https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rstl.1838.0018
https://www.researchgate.net/publication/312179398_Case_3703_Nautilus_pompilius_Linnaeus_1758_Mollusca_Cephalopoda_Nautilida_proposed_designation_of_a_neotype

[42] Opinion 2426 (2018) (Case 3703) - Nautilus pompilius
Linnaeus, 1758 (Mollusca, Cephalopoda, Nautilida): neotype
designated. Bulletin of Zoological Nomenclature 75(1), 288-289.
https://doi.org/10.21805/bznv75.2063

[43] Pacioli, L. (1509) Divina proportione. Republica de Venecia:
Paganini.
Consultaenlinea

[44] Raup, D (1961) The geometry of coiling in gastropods. Proc
Natl Acad Sci US A. 1961 April; 47(4):, pp. 602-609.

[45] Raup, D (1961) Computer as Aid in Describing Form in
Gastropod Shells. Science, vol. 138, no. 3537, pp. 150-152.

[46] Raup, D (1966) Geometric Analysis of Shell Coiling: General
Problems. Journal of Paleontology, 40(5), pp. 1178-1190.

[47] Raup, D (1967) Geometric Analysis of Shell Coiling: coiling in
Ammonoids. Journal of Paleontology, 41(5), pp. 43-65.

[48] Raup, D. & Michelson, A. (1965) Theoretical Morphology of the
Coiled Shell. Science 12 Mar 1965: Vol. 147, Issue 3663, pp. 1294-
1295.

[49] Redondo Buitrago, A., y Reyes Iglesias, E. (2009). La Geometria
de los Poligonos Cordobeses.
Consulta en linea.

[50] Sachs, J. (1995) Aristotle's Physics: A Guided Study. New
Brunswick, N.J.: Rutgers University Press.

[51] Saunders, W.B. (1981) A new species of Nautilus from Palau
Veliger. 24(1):1-7.

244


https://doi.org/10.21805/bzn.v75.a063
https://archive.org/details/divinaproportion00paci/page/n3/mode/2up
https://www.researchgate.net/publication/242539017_La_Geometria_de_los_Poligonos_Cordobeses

[52] Sasaki T., Shigeno S. & , Tanabe K. (2010). Anatomy of living
Nautilus: Reevaluation of primitiveness and comparison with
Coleoidea In Shigeta, Y., Sasaki, T. & Hirano, H. (eds.) 2010.
Cephalopods - Present and Past.Tokai University Press, Tokyo, p.
35-66. Consultaen linea

[53] Sowerby, G. B. (1849) Monograph of the genus Nautilus. In:
Thesaurus Conchyliorum. G.B. Sowerby Il ed 2(9): 463-465.
http://biodiversitylibrary.org/page/11075522

[54] Thompson, DA. W., (1917) On growth and Form. Cambridge
University Press.
https://www.gutenberg.org/ebooks/55264

[55] Thompson, D'A. W., (1942) On growth and Form. Cambridge
University Press.

[56] Thompson, D'A. W., (1961) On growth and Form. Cambridge
University Press.

[57] Thompson, D’A. W., (2003) Sobre el crecimiento y la forma.
Madrid: Edidiones Akal.

[58] Walker, J. (2014) Fundamental of Physics Halliday & Resnick.
10th edition (Wiley, New York, 2014), pp. 394-397.
Consultaenlinea

[59] Ward, P. (1979) Cameral Liquid in Nautilus and Ammonites.
Paleobiology, Vol. 5, No. 1, pp. 40-49.
http://www.jstor.org/stable/2400389

[60] Ward P. (1984) Is Nautilus a Living Fossil?. In: Eldredge N.,
Stanley S.M. (eds) Living Fossils. Casebooks in Earth Sciences.

Springer, New York, NY.
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-8271-3_31

245


https://www.researchgate.net/publication/255962915_Anatomy_of_living_Nautilus_Reevaluation_of_primitiveness_and_comparison_with_Coleoidea
http://biodiversitylibrary.org/page/11075522
https://www.gutenberg.org/ebooks/55264
https://www.academia.edu/36062426/fundamentals_of_physics_textbook_pdf
http://www.jstor.org/stable/2400389
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-8271-3_31

[61] Ward, P, & Greenwald, L. (1982) Chamber refilling in Nautilus.
Journal of the Marine Biological Association of the United Kingdom,
62(2),469-475.
doi:10.1017/50025315400057404.

[62] Ward, P, Greenwald, L., & Magnier, Y. (1981) The chamber
formation cycle in Nautilus macromphalus. Paleobiology, 7(4),
481-493. doi:10.1017/50094837300025537.

[63] Ward P, Martin AW (1978) Buoyancy of pearly Nautilus.
Journal of Experimental Zoology 205: 5-12.
https://doi.org/10.1002/jez.1402050103.

[64] Ward, PD. & Saunders, B. (1997) Allonautilus: a new genus of
living nautiloid cephalopod and its bearing on phylogeny of the
Nautilida. Journal of Paleontology. 71(6), 1054-1064.
https://www.jstor.org/stable/1306604

[65] WORMS (2024a) Bivalvia.
http://www.marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=105

[66] WORMS (2024b) Cerastoderma edule (Linnaeus, 1758).
http://marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=138998

[67] WORMS (2024c) Donax trunculus (Linnaeus, 1758).
http://www.marinespecies.org/aphia.php?
p=taxdetails&id=139602

[68] WORMS (2024d) Nautilidae Blainville, 1825.
http://marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=153112

[69] WORMS (2024e) Pecten jacobaeus (Linnaeus, 1758)
http://www.marinespecies.org/aphia.php?
p=taxdetails&id=394429

246


https://doi.org/10.1017/S0025315400057404
https://doi.org/10.1017/S0094837300025537
https://doi.org/10.1002/jez.1402050103
https://www.jstor.org/stable/1306604
http://www.marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=105
http://marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=138998
http://www.marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=139602
http://www.marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=139602
http://marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=153112
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/index.html?page=248
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/NoSoyAureoNautilus/index.html?page=248

[70] WoRMS (2024f) Nautilus perforatus Conrad 1847
http://www.marinespecies.org/aphia.php?
p=taxdetails&id=342487

247


http://www.marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=342487
http://www.marinespecies.org/aphia.php?p=taxdetails&id=342487




e


https://descartes.matem.unam.mx/




