Capitulo 1
Superficies

1 Superficiesderevolucion

Definicion 1.1. Supongamos el espacio tridimensional R® dotado del sistema
de coordenadas (x,Y,z). Una superficie de revoluci 6n en este espacio es una
superficie generadaal rotar una curva plana C arededor de algiin g e que esta
en el plano delacurva.

Un caso particular es cuando €l gje de rotacion es alguno de los ges coordenadosy
la curvaC esta sobre alguno de los planos coordenados.

Ejemplo 1.1. Si €l gje derotacion es el ge zy la curvaplanaC esta sobre e plano
Xz con ecuacion:
z=1(x) (1)

tal que f es una funcion biyectiva definida solo parax > 0, entonces la ecuacion de
lasuperficie X de rotacion tendra ecuacion:

z= (VX2 +y?) @)

Paradeducir la ecuacion anterior, tomemos dos puntos Ay B sobrela superficie X
y un tercer punto M sobre €l gje z. El punto A es un punto arbitrario de lasuperficie.
Consideremos la circunferencia o que contiene al punto A, tiene centro en el punto
M y estéa sobre el plano z = z;. Esta circunferencia corta €l plano xz en el punto
B. Por lo tanto las coordenadas de los puntos son: A(X,Y,z1), B(x,0,z), C(0,0,z).
Pero el punto B pertenecealageneratriz C, por |o tanto sus coordenadas|as podemos
escribir comoB(f~1(z),0,2). Ahoraladistanciaentre Ay M eslamismaqueentre
By M pues son dos radios de la circunferencia.




A(vaa Zl)
B(f~1(z),0,z1) y = |AM| = |BM| =
M(0,0,2;)
iy = [ )= z= 1 (V@+y) (3

Pero A es arbitrario, por lo tanto z; = z. Observemos que en la deduccion de la
formulaanterior las variables x, y e z se colocan cuando esto se puede en término de
lavariablefijada z;, que eslaque define el plano z= z; donde estalacircunferencia
a.

Ejemplo 1.2. Si el gje de rotacion es €l gje x y la curva plana C esta sobre el plano
XZ con ecuacion:
z=f(x) (4)

tal que f es unafuncion biyectiva definida solo parax > 0, entonces la ecuacion de
la superficie X de rotacion tendra ecuacion:

[fP =y +7 (5)

Similarmente como en el gemplo 1.1, tomamos el plano x = X1, perpendicular a
gje de rotacion x, y tres puntos sobre este plano que pertenecen ala circunferencia
a con centro en M(x1,0,0) y que contiene los puntos A(x1,Y,2) Y B(x1,0,z). Dado
que B pertenece ala curvageneratriz C, sus ordenadas son B(x1,0, f (x1)).

A(Xlaya Z)
B(x1,0,f(x1)) » = |AM| = |BM| =
M(Xj_,0,0)

Y+ 72 = [f(x)]? (6)

Lahipbtesis que A es arbitrario, completa la demostracion.

El CATENOIDE es una superficie de revolucién obtenida a rotar sobre el ge x
lacurvaz = coshx, y laecuacion que larepresentaes: y2 + 22 = cosh?x. Una para-
metrizacion usada para graficarla con el software Maple es: x = u, y = coshucosy,
z = coshusiny, con valores de los parametros —2 < u < 2,0 <v < 2x. Los ges
coordenados estan colocados en forma esténdar. (Ver: C.9.3).



El CATENOIDE, superficie de revolucion obteni-
daal girar la curva catenaria z = coshx, sobre el
plano xz, alrededor del gje x.

Figural Catenoide

Ejemplo 1.3. Encuentrelaecuacion de lasuperficieal rotar larectax = 3y alrededor
del gex.

SOLUCION.
Debido alarotacion sobre €l ge x |as trazas sobre €l plano xy (intersecciones de la
superficie que debemos hallar con el plano xy (z= 0)), deben ser el par de rectas
y = +3x. Este par de ecuaciones se pueden escribir como una sola ecuacion y2 =

2
(%x) . Lo cual es equivalente a decir

2
Trazas sobre el planoxy = y? — (—x) =0 7)
Esto mismo debe ocurrir sobre el plano xz. Por |o tanto,
2
Trazas sobre el planoxz = 7% — <—x> =0 (8)

Lastrazas sobrelos planos paralelos a plano yz, es decir intersecciones de la super-
ficiecon el planox = a= congt., deben ser circunferenciasconradioy = f(a) = 3a.
Por lo tanto, la superficie es un cono cuya ecuacion es:

2
y2+22_(%x) —0=— 9?4+ 972 =x° 9)

R: 9% +97 =%
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2 Superficies Cilindricas

Definicion 1.2. Supongamos el espacio tridimensional R2 dotado del sistema
de coordenadas (x,Y, z). Dada unarecta ¢ y una curva planaC, una superficie
cilindrica en este espacio es una superficie generada por unafamiliade rectas
paralelasa/ y quetienen un punto en C.

Un caso particular es cuando larecta ¢ es alguno de los g es coordenadosy la curva
C esta sobre alguno de los planos coordenados.

Ejemplo 1.4. Consideremos como recta generatriz cualquier rectaparalelaa gezy

que pasa por lacurva f (x,y) =k, k=const . enel planoxy. El cilindro obtenido

no necesariamente es una superficie de revolucion, por giemplo si la curvaC esla
xR

elipse 7 + 9= 1

Laecuacion de la superficie cilindricaen R2 en este caso es:

f(xy) =k (10)

Un CILINDRO ELiPTICO RECTO, €s una superfi-
cie cilindrica generada por una familia de rectas 2
paralelas a una recta (en este caso €e 2) y que
pasagl por unacurva planaC (en este caso la elip-

se XZ + 9= 1), ubicada sobre un plano xy. La

ecuacion que define esta superficie cilindricaes : -3 =
2

XZ + f = 1. Observemos que no aparece la va- -1

riable z, precisamente es el gje paralelo alarecta 1 0
generatriz.

Figura 2 Superficie cilindrica

Ejemplo 1.5. Consideremos la curva C sobre el plano xz, z= sinx. La superficie
cilindricageneradapor lafamiliaderectaparaelasa gey tiene como ecuacion que
larepresenta:

z=49nx (1)
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Nota 1.1. Si lafamilia de rectas que generan una superficie cilindrica son paralelas
a uno de los gjes coordenados y la curva plana C esta sobre el plano coordenado
perpendicular alafamilia de rectas, entonces la ecuacion de la superficie cilindrica
notiene lavariable del ge. Esto no significa que en general las ecuacionesde las su-
perficies cilindricas no tengan una o dos variables. Un plano podria ser considerado
como una superficie cilindrica.

Un CILINDRO SINUSOIDAL, €s una superficie
cilindrica generada por una familia de rectas pa-

ralelas a una recta (en este caso gjey) y que pa-

san por una curva plana C (en este caso la elipse
Z=sinx), ubicada sobre un plano xz. Laecuacion -10
gue define esta superficie cilindricaes : z= sinx.
Observemos que no aparece la variable x, preci-

samente es €l gje paralelo alarecta generatriz.

Figura 3 Superficie cilindrica

3 Superficies Cuadricas

Definicion 1.3. Supongamos el espacio tridimensional R® dotado del sistema
de coordenadas (XY, z). Una superficie cuadrica en este espacio es una su-
perficie asociada a una ecuacion de segundo grado en las variables x, y, y z,
es decir una superficie cuadrica tiene como ecuacion que la representa una
ecuacion del tipo:

A 4+ By? +CZ +Dxy+ Exz+ Fyz+Gx+Hy+1z+J=0 (12

Lasformas canonicas de las cuadricas es la simplificacion a méaximo de laecuacion
12 usando rotacionesy traslaciones apropiadas parallevarlas a uno de los siguientes
seistipos:



Un paraboloide eliptico es una superficie cuya
ecuacion en forma canonica es:

z XXy

) + b2 (13)
donde a, b, ¢ son nimeros reales diferentes de ce-
ro. En el caso que a = b sellama un paraboloide
circular y es ademas una superficie de revolucion.
La orientacion del paraboloide eliptico depende
del valor de ¢, si ¢ > 0 es orientada hacia arriba,
y s ¢ < 0 hacia abgjo.

Un paraboloide hiperbolico, o cominmente lla-
mada una silla de montar, es una superficie cuya
ecuacion en forma canonica es:
z X2y (14)
c a P
donde a, b, ¢ son nimeros reales diferentes de ce-
ro.

Figura 4 Paraboloide eliptico

a#xh c=1

7\
AN

o 222:\

N

)\

N

Figura5 Paraboloide hiperbolico
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Un hiperboloide eliptico de un solo manto, o
cominmente Ilamada un hiperboloide de una ho-
ja, es una superficie cuya ecuacion en forma
canonicaes:
2 @2 2
) + 22 1 (15)

donde a, b, ¢ son nimeros reales diferentes de ce-
ro.

Un hiperboloide eliptico de dos mantos, o
cominmente Ilamada un hiperboloide de dos ho-
jas, es una superficie cuya ecuacion en forma
canonicaes:

Xy 2
2 @

donde a, b, ¢ son nimeros reales diferentes de ce-
ro.

=1 (16)

Figura 6 Hiperboloide eliptico de un
manto

Figura 7 Hiperboloide eliptico de dos
mantos



Un elipsoide, es una superficie cuya ecuacion en
forma canonica es:

2 2 2
?+E+§:l a7

donde a, b, ¢ son nimeros reales diferentes de ce-
ro. En el caso que a = b es una superficie de re-
voluciony sia=b = c =R, entonces tendremos
una esferade radio R.

Un cono, es una superficie cuya ecuacion en for-
ma canbnica es:

XXy 7
@t a0 (18)

donde a, b, ¢ son nimeros reales diferentes de ce-

ro. En el caso que a = b es una superficie de re-
volucion.

4 Planos

Figura 8 Elipsoide

Figura9 Cono

Definicion 1.4. Supongamos el espacio tridimensional R® dotado del sistema
de coordenadas (X, Y, z). Un plano en este espacio es una superficie asociada a



una ecuacion de primer grado en las variablesx, y, y z, es decir un plano tiene
como ecuacion que o representa una ecuacion del tipo:

Ax+By+Cz+D=0 (19)

donde A, By C son nimeros reales no simultaneamente iguales a cero.

Nota 1.2. Un vector normal a plano (19) esn = Ai + Bj 4 Ck.

Expresiones equivalentes

La ecuacion dada en la definicion 4 se le conoce con el nombre de ecuacion lineal
del plano. Otra expresion para un plano llamada ecuacion vectorial. Necesitamos
solamente un punto P(x1,Y1,2;) por donde pasael plano o y un vector normal (per-
pendicular) a plano n = Ai + Bj +Ck. Si tomamos cualquier otro punto M(Xx,Y, z)
sobre el plano a se satisface la siguiente ecuacion vectorial:

PM.n=0=—> (X—X1,y—¥1,2—2)-(A,B,C) =0 (20)
Haciendo las operaciones indicadas en esta ecuacion y simplificando tenemos,
Ax+By+Cz— (Ax3 +By;+Cz) =0 (21)

Pero P € a, es decir Axq + By; +Cz = —D, lo cual muestra, bgjo la hipbtesis que
n = Ai + Bj + Ck es un vector normal, que las expresiones dadas en la ecuacion
lineal (19) y laecuacion vectoria (20) son equival entes.

Ejemplo 1.6. Graficar en el primer octante (Ver (A.2.1) en lapagina8) el plano cuya
ecuacion es,
X+y+z=1 (22)

Encuentre tres puntos no colineales sobre & y muestre que efectivamente el vector
n=(1,1,1) esun vector normal a plano dado.
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Dada una ecuacion lineal en tres variables, te-
nemos dos grados de libertad, por lo tanto en-
contrar tres puntos no colineades es dar valores
por giemplo a x e y y encontrar z que satis-
fagan la ecuacion. Luego verificar que los dos
vectores formados con estos tres puntos no son
uno multiplo del otro. Por giemplo P(0,0,1),
P(0,1,0), P5(1,0,0). Ahora el producto vecto-
rial

P3P1 X P3P2 = (—1, —1, —1) (23)
Efectivamente n y P3P; x P3P, son paraelos y
por tanto n es un vector normal.

Figural0 Planox+y+z=1

Ejemplo 1.7. DadoslospuntosA(—1,2,0), B(6,0,1) y C(0,3,1). Encuentrelaecua-

cion del plano o quelos contiene.
SOLUCION.

u=AB=(7,-2,1);v=AC = (1,1,1) (24)
n=uxv=(-3,-6,9) = x+2y—3z=3 (25)

|Ri. x+2y—3z=3]

5 Parametrizacion

Definicion 1.5. Una superficie en e espacio tridimensional R® dotado de un
sistema coordenado ortogonal es un objeto geométrico de dos dimensiones.
Dar una parametrizacion a una superficie X es definir una funcion @ que la
represente. En otras palabras es expresar las variables x, y y z que definen cada
punto sobre la superficie en términos de dos nuevas variables u y v llamadas

parametros.

La funcion @ tiene como dominio algin subconjunto A del planoy su

imagen estara en el espacio tridimensional.

®:ACR?—RS
(u,v) — (X(u,v),y(u,v),z(u,v)) (26)
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También se pueden dar las expresiones de las funciones coordenadas de la
funcibn @ sin necesidad de expresar ésta, es decir,

X = X(u,V)
y=y(u,v) (27)
z=2(u,v)

Existen superficies para las cuales es facil encontrar una parametrizacion, mientras
gue hay otras paralas cuales esta tarea mas trabajo. Daremos algunas pautas'y algu-
nos ejemplos que pueden seguirse para parametrizar una superficie.

Parametrizacion de Monge

Si de antemano conocemos la ecuacion cartesiana de la superficie y esta esta dada
en formaexplicita por,
z=f(xy) (28)

podemos definir la siguiente parametrizacion conocida como parametrizaci 6n de
Monge mediante la siguiente funcion,

X=u
@(u,v) = (u,v, f(u,v)), esdecir, y=vV (29)
z= f(u,v)

Ejemplo 1.8. Consideremos el paraboloide eliptico definido por
Z=X+y (30)

El paraboloide eliptico dado que a su vez es una superficie cuadricay unasuperficie
de revolucion se puede parametrizar, usando la parametrizacién de Monge por,

@ (u,v) = (u,v,u? +V?) (31)

Otra parametrizacion, lacual yano es detipo Monge, es

X = vcosu
y=vsinu (u,v) € R? (32)
7=V

Por qué las ecuaciones (32) son también una parametrizacion de la superficie (30)?.
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Las ecuaciones paramétricas (32) son tres mientras que la ecuacion cartesiana
(30) es solo una. Las ecuaciones paramétricas y la ecuacion cartesiana que defi-
nen una misma superficie estén relacionadas de la siguiente manera: Al sustituir las
ecuaciones paramétricas (32)(funcionesx y y z en términos de los parametros) en la
ecuacion cartesiana (30) y simplificar la expresion obtenida se deben eliminar los
dos parametrosuy v.

Ejemplo 1.9. Consideremos ahora el hemisferio superior de una esfera de radio 2
con centro en €l origen. La ecuacion cartesiana que la define es:

X4y +Z2=4 2>0 (33)
Demos dos parametrizaciones diferentes de esta superficie.

1. Usando parametrizacionestipo Monge, podemos parametrizarlo como,

X=uU
y=v (34)
z=V4—-u2—Vv2 (uv)eA

El dominio de la parametrizacion, el cua no podemos olvidar, se puede definir
€omo,

A={(U7V)€R2|—2§ USZ,—\/4—UZSV\/4—U2} (35)
A={(uv) eR? [P +V* < 4} (36)
2. Usando coordenadas es esféricas (Ver Apéndice A.2.3, pagina 11)

X= pSingcoso
y=psingsno (37)
Z= pCosg

podemos parametrizar una esferade radio 2 como,

X = 2Sinvcosu
y=2sinvsinu (398)
Z= 2C0osV

Donde hemos sustituido la variable p de las coordenadas esféricas por €l radio
de la esfera, el cual es constante p = 2. La variable 6 la hemos tomado como
€l parametro u. La variable ¢ la hemos tomado como €l otro parametro ¢ = v.
Si u es constante y v variable, la linea sobre la esfera seréd un “meridiano”. , y
representarala “longitud”’. Si ¢ = v es constante y u es variable, la linea sobre
laesferarepresentarala“latitud”. El conjunto A, dominio de la parametrizacion,
€s,
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A:{(u,v)eR2|0§u§2n,O§v§g} (39)

Nota 1.3. 1. En general una parametrizaciobn no es mas que una deformacion de

una parte del plano, del dominio A, en el espacio tridimensional. La superficie

es el resultado de esta deformacion. En el gjemplo (1.9) € primer caso tenemos

gue la parametrizacion (34) es una deformacion del disco (35) en el plano en el
hemisferio y en el segundo caso la parametrizacion (38) es la deformacion del
rectangulo (39) en e mismo hemisferio norte de la esfera.

. Las superficies en general se pueden clasificar dependiendo de alguna restric-
cion que cologuemos, seglin 1o que queremos estudiar. Las parametrizaciones
nos sirva para encontrar objetos geométricos propios de la superficie tales co-
mo su vector normal, vectores tangentes, planos tangentes, curvatura etc., que
definiremos més adelante.

. Existen casos en los cuales una superficie a pesar que satisface las condiciones
para serlo no lo es. En tal caso diremos que la superficie es una superficie de-
generada. Por gemplo, la superficie de revolucion que se obtiene a girar una
recta a rededor de ella misma no es na superficie como tal, es la misma recta.
L a superficie cuédrica cuya ecuacion es x +y? + 72 = 0 es el punto situado en €
origen del sistema. La superficie cuadrica cuya ecuacion esx2 +y2+ 72 +1=0
no tiene representacion real. Como estos hay otros méas.

. Finalmente para graficar una superficie debemos tener mas herramientas que las
tratadas en este capitulo. Podemos recordar las superficies tratadas aqui y en
caso de ser necesario y tener el software Maple disponible se puede consultar el

apéndice C de la pagina 21.

6 Ejercicios Capitulo 1

1.1. Halle la ecuacion que representa la super-
ficie que se obtiene al rotar z=>2, en el primer
cuadrante del plano xz, alrededor del gje z

1.2. Halle la ecuacion que representa la super-
ficie que se obtiene al rotar z=y+1, en el se-
gundo octante del plano yz, alrededor el gje z.

1.3. Halle la ecuacion que representa la super-
ficie que se obtiene al rotar z=1— X, en el ter-
cer octante del plano xz, arededor € ge x.

1.4. Halle la ecuacion que representa la super-
ficie que se obtiene al rotar z= sinhy, en el se-
gundo octante del plano yz, alrededor €l gey.

1.5. Lacircunferencia (x — 3)2 +y? = 1 sobre
el plano xy, gira arededor del gje z Hale la
ecuacion que representa la superficie de revo-
lucion resultante y haga un bosquejo del dibujo.

1.6. Considere el prismaon vérticesen los pun-
tos A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,2,0), y D(1,1,3).
Halle
1. Laecuacion del plano que contiene los pun-
tosA, B,y D.
2. El &readel triangulo AABD.
3. Ladistancia del punto C a plano que con-
tiene los puntos A, B, y D.
4. El volumen del prisma usando €l triple pro-
ducto mixto.
5. El volumen del prisma usando laformulade
volumen de un prisma.

1.7. Considere un tetraedro regular (figurade 4
caras, cada una de ellas un triangulo equilatero)
con su centro en el origen, inscrito en la esfera
X2 +y? + 72 = 1, con uno de sus vértices sobre
el gjex y con un lado sobre el plano xy (primer
cuadrante). Halle:
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1. La ecuacion del plano que contiene la cara
ubicada en €l primer octante.

2. El angulo entre dos de su lados consecutivos
con vértice coman.

. El area de una de sus caras.

. El volumen.

. El volumen fuera del prisma que esta dentro
delaesfera.

abhw

1.8. Considere la pardbolay = 4 — X sobre el
plano xy y larecta ¢ tangente a ellaen € punto
cuya abscisaesx = 1. Hale:

1. La ecuacion del paraboloide a girar la
parébola arededor del gey.

2. Laecuacion del cono al girar larecta/ alre-
dedor del gey.

3. El volumen acotado por el cono y e plano
Xy en el primer octante.

1.9. Para cada una de las seis superfices
cuadricas en su forma estandar encuentre una
parametrizacion. No olvide el dominio delapa
rametrizacion.

1.10. Muestre que €l paraboloide hiperb6lico
z=x% —y? se puede escribir como z = axy. Es-
cribatodos|os detalles de su demostracion y ha-
lleel valor sea.

1.11. Hallar la ecuacion cartesiana del plano
generado poru=3i —j +k,yv=_3j +4k

1.12. Enlafiguradadael circulo estafijoy tie-
neradio a, y paracada 6, el punto P esel punto
medio del segmento QR, 0 < 6 < . Halar las
ecuaciones paramétricas de la curva.

Figura 11 Brujade Agnesi

1.13. Laparébolaz= 4y?, serotaarededor del
gje z Escribir la ecuacion de la superficie resul-
tante en coordenadas cilindricas.

1.14. Describir la superficie que en coordena-
das esféricas esta dada por p = cos(26).



