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Prélogo
Este curso esta orientado a:
e Interpretar y sacar conclusiones practicas de algunos modelos matematicos aplicados a las ciencias y
a la ingenieria.
e Conocer algunas técnicas de analisis numérico y ser capaz de aplicarlas.
e Conocer y aplicar el lenguaje simbélico de propdsito general Maxima.
Como prerrequisitos estan un conocimiento de matematicas a nivel de primero de carrera universitaria:

derivadas, integrales, sistemas de ecuaciones y matrices. Buena parte de esto aparece en la asignatura
virtual "Matematicas de Nivelacién" que se imparte en la Universidad de Cadiz.

Utilizaremos e ~ 2.718281828459045... para indicar la base de los logaritmos neperianos; usaremos log o
In indistintamente para indicar los logaritmos neperianos y nunca los logaritmos en base 10. Las funciones
trigonométricas siempre tendran sus argumentos en radianes, nunca en grados.

Ademas se usara en algiin momento el polinomio de Taylor que consiste en que, dada una funcién f(z)
I (xo0)

suficientemente derivable en un entorno de g, se puede aproximar localmente por f(zg) + > (7 —z0) +
1 11 (n) . . . .
%(:c —x0)? + —i—%(m — a;o)?’—i-...—l—fT(!mO)(x — x0)™; a éste polinomio se llama polinomio de Taylor

de orden n de f en el punto xg.

Por ejemplo, calculando las derivadas en = = 0 hasta orden 4 se tiene que e = exp(z) se aproxima cerca
— x IEQ 1‘3 $4
dex=0porl+ 7T+ %5+ %+ 5.

FtDe)
(n41)!
entre z y xg. Si un error es de la forma C (z — 2¢)¥ con C una constante se suele abreviar diciendo que
el error es de orden de (z — 20)* o bien O((z — 2¢)¥). Podemos pues decir que el polinomio de Taylor de

orden n aproxima a f(z) en xo con un error O((z — z)"*!).

Se puede probar que el error de la aproximacién es (r — 29)"*! donde & es un punto intermedio

Este manual estd orientado a no matematicos por lo que raramente daremos la deduccién de los métodos
numéricos que presentamos: el lector interesado puede consultar la bibliografia, por ejemplo [3],[2],[5],[11].
Un clésico sobre formulas y funciones matematicas es [1]. [8] es interesante sobre problemas reales de
computacién. Diversos modelos matematicos estan en [6] y [4].

Queremos hacer constar que no pretendemos que los programas que se construyen estén optimizados en
cuanto a velocidad ni utilicen todos los recursos de Maxima, sino mas bien que sean simples, faciles de
entender e ilustren los aspectos mas sencillos del calculo numérico.

En cuanto a los ejercicios, los hay de aplicacién del método expuesto, de obtencidn del resultado a través
de instrucciones ya implementadas en Maxima y de programacién en Maxima de forma que cada alumno
o profesor pueda elegir los que mas convengan a sus intereses. Hemos procurado que los ejercicios tengan
siempre suficientes indicaciones para que sean realizables con facilidad.
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CAPITULO 1

Maxima.
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This is a development version of Maxima. The function bug_report ()
provides bug reporting information.
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Figura 1.0.1: Pantallas de xMaxima y wxMaxima

Este capitulo tiene como objetivo familiarizarte con un programa que sustituye con ventaja a una calculadora
y que permite manipular funciones, derivar, integrar de forma simbélica y mucho mas; ademas es gratuito.
Es decir, se puede calcular la integral de x cos(z) simplemente escribiendo integrate(x*cos(x),x); o bien
factorizar el polinomio 3 + 3 % 22 4+ 3 x = + 1 escribiendo factor(x” 3+3*x" 2+3*x+1); también puedes
resolver 3 + 22 + x + 1 = 0 escribiendo solve(x” 34+x" 24x+1=0,x);

Los Objetivos de este tema son:

Saber utilizar el programa Maxima como calculadora.

Saber resolver ecuaciones, integrar y derivar con Maxima.

Saber utilizar Maxima para dibujar funciones y conjuntos de puntos.

Conocer las herramientas que Maxima tiene para multitud de aplicaciones matematicas: determi-
nantes, autovalores, solucién de ecuaciones no lineales, soluciones de ecuaciones diferenciales...

Entender programas sencillos (bucles y condicionales) hechos en Maxima.

Maxima es un programa de calculo simbélico que puede descargarse de forma gratuita bajo licencia pablica
GNU de http://maxima.sourceforge.net; wxMaxima es un interface grafico que incorpora gran cantidad de
menis que facilitan la entrada de férmulas, pero es mas rapido hacerlo a mano. Ademas completa los
paréntesis (, los corchetes [, las llaves { y afiade $ 6 ; al final, lo que facilita las cosas. En caso de duda hay
un mend de ayuda o puedes pulsar la tecla F'1 (indicamos pulsar una tecla con el nombre de la tecla entre
<> ejemplo < F'1 >).

En la bibliografia indicamos donde puedes encontrar algunos manuales gratuitos [10],[7],[9] que te pueden
servir de introduccién o complemento a lo que sigue.

e para obtener [,],{, }, hay que mantener pulsada la tecla < AltGr >, para”se pulsa la tecla <" >y
la tecla espacio.

Céalculo Numérico con Maxima



CAPITULO 1. MAXIMA. 7

e Las instrucciones de Maxima terminan con ; o con $. Si terminan con ; se presenta el resultado en Ia
pantalla, si terminan con $ se realiza el calculo pero no se muestra el resultado.

o Las operaciones aritméticas son + - * y /; * es obligatorio y no se puede sustituir por un espacio entre
los factores, ejemplo 3*2+1; devuelve 7. 23+1; da error.

e Los paréntesis se usan normalmente, ab se escribe a” b, o bien a**b; se usa . para indicar la coma
decimal es decir 3.1416 es una aproximacion de m, ademas el signo . se usa para multiplicar matrices.

e Las instrucciones se numeran con %il, %i2, %i3,... y los resultados con %01,%02,... Para referirse
a un resultado anterior puede escribirse el %o con el namero correspondiente, el Gltimo resultado se
puede indicar con %

e %pi representa m = 3.141592...., el nimero ¢ = 2.718281... se indica con %e, %i=+/—1 es la unidad
imaginaria.

e Para el argumento de funciones se usa () y las funciones incorporadas empiezan por mindsculas
(como en matematicas, pero en inglés) ejemplos: sin(x), cos(x), sqrt(4), log(%e), exp(x), sim-
plify(2*sin(x)*cos(x)); ! indica el factorial, por ejemplo 100!

e Maxima intenta hacer los célculos exactamente, por ejemplo, la instruccién 1/10041/10000; devuelve
101/10000. Si hay numeros irracionales se dejan en forma simbdlica, por ejemplo (1+4sqrt(2))” 3; de-
vuelve (14 /2)3 si hacemos expand(%); devuelve 745+/2. Para expresar el resultado de forma deci-
mal se escribe ev(%,numer); que puede abreviarse como %,numer; alternativamente puede escribirse
(14sqrt(2))" 3,numer; o bien float((1+sqrt(2))" 3);

e Las instrucciones numer o float devuelven los resultados en notacién punto flotante, que en esta
version de Maxima ofrece 16 digitos, pero los calculos se pueden realizar con una precisién arbitraria
usando la funcién bfloat, poniendo fpprec (que por defecto es 16) al valor que queramos, por ejemplo,
haz

float(sqrt(2)); bfloat(sqrt(2)); fpprec:50; bfloat(sqrt(2)); y observa que ahora se devuelven 50 digitos
de V2

e Para asignar algo a una variable se emplea el simbolo : y el signo = se reserva para las ecuaciones,
por ejemplo xx:3; hace que la variable de nombre xx tome el valor 3. Maxima es sensible a la escritura
maysculas-mintsculas. No es lo mismo unavariable:3; que Unavariable:3; 6 que unaVariable:3; (son
tres variables distintas). Una variable puede contener muchos tipos de datos, por ejemplo y : 3(x +
1)(x—1)(z+2); hace que la variable y tenga como valor el polinomio anterior. Ahora puedes calcular,
por ejemplo, ¥2,3y + 22 6 cos(y + 7).

e Para eliminar una variable se usa kill(nombre) por ejemplo kill(xx) elimina la variable xx de la lista de
variables.

e = indica igualdad, por ejemplo, x(x+1)=0 es una ecuacién con raices 0 y -1.

e Para delimitar una lista se usa [ ], por ejemplo, [z¢, %0, 20]; los elementos se indican con [], por
ejemplo, la orden 1i:[1,25,16]; guarda en la variable li una lista, de elementos 1, 25 y 16, el segundo
elemento se indica con li[2].

e '’ fuerza la evaluacién, por ejemplo '’ %i2 repite la evaluacién de la orden %i2 , en cambio un Gnico
apostrofo impide la evaluacién, por ejemplo, hacer xx:2; seguido de xx; devuelve 2 en cambio, hacer
'xx; devuelve xx (aunque en la variable xx hemos guardado el valor 2).

José Ramirez Labrador



8 1. CALCULO Y ECUACIONES

e Para detener un célculo se pulsa < Control > G 6 puedes usar el menu Maxima.

e Puedes cortar y pegar entradas anteriores y editarlas. Puedes dar varias instrucciones seguidas sepa-
radas por ; 0 $. En wxMaxima puedes usar T | del teclado para recuperar instrucciones anteriores y
existe al lado de la entrada un botdn para abrir la entrada multilinea.

e Lainstruccién showtime:true; devuelve el tiempo que se tarda en realizar cada calculo, si quieres dejar
de verlo, haz showtime:false;

e Ademéas del menu de ayuda puedes escribir 7 'y un espacio seguido de las primeras letras de la
instruccién que quieres consultar, por ejemplo 7 showtime, (observa que hay un espacio entre 7 y la
instruccién). Para describir completamente la instruccién escribe 77 showtime o ?? expand; También
puedes usar describe(instruccion); por ejemplo, describe(factor);

e En Maxima los comentarios se escriben entre /* y */ . Todo lo que esté entre ellos es ignorado por
Maxima. Es muy importante que los programas que se realicen estén debidamente documentados
para que sean faciles de entender y, en su caso, modificar. Con frecuencia escribiremos comentarios
en los programas que presentamos como ejemplos para facilitar su comprensién o ilustrar qué hacen
las variables etc.. Por ejemplo, si haces

/* esto es ignorado por Maxima */1+2; devuelve 3.

Ejercicios:

e Calcula2+2,0.23+1/3,1/2+1/3,1/2.41/3; calcula 30 digitos de 7. Suma los dos altimos resultados.
Calcula 3% y da el resultado con 10 digitos.

e Calcula qué tan cerca de un entero estd e™V1!03. Mira si €™ es mayor que 7°. Calcula sum((-
1)"n/n,n,1,5000); y sum(float((-1)~ n/n),n,1,5000); y comprueba el tiempo que tardan los célculos.

1 Calculo y ecuaciones

e expand(expresion); desarrolla la expresion, por ejemplo, expand((x+1)~ 2); factor(expresion); factor-
iza la expresién, por ejemplo, factor(x" 24+2*x+1); ratsimp(expresién) saca denominadores comunes,
por ejemplo, ratsimp(1/(x+1)+1/(x-a)); radcan simplifica expresiones que pueden tener raices, logar-
itmos o exponenciales, trigexpand expande expresiones trigonométricas, trigsimp simplifica expresiones
trigonomeétricas ...

e ev(expresion,condl,cond2,..) evalla la expresién sujeta a las condiciones condl,cond?2 ... por ejemplo,
ev(-x" 243*y,x=1,y=%pi) devuelve 37 — 1, alguna de las condiciones pueden ser érdenes de Maxima
como float que devuelve un resultado numérico, por ejemplo, ev(-x" 2+3*y,x=1,y=%pi,float); simp,
trigsimp, etc., por ejemplo, ev(cos(x)” 2+sin(x)" 2,trigsimp); etc. ev(expresion,condl,cond2,cond3);
puede escribirse (no en un programa) de forma abreviada como expresion,condl,cond2,cond3; por
ejemplo, cos(x)” 2+sin(x)" 2,trigsimp;

o rhs(ec) devuelve el lado derecho de una ecuacién, lhs el lado izquierdo; coeff(pol,x,n) devuelve el
coeficiente de 2™ en el polinomio pol.

Céalculo Numérico con Maxima



CAPITULO 1. MAXIMA. 9

e sum(expresién,n,nini,nfin); calcula la suma de los valores de la expresién desde n=nini hasta nfin, por
ejemplo, sum(n”2,n,1,10); calcula 12 + 22+...4+-10% = 385.

product(expresién,n,nini,nfin); calcula el producto de los valores de la expresién desde n=nini hasta
nfin, por ejemplo, product(n,n,1,10); calcula 1 %2 % 3% ... x 10 = 10!

e solve se usa para resolver ecuaciones algebraicas (si estan igualadas a 0 basta escribir en primer miem-
bro), por ejemplo, solve(x” 24+2*x+1,x); en caso de duda hay que indicar la variable a resolver, por
ejemplo, solve(a*x™ 24+b*x+c,x); solve también resuelve sistemas de ecuaciones algebraicas haciendo
solve([lista ecuaciones],[lista de incégnitas]); por ejemplo solve([a*x+b*y=c,x" 24y~ 2=1],[x,y]); ob-
serva que devuelve una lista con las soluciones; allroots(pol) devuelve las raices de un polinomio
numéricamente

e find root(fun,x,a,b) busca soluciones de una funcién fun en el intervalo [a,b], la funcién debe tener
signos distintos en a y b, por ejemplo, find root(sin(x)-x/2,x,.2,3); el paquete mnewton que se
carga con load(mnewton); permite resolver varias ecuaciones no lineales con mnewton(listafun, lis-
tavar,listaaprox), por ejemplo,

mnewton([x1~ 2+4x2" 2-2,x1+3sin(x2)],[x1,x2],[1,1]); busca por el método de Newton una solucién al
sistema de ecuaciones x1%2 + 22 — 2 = 0,21 + 3 * sin(x2) = 0 partiendo de x1 = 1,22 = 1.

e Los nameros complejos se pueden escribir como a+%i*b y se operan normalmente, la parte real e
imaginaria se indica con realpart, imagpart. Por ejemplo, puedes hacer z:1+%i; imagpart(z*(z-1));
para calcular la parte imaginaria de (14 ¢)(1 4 ¢ — 1). Para calcular las raices cuartas de 1+i puedes
hacer solve(zz™ 4=1+%i);

e Podemos calcular derivadas, integrales, por ejemplo, si guardamos en una variable ff la funcién
ff:x*sin(a*x), con diff (ff,x); Maxima calcula la derivada respecto x, diff(ff,x,2); calcula la derivada
segunda, con integrate(ff,x); Maxima calcula la primitiva, con integrate(ff,x,0,1) la integral definida
entre 0y 1.

e taylor(fun,var,varg,n) calcula el polinomio de Taylor de fun respecto de la variable var centrado en
varg hasta orden n, por ejemplo, taylor(cos(x),x,0,5); limit(fun,var,varg) calcula el limite de fun
cuando var se acerca a varg, por ejemplo, limit(sin(x)/x,x,0);

e ¢l paquete interpol permite generar polinomios de interpolacién de Lagrange y funciones ranura o
splines

e random(n) devuelve un namero seudoaleatorio entre 0 y n-1 si n es un namero natural, por ejem-
plo, random(6)+1; simula la tirada de un dado, en cambio random(float(2)) devuelve un namero
aleatorio en [0,2). Si quieres que el generador de niimeros aleatorios que usa random empiece en un
lugar predeterminado puedes usar sl:make random state( valornumerico); set random state(sl);
dependiendo del nimero que coloques en valornumerico el generador de random empezara en un sitio
u otro, por ejemplo, haz create list(random(6)+1,i,1,10); para simular 10 tiradas de dado, si repites
veras que las tiradas del dado son distintas. En cambio si haces

sl:make random state(3141592); set random _state(sl);create list(random(6)+1,i,1,10);
la siguiente vez que hagas
sl:make random state(3141592); set random _state(sl);create list(random(6)+1,i,1,10);

te dara los mismos resultados del dado.

José Ramirez Labrador



2. MATRICES, LISTAS Y ARRAYS

1.1.1 Ejercicios

— Haz que la variable z tome el valor (x+1)*(x-1), elévala al cuadrado, simale 2x+2 y simplifica
el resultado. Desasigna z.

— Factoriza el polinomio z!0 — 1.

— Calcula las tres primeras derivadas de sen(3x).

2

— Integra z%sen?(z) y comprueba el resultado derivando.

— Halla las raices del polinomio x> — 722 + 3ax.
— Resuelve el sistema ax + by = 0,z + y = ¢ para las incégnitas z, y.

— Halla una solucién numérica de x = cos(x). Comprueba hasta que punto satisface la ecuacién.
— s T
(Observa que x-cos(x) vale -1 parax =0y § para z = 7).

: . : 1
— Halla el area de un cuadrante del circulo unidad calculando la integral f; V1 — 22dz.

— Calcula los primeros 5 términos del polinomio de Taylor de cos(x) en = = 0.

2 Matrices, listas y arrays

e Se pueden calcular determinantes, autovalores, etc de matrices (que pueden tener simbolos en sus
elementos) con Maxima, para introducir sus elementos se usa entermatrix(n filas, n columnas) ejemplo
A:entermatrix(2,2). Alternativamente A:matrix (al,a2,..an) crea una matriz con las filas dadas por
las listas al,a2, etc. ejemplo A:matrix([1,2],[3,4]); . y no * es la operacién de multiplicar matrices,
ejemplo a.b; ident(n) da la matriz identidad nxn, dada una matriz transpose(matriz) devuelve la ma-
triz transpuesta, determinant(matriz) calcula el determinante, invert la inversa, eigenvectors(matriz)
calcula los autovalores y autovectores.

e triangularize convierte en forma triangular superior una matriz cuadrada.

e El paquete linearalgebra que se carga con load(linearalgebra); permite calcular la factorizacién de
Cholesky de una matriz, la descomposicién LU, etc.

e create_list(expresion,i,iini,imax,j,jini,jmax) crea una lista con los valores de expresién con i variando de
iini hasta imax, j variando de jini hasta jmax etc. por ejemplo create list(x” i*y"j,i,0,2,j,0,3) devuelve
[1,9,9% 92, z, vy, 292, 2y, 22, 2%y, 2%y%, 2%y3]. append sirve para concatenar listas, length(lista)
devuelve la longitud de una lista, first(lista) da el primer elemento, rest(lista,n) quita los primeros
n elementos, lista[i] devuelve el elemento i-esimo, delete(elem,lista,n) quita de lista las primeras n
apariciones de elem. map(funcidn,lista) aplica la funcién a los elementos de la lista, por ejemplo
map(cos,[0,1,%pi/2]); devuelve [1,cos(1),0].

e Un array corresponde matematicamente a vectores, matrices o tensores y puede hacerse que sus
datos sean del mismo tipo (float, etc). Los array se declaran con array(nombre,dimension) ejemplo ar-
ray([punr,puni],31); declara dos arrays de 32 elementos de nombre punr,puni ya que los subindices em-
piezan por 0. Las arrays se llenan por ejemplo con fillarray (punr,makelist(ev(sen(j/16*%pi),numer),j,0,31));
para que tenga los valores de sen(x) en 32 puntos distribuidos entre [0,27]. También se pueden asignar
los valores punr[2]:17; para convertir un array en una lista se usa listarray.

Céalculo Numérico con Maxima
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Figura 1.3.1: Dibujos de dos curvas explicitas y de una curva paramétrica

1.2.1 Ejercicios:

— Escribe una matriz cuadrada calcula su determinante y, si es posible, su inversa. Comprueba
multiplicando que la matriz por su inversa es la matriz unidad. Calcula el polinomio caracteristico
a partir del determinante de A — Al

— Escribe como matrices un vector fila y uno columna. Comprueba los productos por A por un

vector a la derecha y a la izquierda.

— Define una matriz (se llama de Hilbert) de orden n con a;; = H%l, (en el paquete linearalgebra
se puede generar con la instruccién hilbert _matrix(n)) halla los autovalores de A para n =
5,10,15 y comprueba que hay algunos muy pequefios.

3 Dibujos

e plot2d muestra un grafico de dos o mas expresiones de una variable, por ejemplo

plot2d([x" 2-1,sin(x)],[x,-3,3]); dibuja las funciones x? — 1, sen(z) para € [-3,3], (ver la primera
de las figuras 1.3.1) hay muchas opciones por ejemplo

plot2d([x~ 2+1,sin(x)],[x,-3,3].[y.-1,2]); restringe el valor de la funcién visualizado a [-1,2] (compara
plot2d([sec(x)],[x,0,5]); y plot2d([sec(x)],[x,0,5],[y,-10,10]); )

Podemos pintar curvas en paramétricas, por ejemplo

plot2d([parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi,%pi]]); no hace bien la circunferencia porque usa pocos pun-
tos, compara con

plot2d([parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi,%pi],[nticks,100]]); que toma al menos 100 puntos en el dibujo
(ver la segunda de las figuras 1.3.1). Se pueden pintar en un mismo dibujo curvas explicitas y curvas
paramétricas

plot2d([x~ 2-1,[parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi, %pi],[nticks,100]]],[x,-2,2]);
Para pintar una lista de puntos la podemos crear a mano como pares de [x,y] por ejemplo

lis:[[1,0],[2,3].[-1,5].[4.3],[3,-2]]; o crearla con make list y luego dibujar los puntos aislados

José Ramirez Labrador
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3. DIBUJOS
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Figura 1.3.2: Dibujo de una curva explicita, una paramétrica y un conjunto de puntos

plot2d([discrete,lis], [style, [points,3,2]]); /* los pintamos con tamafio 3 y color 2*/ o bien unirlos por
segmentos

plot2d([discrete, lis],[style, [lines,2,4]]);/* ahora el tamafio es 2 y el color 4*/ se pueden mezclar tipos
de graficas (ver la figura 1.3.2)

plot2d([1/(x~ 2+1),[parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi, %pi], [nticks,100]],[discrete, lis]],[x,-2,5],
[style, [lines,2,4],[lines,1,2],[points,4,3]].[y.-3.7]);

plot3d permite dibujar superficies por ejemplo

plot3d(1/(x" 24y~ 2+1),[x,-2,2],[y,-2,2]); si picas el dibujo con el ratén manteniendo pulsado el botén
izquierdo al mover el ratén puedes mover el dibujo o girarlo para verlo desde otro punto de vista.

Puedes dibujar superficies en paramétricas por ejemplo
plot3d([x,y.x" 24y~ 2],[x,-3,3].[y,-3.3]); por ejemplo

plot3d([cos(u)*(3+v*cos(u/2)),sin(u)*(3+v*cos(u/2)),v*sin(u/2)],[u,-%pi, %pi],[v,-1,1]); dibuja una
banda de Moebius.

Para pintar dos o mas superficies es conveniente usar el programa draw para eso lo cargamos con
load(draw); y luego hacemos, por ejemplo

draw3d(key = " Gauss", color = red, explicit(20*exp(-x"~ 2-y"~ 2)-10,x,-3,3,y,-3,3), yv_ grid = 10, color
= blue,

key = "Paraboloide", explicit(x” 2+y" 2,x,-5,5,y,-5,5), surface hide = true); o bien
draw3d( color = turquoise,nticks=50, explicit(1/(.2+sin(y)" 2+cos(x)" 2),x,-3,3,y,-3,3), color = red,

nticks=100, line _width = 2, parametric(cos(3*u),sin(3*u),u,u,0,6), title = "Superficie y curva" );
para pintar una curva en paramétricas y una superficie (ver la figura 1.3.3).

Céalculo Numérico con Maxima
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Superficie y curva

O P, N WA~
T

Figura 1.3.3: Dibujo de una curva paramétrica y una superficie

1.3.1 Ejercicios

— Pinta cos(x)-x y estima donde se hace cero.
— Pinta sen(x)/x desde -10 hasta 100.
— Dibuja simultdneamente e”, ¢ y estima donde se cortan las curvas.

— Dibuja % desde -5 a 5; si no lo ves bien repite el dibujo con un rango vertical de [-2,2] y deduce
que pasaba antes. Ayuda: prueba plot2d(abs(x)/x,[x,-5,5],[y,-2,2]); antes parte del dibujo estaba
tapado por el borde y no se veia.

— Dibuja las curvas en paramétricas x(t)=cos(a t)cos(b t), y(t)=cos(a t)sen(b t) entre 0 y 27 para
diversos valores de a,b; por ejemplo a=4, b=1; a=7, b=3; a=7, b=11.

— Dibuja la funcién exponencial, su tangente en z = 0 (es y=x+1) y el polinomio de taylor de
orden 2y 3enx =0 (sony = 1+x+§,y: 1+x+§+’%ﬂ) en una misma grafica.

_ . . S 1
Dibuja la superficie T

— Dibuja un trozo de esfera z = /1 — 22 — y2; de paraboloide eliptico z = 1 + 22 + ¢y y de
paraboloide hiperbélico z = z? — 2.

4 Ecuaciones diferenciales

e Para indicar que una variable depende de otra, a efectos de ecuaciones diferenciales se usa de-
pends(y,x); dada la dependencia podemos escribir ecuaciones diferenciales ec:diff(y,x,2)+4*y; e in-
tentar resolverlas (hasta ecuaciones de segundo orden) con ode2(ec,y,x);. Una forma alternativa de
resolver ecuaciones diferenciales sin definir las dependencias es dejar las derivadas sin evaluar utilizando
" por ejemplo, para resolver y"" —y = 0 podemos escribir ode2('diff(y,x,2)-y,y,x);.

José Ramirez Labrador
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Veamos cémo comprobar si una funcién es solucién de una ecuacién diferencial o ecuacién en derivadas
. . . e =z 2
parciales por ejemplo para comprobar si u = cos(x + bt) es solucién de la ecuacién de ondas % —

2
02% = 0 puedes hacer

depends(u,[x,t]); edp:diff(u,t,2)-c” 2*diff(u,x,2); ev(edp,u=cos(x+b*t),diff,expand);
y se obtiene que ha de ser ¢ = +a para que sea solucién.

En el paquete dynamics de Maxima se incorpora la funcién rk que resuelve numéricamente una
ecuacién diferencial (o un sistema de ecuaciones diferenciales) de primer orden por el método de
Runge-Kutta de orden 4. Si la ecuacién diferencial esta escrita en la forma v = f(y,t) con la
condicién inicial y(tp) = yo para calcular los valores de w; desde ¢y hasta t = b con paso h se escribe
load(dynamics); rk(f(y,t),y, vo, [t, to, b, h]); y Maxima devuelve una lista de los puntos [t;, w;]. Por
ejemplo para resolver numéricamente 3’ = cos(y) +t+ 1 con y(1) = 2 desde t = 1 hasta t = 4 con
h = .05 se escribe rk(cos(y) +t + 1,y,2, [t,1,4,.05]);

Para resolver numéricamente sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden 3/ = f1(t,y, 2), 2’ =
f2(t,y, z) con condiciones iniciales y(ty) = yo, 2(to) = 2o desde to hasta ¢t = b con paso h se escribe
rk([f1(t,y, 2), f2(t,y, 2)], [y, 2], [vo, 0], [t, to, b, h]); y devuelve una lista de valores [t;, y;, z;]. Ejem-
plo, para resolver y = yxz+t,2' =y+ 2 —1t con y(0) = 1,2(0) = 2 desde t = 0 hasta t = 3 con
paso h = 0.1 se escribe rk([y x z + t,y + z — t], [y, 2], [1, 2], [t, 0, 3, .1]);

5 Funciones y programas

Todo programa tiene una introduccién de datos, un célculo intermedio y una salida de los resultados. Los
datos pueden incorporarse al programa o ya estar en alguna variable definida antes en Maxima.

La forma mas facil de escribir programas dentro Maxima es a través de funciones o bloques, por ejemplo
suma(x,y):=x+y; crea una funcién que devuelve la suma de los argumentos, para usarla puedes hacer
suma(1,2); que devuelve 3.

e Para definir funciones se utiliza := por ejemplo

ff(x,y):=sqrt(x~ 24y~ 2); hace que ff(1,-1) sea v/2 si queremos que el cuerpo de la funcién sea una
sucesién de expresiones se hace f(x):=(exprl,expr2,....,exprn); y se devuelve la dltima. Es una buena
costumbre, al empezar a programar, que antes de definir una funcién de nombre (el que sea), la borres
con kill(nombre) (el que sea) asi evitas que haya definiciones anteriores de la funcién, con dispfun(all);
puedes ver las definiciones de las funciones que has hecho.

Es muy importante que los programas estén documentados con comentarios situados entre /* */ para que
se comprenda lo que hacen y c6mo lo hacen. Por supuesto los comentarios no afectan a lo que hace el
programa sino le facilitan la vida al usuario o al programador.

En un programa block se pueden utilizar variables locales que no interfieren con el resto de Maxima, esto
es importante para no machacar los valores externos si la variable se llama igual que otra definida fuera.

Los programas de Maxima devuelven usualmente la dltima instruccién realizada, por lo que si alguna vez
vamos a usar la salida de un programa como entrada de otro (o del mismo) y se necesitan varios datos de
entrada es posible que tengamos que poner la entrada y la salida del programa como una lista de valores.

Las estructuras bésicas de programacién son:

Céalculo Numérico con Maxima
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Los condicionales, si una condicién es cierta se realiza algo y si no es cierta se hace otra cosa (o nada). Por
ejemplo para calcular el valor absoluto de un niimero, si el nimero es menor que cero se devuelve el nimero
con el signo cambiado y si no el nimero como estaba.

e if cond then expresiénl else expresion2 es la forma de los condicionales, si la condicién es cierta se
realiza la expresionl, si no lo es la expresién2. Por ejemplo

absoluto(x):=if x>0 then x else -x;

devuelve |z|. La parte else expresién2 es optativa. Los condicionales pueden ponerse dentro de otros
condicionales, los relaciones son >, <, <=, and, or, not, equal...

Otra estructura basica de programacién son los bucles, consisten en repetir un mismo proceso un nimero
fijo de veces, o aplicarlo mientras se cumple una condicién o bien aplicarlo a todos los elementos de una
lista. Intuitivamente escribir la tabla de multiplicar del 5 equivale a multiplicar por 5 los niimeros 1,2, 3, ...10
asi que podemos hacer que una variable (pongamos que se llama i) tome los valores del 1 al 10 de uno en
uno.

e En Maxima hay varias formas de bucles, entre ellas:

for var:varini thru vfinal step inc do cuerpo; si inc vale 1 puede eliminarse; en cuerpo pueden ponerse
varias instrucciones de Maxima separadas por , y metidas en un paréntesis. Por ejemplo

for i:1 thru 10 step 2 do print("i vale ",i); escribe i vale 1, i vale 3, ... hasta i vale 9
for j:1 thru 10 do print("5 por ",j," vale ",5%); escribe la tabla de multiplicar del 5.

for j:1 thru 10 do (print("5 por ",j," vale "),print(5*j)); hace casi lo mismo (el producto lo escribe en
otra linea) con dos instrucciones print.

suma:0; for i:1 thru 100 do suma:suma-+i; acumula en la variable suma el valor de 14+2+3+....100
for var in lista do cuerpo

por ejemplo, for i in [1,2,3,4] do print("el cuadrado de ", i, " es ",i" 2); escribe los elementos de la
lista y sus cuadrados.

while cond do cuerpo se ejecuta el cuerpo mientras que la condicién sea cierta, por ejemplo,
suma:0;i:1;while i<10 do (suma:suma+i,izi+1);
guarda en la variable suma 1+42+...4+9=45, observa que no escribe el resultado y que tenemos que

cambiar el valor de i dentro del cuerpo, si no podemos entrar en un bucle que no termine nunca.

e Es (til usar block para crear subrutinas, de esta forma se pueden usar variables locales que no inter-
fieren con las variables que usemos fuera ejemplo f(x):=block([lista de variables locales, si es preciso
asignadas],cuerpo); por ejemplo,
media(x,y):=block([xm:(x+y)/2],xm); devuelve la media aritmética de x,y usando una variable local
que llamamos xm. También podiamos hacer media(x,y):=(x+y)/2;

e Maxima eval(ia una o dos veces las sentencias (busca ev en la ayuda o en el manual para mas precision),
en cambio otros programas de Calculo simbélico (Maple,Mathematica) evaltian las sentencias hasta
que no hay cambios, esto hace que los procedimientos no sean idénticos. Prueba a escribir

kill(all);

/* Para eliminar todas las asignaciones */

José Ramirez Labrador
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a:b; b:c; c:d; d:1;

/*si haces ahora c; veras que tiene el valor d pero no lo que d vale que es 1, ev(b); te da d es decir
ev evalua un nivel mas hacia dentro, si quieres evaluar un nivel mas haz ev(b,ev); que te dara d,
finalmente ev(a,infeval); o equivalentemente a,infeval; evalta hasta que no hay cambios es decir hasta
el valor 1, por supuesto ev(x,x=x+1,infeval) genera un bucle sin fin, compruébalo */

1.5.1 Ejercicios:

— Define una funcién que valga 1 para z < —1y 22 para —1 < z < 2, dibdjala en [-5,5]. (Ayuda:
usa un condicional, por ejemplo if z < 1 then 1 else ?)

— Define una funcién que valga 1 para z < —1, 22 para —1 < x < 2y 2 — 2 para > 2, dibajala.
(Ayuda: usa dos condicionales, por ejemplo if x < 1 then 1 else (if + < 2 then x? else 2 —2) )

— Define una funcién que calcule el factorial de un niimero a partir de un bucle
(Ayuda, 10!=1*2*3* *9*10, haz que prod valga 1 y acumula en prod el producto 1*¥2*...*9*10).

— Una aproximacién a la derivada de f en x esta dada por %hf(m_h) con h pequefio. Define

una funcién que tenga como entradas x, h y devuelva la aproximacién de la derivada de la funcién
exponencial con esos valores de z, h; elige x = 1y h = 1.,10.73,10.76,10.12,10.718,10.7%* e
interpreta los resultados.

Céalculo Numérico con Maxima
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18 1. NOTACION EN PUNTO FIJO Y EN PUNTO FLOTANTE

Los métodos numéricos combinan dos herramientas fundamentales para el ingeniero y el cientifico: Matemati-
cas y Ordenador. En este tema nos centramos en la segunda parte: el Ordenador. Lo primero que hacemos
es conocer el lenguaje con el que nos comunicamos con él, después pasamos a ver como se almacenan los
nimeros en el mismo y, como consecuencia de este almacenamiento, los errores que cometemos.

Los Objetivos de este tema son los siguientes:

Repasar el sistema binario.

Conocer la notacién cientifica normalizada.

Saber cémo se almacenan los nimeros en un ordenador.

Comprender las consecuencias de las limitaciones de la capacidad de un ordenador.

Entender los diversos tipos de errores y su influencia.

Comperder el significado de los términos algoritmo, estabilidad y condicién.

Comprender la importancia de la estabilidad de un algoritmo.

1 Notacién en punto fijo y en punto flotante

A fin de analizar en detalle el error por redondeo es necesario comprender cémo se representan las cantidades
numéricas en el ordenador.

Basandose en el hecho de que la unidad l6gica basica de los ordenadores usa componentes electrénicos con
dos posibilidades apagado/encendido, los nimeros en el ordenador se representan en el sistema binario. De
igual modo que en base 10 el nimero 4123 equivale a 4¥*1000+1*1004-2*104+3*1, en base 2 el nimero
1010 equivale a 1*¥8+0*4+1*24-0=10.

Para representar nimeros enteros en el ordenador se emplea la notacién en punto fijo. Para ello el programa
fija el nimero de bits que se van a dedicar a representar los nimeros (por ejemplo 16 6 32) Una vez fijado
el nimero de bits es sencillo representar enteros en la computadora. Para ello, se puede emplear un bit
para indicar el signo, por ejemplo un 0 para positivo y un 1 para el negativo y usar los bits sobrantes
para guardar el nimero escrito en base dos. Dependiendo del niamero de bits que dediquemos podremos
representar exactamente niimeros mas o menos grandes, por ejemplo, si dedicamos 8 bits, quitando uno que
corresponde al signo, podemos llegar hasta 1%26 41525+ 1524 +1%23 + 1522 +1%24+1%20 = 127. Estos
nimeros se representan exactamente y dependiendo de los bits que dediquemos habra mas o menos de ellos
pero al sumar o multiplicar dos niameros podemos "salirnos" de los nimeros que se pueden representar, esto
genera un error de desbordamiento o "overflow".

Veamos la representacion grafica de algunos nimeros en punto fijo; por ejemplo, los nimeros enteros desde
-10 a 10, que estan igualmente separados como vemos el primero de los graficos 2.1.1. /* guardamos en
una variable llamada puntos una lista con las coordenadas de los numeros del -10 al 10 en la x y 0 en Ia
coordenada y */

puntos:create _list([i,0],i,-10,10);

/* los pintamos con tamafio 3 y color 2*/

Céalculo Numérico con Maxima
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Figura 2.1.1: Nameros en punto fijo y punto flotante

plot2d([discrete,puntos], [style, [points,3,2]]);

Los deméas nameros se representan en el ordenador usando la notacién cientifica o punto flotante. En
esta representacion el programa fija el numero de bits que se destinan a la parte decimal con su signo
(la mantisa) y el namero de bits que se destinan al exponente (también con su signo). En casi todos los
casos, los nimeros se almacenan como cantidades de punto flotante. Para ello si el nimero es distinto de
cero desplazamos el punto decimal (suministrando las potencias de 2 necesarias) de forma que todos los
digitos queden a la derecha del punto decimal y ademas el primer digito sea distinto de cero. El ordenador
representa los nimeros de punto flotante en la forma

+0.d1dyds - - - dyy % B°

donde los d; son digitos o bits con valores desde cero hasta B — 1y

B= namero de la base que se utiliza, normalmente, 2.
p= namero de bits (digitos) significativos.

e= exponente entero.

Los nimeros 12.358, 0.013, -4.123 y 0.008005 se guardarian en notacién en punto flotante (suponiendo que
la base es 10) de la forma: 0.1238 x10%, 0.13x107}, -0.4123 x 10! y 0.8005 x10~2

Dependiendo del numero de bits que dediquemos a la mantisa y al exponente podremos representar mas o
menos numeros mas 0 menos grandes o pequefios pero, igual que antes, solo se representaran exactamente
algunos (pocos) nimeros.

Observaremos cémo los nimeros en punto flotante estdin mas agrupados en torno al origen. Para ello
consideraremos un caso simple: los numeros flotantes de la forma +0.d1dy x 2° donde d; representa un
digito en el sistema binario, d; # 0 y e es el exponente tal que —2 < e < 3; éstos son: £0.105 x 2° y
+0.115 x 2°. Expresamos estos nimeros en el sistema decimal y, en el segundo de los graficos 2.1.1, se
puede observar cémo se concentran alrededor del cero.

/* guardamos en una variable llamada puntosf una lista con las coordenadas de los numeros de la forma
i*27 con i variando de -3 a 3y j variando de -2 a 3 en la x y 0 en la coordenada y */

puntosf:create list([i*2"],0],i,-3.,3, j,-2,3);

José Ramirez Labrador
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/* los pintamos con tamafio 3, color 1 */

plot2d([discrete,puntosf], [style, [points,1,2]]);

2 Operaciones matematicas en los ordenadores, redondeo

Para que las operaciones numeéricas entre nimeros en punto flotante se realicen con rapidez en el ordenador
hay circuitos dedicados a sumar y multiplicar, para utilizarlos estd definido el nimero de bits dedicados a
la mantisa y al exponente, cdmo se interpreta el signo y cémo se representa el cero. En un ordenador los
nameros en punto flotante se representan mediante la notacién cientifica normalizada en sistema binario,

r = +m x 2°, <m<l1

2
con = # 0 y e entero.

Suponemos que el ordenador para representar un nimero usa 32 bits, (las cosas suelen ser mas sofisticadas)
distribuidos de la siguiente forma: 1 bit: signo del nimero real, 8 bits: exponente, 23 bits: mantisa.

La mantisa mas pequefia sera 127! = 0,5y lamasgrande 1271 +1%272 4. 41272 =1-2"2 =
8388007 ~ 0.9999998807907 que es casi 1. Como 223 = 10%3+10910(2) ~ 106-92369 esto equivale a cerca de 7
digitos en base 10 para representar el nimero.

De igual modo, si dedicamos uno de los bits del exponente al signo, el exponente variard entre £127 asi
que los numeros positivos variaran entre 0.5 * 27127 ~ 2.93874 x 1073 y ~ 1 % 2'27 ~ 1.7014 % 1038. Por
tanto no podremos representar nimeros mayores que estos.

0308

En realidad Maxima permite guardar numeros con exponente 1 y 17 digitos en base 10 de mantisa en

simple precision (float).

Fijado el tamafio que dedicamos a guardar los nimeros si el nimero que queremos considerar es demasiado
grande se produce un desbordamiento por exceso y el ordenador no puede seguir trabajando. Si el namero
es demasiado pequefio se produce un desbordamiento por defecto: el ordenador toma el valor como cero.

Cuando realizamos operaciones se pueden sobrepasar los limites de almacenamiento del exponente por
ejemplo multiplicando 102%° por 103°C dara 10°%° o de la mantisa, por ejemplo si multiplicamos dos niimeros
de 9 digitos, el resultado puede tener 18 digitos o si dividimos 1/3 = 0, 333333.... el resultado tiene infinitos
digitos. Por otra parte existen niimeros como 7 6 v/2 que necesitan infinitos digitos para representarse
exactamente. Usualmente se calculan las operaciones con mas digitos de los que se pueden guardar y luego

e Se cortan los digitos que sobran. Por ejemplo si sélo guardamos 4 digitos decimales y tenemos que
representar 0,12377 guardariamos 0,1237 y si tenemos que guardar 0,333333 guardamos 0,3333.

e Se elige el nimero mas cercano que se representa exactamente en el ordenador. A esto se le llama
redondeo. Por ejemplo si s6lo guardamos 4 digitos decimales y tenemos que representar 0,12377
guardariamos 0,1238 y si tenemos que guardar 0,333333 guardamos 0,3333. Si consideramos el
nimero m = 3,14159265... = 0,314159265... x 10 y suponemos que sélo queremos guardar 5
digitos nos quedara 0,31416 x 10, para guardar 4 digitos tomaremos 0,3142 x 10 y si guardamos 3
digitos tomamos 0,314 x 10.

En general, si tenemos el nimero 0.dids - - - dpdgi1 ... x 10° y queremos quedarnos con k digitos,
entonces:

Céalculo Numérico con Maxima



CAPITULO 2. FUENTES Y PROPAGACION DE ERRORES. 21

Si diy1 > 5: sumamos 1 a dg. Si dgy1 < 5: cortamos.

En Maxima la funcién floor(x) devuelve el mayor entero menor o igual que x, la funcién de Maxima
?round(x) redondea x al entero mas cercano. El error que se comete al redondear es mas pequefio.

En cualquier caso casi siempre se cometeran errores al realizar operaciones con el ordenador porque, en
general, el resultado no representard exactamente.

Los programas de manipulacién simbélica como Maxima, Mathematica o Maple pueden representar de forma
exacta los numeros enteros y racionales a cambio de utilizar mas memoria en el ordenador y realizar los
calculos mas lentamente.

Ademas podemos definir con fpprec el namero de digitos (por defecto 16) que queremos utilizar en los
nimeros de punto flotante grandes (bfloat). De igual modo se utiliza mas memoria en el ordenador y los
célculos tardan mas.

Compara los resultados de las siguientes instrucciones de Maxima

/* guardamos en la variable x el valor en punto flotante de 123456789123456*10"-15 */
x:float(123456789123456*10" -15);

/* calculamos x~ 2 */

x" 2;

/* reservamos 50 digitos para los nameros en punto flotante grandes */

fpprec:50;

/* guardamos en la variable xg el valor en punto flotante grande de 123456789123456*10" -15 */
xg:bfloat(123456789123456*10" -15);

/* calculamos xg~ 2 */

xg~ 2;

También puedes usar float y bfloat para calcular resultados, recuerda que 7 se escribe en Maxima %pi

Compara el resultado en Maxima de las instrucciones float(%pi); y bfloat(%pi);

3  Error absoluto y relativo, propagacién de errores

Un namero aproximado a es un namero tal que difiere ligeramente de un namero exacto A y se utiliza en
los calculos en lugar de este altimo. Si a < A, se dice que a es una aproximacién por defecto. Si a > A se
dice que la aproximacién es por exceso.

Sea p un namero cualquiera y sea p* una aproximacién del mismo, a la diferencia p — p* denominamos error
y lo denotamos por la letra e,

e=p—p-.
En muchos casos, el signo del error es desconocido por lo que resulta aconsejable utilizar el error absoluto
de un niimero aproximado.
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Si p es un nimero cualquiera y p* una aproximacién del mismo se denomina error absoluto a | p — p* | .

Pero la definicién de error absoluto tiene un pequefio defecto, como demostraremos al considerar los valores
verdaderos de la longitud de un puente y la de un lapiz (por ejemplo 10000 y 10 cm, respectivamente) y
aproximados (por ejemplo 19 999 y 9 cm), ya que aunque el error absoluto es de 1cm en ambos casos, tiene
mayor trascendencia el error en la magnitud del lapiz. Por tanto, necesitamos comparar el error absoluto
con el valor verdadero y definiremos el concepto de error relativo.

*
. , . . ., . . . p—p .
Si p es un nimero cualquiera y p* una aproximacién del mismo se denomina error relativo a g si

|p|
p#0.

El error relativo en la longitud del puente anterior del ejemplo anterior es de ﬁ = 0.0001 y el error
relativo en la longitud del lapiz es % = 0.1. El error absoluto en ambos casos es el mismo, pero es evidente
que la aproximacién en la longitud del puente es mejor.

En situaciones reales se suele desconocer el valor exacto de las magnitudes. Por ello es conveniente utilizar
cotas del error absoluto y cotas del error relativo

Propagacién de errores. Cuando realizamos una operacién matematica los errores de los datos afectan al
resultado. Se puede probar que el error absoluto de la suma o resta de dos niimeros es aproximadamente la
suma de los errores absolutos y que el error relativo del producto de dos niameros es del orden de la suma de
los errores relativos de los factores, es decir que en general los errores se propagan de forma controlada. Sin
embargo si restamos dos nimeros muy cercanos el error relativo puede crecer mucho porque los digitos que
estan representados en el ordenador se cancelan. Por ejemplo si m = 3.141592... esta representada como
3.1416 y % = 3.14285714... se representa como 3.1429 los errores relativos son 2.338..107% y 1.3636..10~°
bastante aceptables, sin embargo si restamos tenemos que la representacion en el ordenador de % — T es
0.0013, el error absoluto es del orden de 3.551..107° pero el error relativo es del orden de 0.028 porque
% — m = 0.0012644.. Este error relativo es muy grande. Del mismo modo que restar nimeros cercanos,
multiplicar por ndmeros grandes (o dividir por nimeros pequefios) afecta mucho a los errores ya que en este
altimo caso aumenta el error absoluto.

4 Algoritmos, condicién y estabilidad

Un algoritmo es una secuencia finita de operaciones descrita de una forma precisa. Por ejemplo cuando te
ensefiaron en la escuela a sumar o multiplicar nimeros te explicaron un algoritmo para hacerlo.

Por ejemplo, para calcular en el punto zq el valor de un polinomio p(z) = ag+a1x+asz?+...+a,_ 12" 1+
anx™ puedes seguir dos algoritmos:

e Sustituye la = por xo y realiza las operaciones. Es lo que estds acostumbrado a hacer, por ejemplo
con una calculadora de bolsillo, escribes ag y lo introduces en la memoria, escribes g lo multiplicas
por a1 y lo sumas a la memoria, escribes g, lo elevas al cuadrado, lo multiplicas por as y lo sumas
a la memoria ... hasta que escribes xg, lo elevas a n, lo multiplicas por a,, lo sumas a la memoria y
recuperas el valor que hay en la memoria. Este es el valor buscado.

e Escribes el polinomio forma anidada es decir como p(z) = ap + z(a1 + z(a2 + z(as + z(...(ap—1 +
zay))))) y realizas las operaciones empezando por el paréntesis mas interior. En una calculadora de
bolsillo, escribes a,, y lo multiplicas por xg, le sumas a,_1 lo multiplicas por xg, le sumas a,_2 lo
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multiplicas por x,..... hasta que sumas a; lo multiplicas por xg y sumas ag. Este es el valor buscado.

Por ejemplo 723 — 422 + 22 + 3 se escribe como ((7z — 4)x + 2)x + 3. Para calcularlo se hace 7 * x(,
se le suma —4, se multiplica por z¢, se le suma 2, se multiplica por zg, y se suma 3 y se acabé.
De esta forma se realizan 3 sumas y 3 productos, en cambio para calcular 722 — 422 + 2z + 3 de la
forma tradicional se necesitan 6 productos (3 para 73, 2 para —4z? y 1 para 2x) y 3 sumas. Asi se
tarda menos tiempo y se minimiza el error de redondeo. La forma anidada es mas eficaz para calcular
numéricamente el valor de un polinomio. En Maxima la instruccién horner(pol) devuelve la forma
anidada del polinomio pol.

Algunos procesos matematicos no pueden calcularse exactamente con un nimero finito de pasos y se usan
algoritmos para acercarse a la solucién. Por ejemplo sumar una serie infinita, calcular un limite, una derivada
0 una integral en general no puede hacerse con un nimero finito de operaciones.

Si queremos sumar una serie nos interesa dar un algoritmo que se aproxime tanto como queramos a la suma
de la serie. Por ejemplo si queremos sumar > 7, a; = a1 +az +az + ... (aqui hay infinitos sumandos )...
un algoritmo para aproximarse a la solucién seria calcular sélo un niimero finito de sumandos, por ejemplo
100. Esto puede hacerse en una calculadora de la forma siguiente: escribes a1, lo metes en la memoria,
escribes as, lo sumas a la memoria, escribes a3, lo sumas a la memoria ... hasta que escribes a9, lo sumas
a la memoria y recuperas el valor de la memoria. Este es el resultado del algoritmo. Dependiendo de la serie
concreta las sumas parciales se acercardn mas o menos rapidamente a la suma de la serie.

La finalidad de los algoritmos es dar un procedimiento para resolver un problema o para aproximar una
posible solucién.

Algunos algoritmos son iterativos es decir, las aproximaciones a la solucién se obtienen aplicando reiteradas
veces una funcién en la forma x,,11 = f(z,) y la sucesién zg, x1, 2, X3, x4, ... converge a la solucién. Por
ejemplo para calcular v/2 tomamos la funcién f(x) = % + 5, elegimos un valor inicial xo # 0, calculamos
x1 = f(wg), calculamos zo = f(x1), x3 = f(x2) y repetimos el proceso pongamos 5 veces. Por ejemplo
partiendo de x¢g = 1 se obtiene zg = 1, 1 = é, Xg = M ga = 577 — 0665857 — 886731088897

valor numérico con 30 digitos es xg = 1., 21 = 1.5,

120 208> T4 = 770832> U5 = 627013566048 CUYO

2 = 1.41666666666666666666666666667, x3 = 1.41421568627450980392156862745,
x4 = 1.41421356237468991062629557889, x5 = 1.41421356237309504880168962350

Considerando que v/2 = 1.41421356237309504880168872421 este algoritmo converge muy rapidamente a
V2.

i Como afectan a un problema los cambios en los datos? Algunos calculos son muy sensibles a los errores
de redondeo y otros no. Es importante saber si esto depende del problema en si o bien del algoritmo que
usamos para resolverlo. Ya que cuando se resuelve un problema numéricamente siempre apareceran errores,
es basico saber si el problema depende mucho o poco de las variaciones de los datos iniciales, un problema
tal que variaciones pequefias de los datos corresponden con variaciones pequefias de la solucién se dice bien
condicionado y si variaciones pequefias de los datos generan grandes variaciones de la solucién se dice mal
condicionado. Por ejemplo un ladrillo situado en el borde de una mesa plana puede caerse si se mueve un
poco.

Por ejemplo resolver el sistema z+y =1, 1.1xz+y = 2 es un problema mal condicionado ya que tiene como
solucién x = 10,y = —9, y si modificamos un poco los coeficientes el sistema z +y =1, 1.05z +y = 2
tiene como solucién z = 20,y = —19. Un cambio de un 5% en un coeficiente cambia en un 100% la
solucién. La razén del mal condicionamiento del sistema es que las rectas que representan las ecuaciones
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son casi paralelas, un pequefio cambio en los coeficientes hace que el punto de interseccidn se aleje mucho.
Haz en Maxima plot2d([1-x,2-1.1*x],[x,5,25]) y plot2d([1-x,2-1.05*x],[x,5,25]) para verlo.

Otro ejemplo de problema mal condicionado es calcular el valor de la funcién sen(%) para x cerca de
cero, por ejemplo en Maxima float(sin(%pi/.01)) da 1.964791... * 10715 pero float(sin(%pi/.01001)) da
—0.308718494..., la causa del mal condicionamiento es que la derivada de sen(7 ) toma valores grandes para
x cerca de cero pero los valores de la funcién son pequefios; también calcular cos(m x) esta mal condicionado
para x cerca de 10° 6 calcular e~ para x cerca de 10° (compruébalo) . Un problema mal condicionado es
muy dificil de resolver, independientemente del algoritmo utilizado, porque los cambios producidos por los
errores de redondeo cambiaran mucho el resultado.

iComo afectan al algoritmo los errores de redondeo? Un algoritmo en el que los errores de redondeo se
trasladan poco al resultado se dice estable, si no es asi se dice que el algoritmo es inestable. Por ejemplo
el algoritmo iterativo que dimos para calcular V/2 es estable, en cambio si sumamos un millon de términos
para calcular una serie es posible que los errores de redondeo afecten gravemente a la solucién como se vera

mas adelante al calcular e sumando una serie.

Si consideramos resolver la ecuacién z2 + 1000z + 1 = 0 a través de la férmula z = numeéri-

., _h_ 2 __
camente, la solucién zq = —b—vb-—dac w

_ /b2 — . . . ~ -, ;.
= W si es sensible a los cambios pequefios de b por la cancelacidn de digitos al restar los dos

nameros cercanos by vb? — 4ac. Este algoritmo es inestable para calcular x2 si b es grande comparado con
ay ¢ (compruébalo). Sin embargo calcular 2 a partir de x9 = Tll es un algoritmo estable (compruébalo).

Como las raices de una ecuacién de segundo grado dependen continuamente de los coeficientes para a # 0
el problema esta bien condicionado.

—btVb%2—4ac
2a

es poco sensible a los cambios pequefios de b pero la solucién

T2

5 Fuentes basicas de errores

Los diversos tipos de errores que pueden aparecer al resolver numéricamente un problema son:

o Errores del modelo matematico. Son inevitables si el modelo matematico de la situacién real es
moderadamente simple.

Por ejemplo al calcular la fuerza de tension del cable de soporte del lado izquierdo del mastil de un
barco, suponiendo que el soporte del cable derecho esta flojo, que el mastil estd unido al casco de
manera que transmite fuerzas horizontales y verticales y que la fuerza del viento ejercida sobre el
mastil varia en funcién de la distancia sobre la cubierta del barco. Si no se tienen en cuenta ciertos
factores, por ejemplo la resistencia del aire, se produciria un error en la formulacién del problema y
las soluciones, tanto analiticas como numéricas seran erréneas.

Otro ejemplo es la caida de un objeto, suponer que no hay resistencia del aire es valido para una caida
de pocos metros de un objeto pesado pero no para un avidén que vuela a gran velocidad o para una
pluma. Por otra parte es mas dificil obtener las soluciones de un modelo muy complicado.

e Errores producidos por la inexactitud de los datos fisicos sobre los que se basa el modelo. Por ejemplo
como consecuencia de medidas no exactas. En general los resultados de mediciones seran inexactos
siempre y estos errores afectaran a la solucién numérica del modelo (busca en Internet el principio de
incertidumbre de Heisenberg).
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Figura 2.5.1: Errores de redondeo al evaluar una funcién
e Errores por equivocacion humana al introducir mal los datos o programar incorrectamente. Debes

comprobar siempre si los datos introducidos en el ordenador son correctos y si el programa funciona
correctamente. Se conocen histéricamente errores en las operaciones matematicas de los ordenadores
y en programas comerciales. Por otra parte es impensable realizar a mano los célculos de un modelo
medianamente sencillo. Es conveniente que dos personas distintas realicen los calculos de forma
independiente, con paquetes matematicos distintos, y comprobar si los resultados coinciden.

Errores de truncamiento matematico. Muchos de los modelos matematicos, incluso los mas simples,
corresponden a procesos infinitos: integrar una funcién, derivar, tomar limite, procesos iterativos cuyo
limite es la solucién (método de Newton, métodos de punto fijo,...) Es imposible programarlos con un
namero infinito de pasos, pues el ordenador tardaria un tiempo infinito en hacerlos y no accederiamos
nunca al resultado, con lo que al implementarlos en el ordenador se cometera inevitablemente un error
al sustituir, por ejemplo, el proceso infinito de calcular una integral evaluando una de sus sumas. Este
tipo de error se conoce como error de truncamiento matematico y aparece en multitud de ocasiones.

Muchas veces este error es malentendido al considerar el truncamiento sélo como una forma de obtener
aproximaciones de los nameros.

Error de redondeo. Este se transmite al realizar operaciones y son debidos a que las computadoras
solo guardan un namero finito de cifras significativas: al realizar operaciones aritméticas el resultado
debe ser nuevamente redondeado.

Una consecuencia importante es que algunas propiedades aritméticas dejan de ser ciertas. Por ejemplo
si denotamos por a +* b el resultado de redondear a + b se tiene que (a +*b) +* ¢ # a +* (b+* ¢).
Si sumamos en punto flotante 1 con un nimero suficientemente pequefio el resultado serda 1 lo que
matematicamente es absurdo pero si sélo disponemos de un nimero dado de bits para guardar los
digitos esto es inevitable. Ademéas cuantas mas operaciones hacemos el resultado estara afectado de
mas errores.

Este hecho se puede ver muy bien graficamente, ya que si consideramos el polinomio p(z) = 27 —

728 + 212° — 352* 4 3523 — 2122 + 72 — 1 = (x — 1)" y, usando el paquete Maxima, realizamos
la grafica en el intervalo [0.988,1.012], observamos que lo que deberia de ser una grafica suave de
un polinomio tiene una forma muy angulosa y aparentemente aleatoria, a este fenémeno se le suele
llamar ruido al evaluar la funcién y ocurre cuando el intervalo en que se dibuja la funcién es demasiado
pequeno.

/* dibujemos el polinomio (z — 1)7 escrito factorizado en la variable p1 y expandido en la variable p2
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Figura 2.6.1: Errores al aproximar la derivada de exp(x) en = =1 en funcién de h

*/

pl:(x-1)"7;

p2:expand(pl);

plot2d(p1,[x,0.988,1.012]);

plot2d(p2,[x,0.988,1.012], plot2d(p2,[x,0.988,1.012],[nticks,100]);

Esto ocurre por la cancelacion severa de cifras significativas en el calculo y se debe a que, para x
cerca de 1, al calcular 27 — 728 + 2125 — 352 + 3522 — 2122 + 72 — 1 se restan muchos nimeros
cercanos (353 esta cerca de 352 para x cerca de 1 etc.) ademas de que realizamos més operaciones
que al calcular (z — 1)".

6 Relacién entre el error de redondeo y el error de truncamiento

Nos parece interesante comentar la relacién que existe entre el error de truncamiento matematico y el error
de redondeo. Por ejemplo, si, para minimizar el error de truncamiento al calcular una integral, tomamos
una suma con un millén de términos, ademas de tardar mas en efectuarse el calculo, nos encontraremos
que aumenta el nadmero de operaciones y por tanto el error de redondeo acumulado. Reciprocamente, si
por disminuir el error de redondeo reducimos mucho el nimero de términos de la suma, la aproximacién a
la integral puede ser inaceptable.

El comportamiento de la influencia conjunta de los dos errores puede representarse, de modo intuitivo, en
la figura 2.6.1 que esta generada en Maxima con

kill(errder);errder(n):=ev(abs((exp(1.410" n)-exp(1))/10" n-exp(1.)),numer);
lis:makelist([n/4,errder(n/4)],n,-72,4); plot2d([discrete,lis],[y,0,2.5]);

donde dibujamos el error cometido al aproximar la derivada de exp(z) en z = 1 por la férmula f'(z) =
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w, tomamos h en la forma 10" y dibujamos los valores de n y los valores del valor absoluto de
W — exp(1). Observa que en el eje horizontal estan los logaritmos de h.

Si el paso es grande el error de truncamiento se hace grande y por tanto el error total también se hace
grande. Si el paso es excesivamente pequeiio el error de redondeo se hace grande y por tanto el error total
aumenta. Es preciso un compromiso de forma que no se dispare ninguno de los dos errores.

: 4 rarmi oo (=)™ _ 1_1,1_1
Otro e.Je.mplo puede ser tomar 10* términos de la suma para calcular )] = .—1 +5—-3t7—-5+t-
que trivialmente es —In(2) ~ —0.693, ademas como los sumandos cambian de signo se producen errores
por cancelacién de cifras.

—10)" .

-10 i i oo (
sumando la serie de Taylor directamente ) 5% *—

También podemos considerar el calculo de e
1-— % + g — % + % + .... Al ser una serie alternada se tiene que el primer término despreciado acota
el error. Sin embargo, como los términos (7711?)71 crecen al principio en valor absoluto (para n = 10 vale
2.75573x10%), se producen cancelaciones tan severas que arruinan completamente el resultado. En efecto,
observamos que la aproximacién de la serie de Taylor llega a tomar el valor de 3.102x 1072, en contraste con
el valor de la funcién que es aproximadamente 4.54x107°. Ejecuta en Maxima las instrucciones siguientes

para observar que efectivamente la aproximacién de la serie de Taylor llega a tomar el valor indicado.

/*Primero creamos una lista con los valores de las sumas de la serie de taylor, observa que Maxima trabaja
con numeros racionales exactos */

create_list(sum((-10)~i/i!,i,0,n),n,1,40);

/* estos valores expresados aproximadamente son */
create_list(float(sum((-10)"~i/i!,i,0,n)),n,1,40);

/* que son muy exactos */

/* Si hacemos los calculos en punto flotante tenemos */

create list(sum(float((-10)"i/i!),i,0,n),n,1,40);

/* que no estan mal ya que float usa 16 digitos */

/*usamos fpprec para generar menos digitos en bfloat y que se vean las cancelaciones*/
fpprec:4;

create list(sum(bfloat((-10)~i/i!),i,0,n),n,1,40);

/* los errores relativos son muy grandes y no mejoran sumando mas términos */

La solucién, por supuesto, es calcular el inverso de el0 o, mejor ain, calcular e y elevarlo a -10.

7 Ejercicios

1. Calcula el nimero x, * > 0 més pequefio que Maxima puede representar en punto flotante. (Sug-
erencia prueba con float(10"-n) con n ~ 310 a ver si redondea a cero o no)

2. Calcula el nimero x, > 0 mas grande que Maxima puede representar en punto flotante. (Sugerencia

José Ramirez Labrador



28 7. EJERCICIOS
prueba con float(10” n) con n ~ 310 a ver si da error)

3. Ejecuta en Maxima la orden create list(float(1+10"-i)-1,i,1,30); y observa como no hay mas de 16
digitos en formato punto flotante y cémo al representar los nimeros en formato binario se pierde
precision (el resultado exacto seria 1 — 107" +1=10"" para i=1,2,3...30).

. o 1 1 1 1 1
4. ;Es posible calcular con el ordenador el valorde > | — = -+ -+ -+ -+ ... 7
~n 1 2 3 4
5. iVale lo mi lculand to flotant Idd1+1+1 il
. ¢Vale lo mismo calculando en punto flotante en el ordenador — + = + = + ... si lo sumamos
¢ - Pt 17273710000 -
empezando por 1 o si empezamos por 10000? iPor qué? (Ayuda: Prueba sum(float(1/i),i,1,10000);
para sumar empezando por 1y sum(float(1/(10001-i)),i,1,10000); para empezar por 5es)- Si no
hay gran diferencia haz fpprec: 5;y usa bfloat en lugar de float.

6. Considera los siguientes valores de p y px. jCual es el error absoluto y el error relativo al aproximar
px por p?

7. p=0.6371 x 102, px = 0.9 x 102

8. p=0.12 x 10, px=0.1x 10

9. p=0.1289725 x 10°, px = 0.1289705 x 10°

10. Obtener las soluciones de la ecuacién 22 +62.102 +1 = 0, con redondeo a cuatro digitos. Reformular

el problema para evitar la pérdida de cifras significativas debida al error de redondeo (observa que b
y Vb% — 4ac son muy cercanos en valor absoluto).
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Ecuaciones no lineales.
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30 1. METODO DE BISECCION

Este capitulo trataremos el problema de determinar raices de ecuaciones (o ceros de funciones). Es un
problema que surge en trabajos cientificos, por ejemplo, en la teoria de la difraccion de la luz necesitamos
las raices de la ecuacién

z —tan x = 0.
En el célculo de las 6rbitas planetarias necesitamos las raices de la ecuacién de Kepler
x—asen b=0,
para valores de a y b.
Los Objetivos de éste tema son:
e Conocer algunos métodos de resolucion de ecuaciones no lineales: biseccién, falsa posicién, newton y

secante.

e Ser capaz de utilizar las herramientas que existen en Maxima y los programas que se describen para
resolver ecuaciones o sistemas no lineales.

e Comprender el funcionamiento de los métodos iterativos.

e Entender los conceptos de rapidez de convergencia de un método y la importancia de tener un criterio
de parada.

Recordemos el Teorema de Bolzano: Si f : [a,b] € R — R es continua f(a) y f(b) tienen distinto signo
entonces existe un ¢ €(a,b) tal que f(c) = 0.

Comenzamos con los métodos basados en el teorema de Bolzano, también denominados métodos de inter-
valos: método de biseccién y el método de la cuerda o de la régula falsi o de la regla falsa o de la falsa
posicién.

1 Meétodo de biseccion

Sea f una funcién continua, definida en el intervalo [a,b], con f(a) y f(b) de signos distintos. Entonces,
por el teorema de Bolzano, existe p, a < p < b, tal que f(p) = 0. La pregunta es jcémo encontrarlo?. La

idea es ir partiendo el intervalo en dos trozos iguales hasta encontrarla. Para empezar tomamos a1 = a y
a; + by

by = by sea p; el punto medio de [a,b], o sea, p1 = 5

Puede ocurrir:

e Si f(p1) =0, entonces p = p1 hemos encontrado la raiz y paramos.
e Si f(p1)f(a1) > 0, entonces p € (p1,b1), y tomamos az = p1 y be = by.

e Si f(p1)f(a1) <0, entonces p € (a1,p1), y tomamos az = a1 y by = p1.
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Observa que by — ao = I’_T“ y que por la eleccién de ag, by la raiz esta dentro del intervalo [ag,bs] con lo
que el error se ha dividido por 2.

b
42+ 0 el punto medio de [a2, bo]

Ahora aplicamos el proceso al intervalo [a2, b2] y tomamos pa = 5

e Si f(p2) =0, entonces p = p1 hemos encontrado la raiz y paramos.
e Si f(a2)f(p2) > 0, entonces p € (ba, p2), y tomamos a3 = pa y b = ba.

e Si f(a2)f(p2) <0, entonces p € (az,p2), y tomamos az = ag y by = pa.

Observa que by — ag = b;—f y que por la eleccién de as, b3 la raiz estd dentro del intervalo [ag, b3] con lo

que el error se ha dividido por 2.
Repetimos el proceso hasta encontrar f(p) o hasta que el error sea suficientemente pequefio.

Nétese que para empezar el algoritmo se debe de encontrar un intervalo [a,b] tal que f(a) * f(b) < 0.
Es conveniente escoger el intervalo tan pequefio como sea posible porque en el método de la biseccién, la
longitud del intervalo que contiene al cero de f se reduce por un factor de dos que no es demasiado rapido.

Hay veces que para buscar el intervalo [a,b], tal que f(a) - f(b) < 0, es conveniente ver la grafica de la
funcién,

Usar el método de la biseccion para encontrar la raiz mds cercana a 0 de la ecuacién e* = sen x

3.1.1 Criterio de paro

Observamos que en el método de la biseccidn el proceso para buscar la solucién aproximada se repite hasta
obtener una buena aproximacién. Entonces nos preguntamos jcudndo debe terminar el método?. Una
sugerencia seria finalizar el calculo cuando el error se encuentre por debajo de algin nivel prefijado. Asi,

dada una tolerancia € > 0, podemos generar p1,p2, -+ ,pn hasta que se verifique una de las condiciones
siguientes:
o |pn —pN-_1|<e€ (error absoluto).
o | PN~ PN-1 |< e, pN # 0 (error relativo).
PN

o | flpn)|<e (f(pn) cerca de cero).

Pueden surgir dificultades usando cualquiera de estos criterios. Usualmente la segunda desigualdad es la
mejor para utilizar, porque:

(a) Existen sucesiones {p,} tal que las diferencias p,, — p,—1 converjan a cero, mientras que la sucesi6n
diverge.

(b) Es posible que f(py) esté muy préximo a cero pero p,, difiera de p.

Aungque si el valor de la raiz es cercano a cero puede haber problemas.
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3.1.2 Convergencia

El algoritmo de la biseccién tiene la ventaja que converge siempre a una solucién pero tiene el inconveniente
que converge lentamente y, ademds, una buena aproximacién intermedia puede ser desechada. Como la
longitud del intervalo en que esta la solucién se divide por 2 cada vez que repetimos el proceso, si repetimos
el proceso de biseccién 3 veces la longitud de intervalo se divide por 8, si son 4 la longitud de intervalo se
divide por 16 etc. Para que la longitud se divida por 10* hay que repetir el proceso 10g1]f)(2) ~

k .
0.301030 25!
que para que la longitud del intervalo se divida por 10° hay que repetir el proceso 20 veces.

3.1.3 Algoritmo de biseccién con Maxima

Aplicamos el método de la biseccién a la ecuacién cos(z) cosh(x) + 1 = 0.

En primer lugar obtenemos la grafica de la ecuacién que nos indicard el intervalo donde se encuentra la
solucién. Asi, en la siguiente figura, vemos que la funcién cos(z) cosh(z) + 1 tiene en el intervalo [—2, 2]
dos soluciones,

/* pintamos la funcién */
plot2d(cos(x)*cosh(x)+1,[x,-2,2]);

/*Vamos a implementar el algoritmo con un bucle, observa que no comprobamos si hay alternancia de signo
al principio, por lo que puede dar resultados erréneos */

bisec(f,a,b,n,err):=block([nn:0,tem:(a+b)/2,x0:a,x1:b],while (nn<n and abs(x1-x0)>err) do (nn:nn+1,if
(ev(f,x=tem)*ev(f,x=x0)<0) then (x1:tem, tem:(x0+x1)/2) else (x0:tem, tem:(x0+x1)/2) ), if nn=n then
print(" no alcanzamos la solucion con el error aceptable, la aproximacion es", tem) else tem);

/*comprueba buscando /2 entre 1y 2 con hasta 30 iteraciones */
bisec(x" 2-2,1,2,30,10" -3);

/* si quieres verlo en forma decimal haz*/

%,numer;

/*idem buscando /2 entre 1y 2 con pocas iteraciones */

bisec(x" 2-2,1,2,3,10" -3);

/* si no hay alternancia de signo el resultado es impredecible (observa que la raiz esta entre 1y 2 y no entre
0y 1%/

bisec(x" 2-2,0,1,3,10" -3);

/* Vamos a hacerlo de otra manera, poco a poco y usando una lista que tiene los valores de los extremos

del intervalo en cada momento a, b y la funcién f(x) recuerda que las listas se escriben entre [] y que los

elementos se indican como lista[1], lista[2] etc., usamos xm para guardar %2, esta version sélo devuelve el

2
intervalo pequefio correcto, observa que no comprobamos si f(‘%’b) = 0 0 no, ni tampoco si hay alternancia

del signo de f en los extremos del intervalo al principio*/

kill(bolzal);
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bolzal(arg):=block([a:arg[1],b:arg[2],f:arg[3], xm:(arg[1]+arg[2])/2], if (ev(f.x=xm)*ev(f,x=a)<0) then [a,xm,{]
else [xm,b,f] );

/* preparamos el valor de a,b,fy ahora repetimos 20 veces, lo hacemos para calcular v/2 ~ 1.414213562373095
resolviendo 22 — 2 = 0 en el intervalo [1,2] */

ini:[1,2,x" 2-2]; for i:1 thru 20 do (print(ini),ini:bolzal(ini));

/* Observa que el resultado esta dado como fracciones porque Maxima intenta minimizar los errores,
repetimos poniendo print(float(ini)) en el bucle, fijate como se acerca a la solucién y que la solucién esta
dentro de cada intervalo*/

ini:[1,2,x" 2-2]; for i:1 thru 20 do (print(ini),ini:bolzal(ini));

/* vamos a controlar ahora que la longitud del intervalo (que es una cota del error absoluto) se haga pequeiia
por ejemplo menor que err=10"3 */

ini:[1,2,x" 2-2]; err:10"-3;

while abs(ini[1]-ini[2])>err do ( print(float(ini)),ini:bolzal(ini) );
/* quizas te interese ver solamente el resultado */

ini:[1,2,x" 2-2]; err:10"-3;

while abs(ini[1]-ini[2])>err do ( ini:bolzal(ini)); print(" el valor aproximado es ", float( (ini[1]+ini[2])/2 )

/* Comprobamos que la funcién tiene alternancia de signo en los extremos al principio, si no es asi devolvemos
un error y paramos*/

ini:[1,2,x" 2-2]$ err:10" -39

if ev(ini[3],x=ini[1])*ev(ini[3],x=ini[2])>0 then print("error en los datos f(a) y f(b) tienen igual signo") else
( while abs(ini[1]-ini[2])>err do ( ini:bolzal(ini)), print(" el valor aproximado es ", float((ini[1]+ini[2])/2)))

/* comprueba que funciona usando ini=[1,2,x" 2-2] que va bien y ini=[0,1,x" 2-2] que no cumple la condicién

f0)+ f(1) <0 %/

/* prueba con otros valores de error (si el error es excesivamente pequefio puede tardar bastante) y otras
funciones, observa que el programa se puede mejorar para que refleje si f(xm) = 0, se puede cambiar la
condicién de parada basada en el error absoluto por otra basada en el error relativo, etc. */

A continuacién exponemos una variante del método de la biseccion.

2 Meétodo de regula falsi o de falsa posicién

Suponiendo que una raiz de la ecuacién f(x) = 0 que se encuentra en el intervalo [a;, b;], calculamos la
interseccion con el eje = de la recta que une los puntos (a;, f(a;)) y (b, f(b;)), denotando este punto por

Dpi:
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T — a4 Z/—f(ai)

bi—ai  J(b) — flai)
Expresamos la ecuacién en forma explicita,
bi — a;
y= 1O o)+ fa

bi—ai

El punto p; se obtendra haciendo la interseccidn de esta recta con el eje horizontal y = 0, operando se llega
a que
pim = aif(bi) — bif(a;)
f(bi) = f(ai)

Si f(pi)f(a;) <0, definimos a;+1 = a; y bit1 = pi. Si f(p;)f(b;) <0, definimos a; 11 = p; y biy1 = b;.
Generamos de esta forma una sucesion de intervalos que contendra a la solucion.

/*El programa en Maxima es muy similar, sélo hay que cambiar la forma de obtener el nuevo punto*/
kill(falsapos);

falsapos(arg):=block([a:arg[1],b:arg[2],f:arg[3],xm], xm:(a*ev(fx=b)-b*ev(fx=a))/(ev(f,x=b)-ev(f x=a)),
if (ev(f,x=xm)*ev(f,x=a)<0) then [a,xm,f] else [xm,b,f] );

/*el resto es igual, por ejemplo haz */

ini:[1,2,x" 2-2]; for i:1 thru 20 do (print(ini),ini:falsapos(ini));

Ejercicio:Encontrar una raiz de 62 — ¢” = 0 en el intervalo [0, 1] usando el método de la falsa posicién.

El método de la falsa posicién puede ser mucho mas rapido que el de la biseccién, pero también puede
darse el caso contrario dependiendo de la funcién concreta y del orden de los puntos iniciales. Este hecho
lo podemos demostrar aplicando ambos métodos a la funcién f(z) = 2% — 1 y comprobando que mientras
que el método de la biseccion requiere 8 aproximaciones para encontrar una solucién en el intervalo [0,1.5]
con un error aproximado porcentual menor que 1 centésima, el método de la cuerda necesita hasta 16
aproximaciones.

3 Iteracién de punto fijo

Se trata de hallar aproximaciones de ecuaciones del tipo x = g(x). A una solucién xo de esta ecuacién se
le denomina un punto fijo de la funcién g, ya que g(z) lleva o en él mismo.

El problema de basqueda de las raices de f(x) = 0 tiene soluciones que corresponden a los puntos fijos
de g(x) = = con g(x) = x — f(z). Por tanto, lo que primero tenemos que hacer es estudiar cuando una
funcién tiene un punto fijo y cémo se puede determinar este punto fijo.

Veeamos graficamente que la funcion g(x) = x? — 2 tiene exactamente dos puntos fijos en v = —1,x = 2
/* pintamos las dos funciones */

plot2d([x,x" 2-2],[x,-2,4]);
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Unas condiciones suficientes para la existencia y unicidad de un punto fijo son:

Si g es continua en [a,b] y g(x) €[a, b] para todo x €[a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b]. Si
ademas, g es derivable en (a,b) y | ¢'(z) |< k < 1 para todo = €(a,b), entonces g tiene un tnico punto
fijo p en x €|a, b].

Por ejemplo g(z) = "’323’1 es continua en [-1,1], el valor absoluto de su derivada |¢’(z)| = |2£| esta acotada en

[-1,1] por % y 9([—1,1]) C [—1, 1] asi que satisface las condiciones anteriores. Haciendo float(solve(x=(x" 2-
1)/x)); se ve que hay puntos fijos en x ~ —0.30277563773199 y x ~ 3.302775637731995

3.3.1 Iteracién funcional

Para aproximar un punto fijo de una funcién g, escogemos una aproximacién inicial pp y generamos una
sucesion {p,}>2, tal que p, = g(pn—1), para todo n > 1, los primeros elementos de la sucesién son

0, 9(Po), 9(9(po)), 9(9(9(po))), ----

Ejercicio: toma una calculadora de bolsillo escribe un namero positivo, y pulsa repetidas veces la tecla de
raiz cuadrada. Observa si el resultado se acerca al valor 1.

Si {pn}>2, converge a py g es continua resulta que
p=lim p, = lim g(pn—1) = g(lim p,—1) = g(p),
n— oo n—oo n—oo

es decir, el punto fijo es el limite de la sucesién. Esta técnica es conocida como técnica iterativa de punto
fijo o iteracion funcional. El procedimiento lo detallamos en la siguiente figura.

La programacién en Maxima es mas simple porque, si definimos g fuera, solo tenemos que llevar el valor de
Pn

2
* ; P ; -1 *
/ guardamos en la variable gqg la funcién g por ejemplo 3 Y llamamos al valor actual pn /

ggg:(x~ 2-1)/3; kill(iter);iter(pn):=ev(ggg,x=pn);

/* ahora repetimos el proceso igual que antes, por ejemplo empezando desde pn =0 */
pn:0; for i:1 thru 20 do (print(float(pn)),pn:iter(pn));

/* observa lo bien que converge */

La cuestién es garantizar que la funcién g converja a una solucién de © = g(x) y escoger g de tal manera
que la convergencia sea tan rapida como sea posible.

Dada la ecuacién x3 +4x% —10 = 0. Determina de cinco formas diferentes la funcién g (por ejemplo prueba
x = /10 — 422 despejando la = de 23 o bien 2 = v/10 — 23 /2 despejando de 22 o bien x = 2 + 422 — 10

sumando x a ambos lados de la ecuacidn).
Ejercicio: Aplica el método de iteracién de punto fijo para las cinco alternativas de g y estudia si convergen.

Con las condiciones anteriores de existencia y unicidad se puede garantizar que, si pg es un namero cualquiera
de [a, b], entonces la sucesién

pTL :g(pn—1)7 TLZ 17

converge al anico punto fijo p € [a,b], se puede demostrar también que
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Si g satisface las condiciones (3), una cota para el error involucrado al usar p,, para aproximar a p esta dada
por

| pn — p |< K" max{py — a,b—po} para cada n > 1.

Por tanto la rapidez de convergencia esta relacionada con la cota k de la derivada de g en [a,b]. Es claro
que cuanto mas pequefio se puede hacer k, mas rapida serad la convergencia.

T

Ejercicio: Obtener mediante el método de iteracién una solucién aproximada de la ecuacion e = x en el

intervalo [0.3,1]. j Cuantas iteraciones hacen falta para que el error sea menor que 10737

(Si Maxima deja las exponenciales sin calcular para mantener mas precision prueba a cambiar
ggg:float(exp(-x)); o bien kill(iter);iter(pn):=ev(ggg,x=pn,numer);

o bien pn:0; for i:1 thru 20 do (print(float(pn)),pn:float(iter(pn))); )

Dada g € C'([a,b]) Es posible que el método de iteracién dado por pg, pni1 = g(pn) no converja a un
punto fijo para todo valor inicial pg € [a,b] y, sin embargo, el método converge localmente es decir existe
un € > 0 tal que para todo py €(p — €, p+ €) la sucesion p, converge a p. En este caso se dice que p es un
punto atractivo.

Se puede probar que si g una funcién definida en [a,b], g € C'([a,b]). Si g tiene un punto fijo p en [a, b]
y | ¢ (p) |< 1 entonces p es un punto atractivo. Por tanto, a efectos de convergencia, es conveniente que
la derivada de g en el punto fijo sea < 1 en valor absoluto. En algunos problemas es suficiente tomar pg
arbitrariamente, mientras que en otros es muy importante seleccionar una buena aproximacion inicial.

4 El método de Newton

El método de Newton, a veces llamado de Newton-Raphson, es uno de los métodos numéricos mas conocidos
y poderosos para la resolucién del problema de basquedas de raices de f(x) = 0. Hay diversas maneras de
introducir este método, una de ellas es mediante un enfoque intuitivo basado en el polinomio de Taylor.

Supongamos que f es continuamente diferenciable dos veces en el intervalo [a,b], es decir, f € C?[a,b].
Sea p una solucién de la ecuacién f(x) = 0. Sea po €[a, b] una aproximacién a p. Por el teorema de Taylor
sabemos que

0= f(p) = F(po+h) = F(po) + f'(wo)h + O(?),

donde h = p — pg. Si h es pequeiia (es decir, py es préximo a p), es razonable ignorar el término O(h?) y
resolver el resto de la ecuacion para h. En consecuencia,

__ f(po)
f'(po)

Como h = p — pg, deducimos
P f(po)
f'(po)
El método de Newton comienza con una estimacién py de p a partir de la cual se define inductivamente
una sucesién de aproximaciones

f(pn—1)

f/(pn—l)’ nzl Yy f(pn—1)750

Pn = Pn—1 —
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Geométricamente los p,, son los puntos de corte con el eje X de la recta tangente a f en p,_1.

Este método es una técnica de iteracién funcional p, = g(pn,—1), n >1 para la cual

Pn = g(pn—l) =Pn—1—

Se ve claramente que si f/(p,—1) = 0 para algln n, el método no puede continuarse.
A continuacién ilustramos graficamente como se obtiene las aproximaciones usando tangentes sucesivas.

Se puede probar que el método de Newton converge si f €C%[a,b], p €[a,b] con f(p) =0, f'(p) # 0y la
aproximacién inicial pg esta lo suficientemente cerca a p.

Igual que antes es preciso imponer una condicién de parada fijado € > 0 construimos una sucesién p1, ...,y
hasta que ocurra uno de los tres casos siguientes:
1. | pn—pna1|<6e (error absoluto).

’ Pn — Pn—-1 ’ <

2.
| pn |

€, pn # 0 (error relativo).
3. | flpn) I< € (funcién pequeiia).

Cualquiera de las condiciones anteriores tiene sus ventajas e inconvenientes.
La programacién del método de Newton en Maxima es simple, si definimos g y g’ fuera,

/* definimos g en la variable ggg por ejemplo % en ggp ponemos la derivada y llamamos al valor actual
pn*/

ggg:(x” 2-1)/3;ggp:diff(ggg,x); kill(newt);newt(pn):=ev(x-ggg/ggp,.x=pn);

/* ahora repetimos el proceso igual que antes, por ejemplo empezando desde p, = 0.9 */
pn:0.9; for i:1 thru 10 do (print(float(pn)),pn:newt(pn));

/* observa lo bien que converge */

/* empieza por otros valores de go y observa el comportamiento de la sucesién, por ejemplo toma pg =
—2.9, po = 0,pp = 100 Si los célculos son lentos haz pn:float(newt(pn)) para que se hagan en punto
flotante */

Ejercicio: Obtener la solucién tnica de o3 + 422 — 10 = 0 en el intervalo [1,2] mediante el método de
Newton. Comparar los resultados obtenidos con los obtenidos en el ejemplo 3.3.1 por el método iterativo.

Puedes programar en Maxima el método de Newton de forma mas sofisticada haciendo
newton(f,x,err):=([y,df,dfx],df:diff(f('x), x),
do (y:ev(df),x:x-f(x)/y,if abs(f(x))<err then return (x)));

/* Observa que 'x impide la evaluacién de x para poder calcular la derivada. Si queremos calcular v/2
partiendo de gy = 100 con la condicién de parada que el valor de g(x,) < 10~ ponemos */
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fun(x):=x" 2-2; newton(fun,100,10" -3);

Ejercicio: Aproximar la solucién de e™*

relativo sea menor que 1075,

— 2 = 0 por el método de Newton en [0, 1], hasta que el error

Normalmente, si partimos de pg suficientemente préximo a la solucién el método de Newton converge muy
rapidamente. En la practica se suele usar un método tipo biseccién para aproximarse a la raiz, y cuando
estamos suficientemente cerca, se usa el método de Newton.

3.4.1 Raices mdaltiples

Si resolvemos sen(z) —x = 0 con py ~ 0 tenemos que la convergencia a cero es muy lenta, para verlo haz
en Maxima

ggg:sin(x)-x;ggp:diff(ggg.x); kill(newt);newt(pn):=ev(x-ggg/ggp.x=pn);
pn:0.1; for i:1 thru 10 do (print(float(pn)),pn:newt(pn));

y observa como después de 10 iteraciones la aproximacién es 0.0026004496692008. Esto no es normal
porque el método de Newton converge rapidamente cerca de la raiz, en general dobla el namero de digitos
exactos en cada iteracidn.

Si observas que el método de Newton converge lentamente debes considerar la posibilidad de raices miiltiples.
El método de Newton funciona mal en el caso en que la raiz p sea también un cero de la derivada ya que
en pp = Pn_1 — % el denominador estara cerca de cero. La solucién es modificar el método usando
en lugar de la funcién g la funcién h = <, es facil comprobar que si g tiene una raiz maltiple entonces h
tiene una raiz simple y el método de Newton funcionard mas deprisa (el inconveniente es que se realizan

mas calculos). Compruébalo haciendo
ggg:(sin(x)-x) /diff(sin(x)-x,x);ggp:diff(ggg,x);
pn:0.1; for i:1 thru 10 do (print(float(pn)),pn:newt(pn));

en la segunda iteracién ya da 2.2140276631911308 * 10~ y en |a siguiente aparece una divisién por cero
(como es normal ya que es un cero miltiple).

5 Meétodo de la secante

Algunas veces el método de Newton no es adecuado, por ejemplo porque la derivada de la funcién es
muy complicada, y se usa una variacién del método de la falsa posicién para afinar la raiz. Recuerda que
calculamos la interseccion con el eje = de la recta secante que une los puntos (a, f(a))y (b, f(b)), haciendo
af(b) —bf(a)

f) = fla)

El método de la secante consiste en dados dos puntos iniciales pg, p1 generar la sucesién pg,p1,p2, ... a
partir de la relacién

la interseccién de esta recta con el gje horizontal y = 0, se llega a que z =

— pn—2f(pn—l) - pn—lf(pn—Z)
f(pn—1) — f(pn—2)

Pn (3.5.1)
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Observa que, a diferencia del método de la falsa posicion, no comprobamos si hay alternancia de signos para
elegir un intervalo, por tanto no esta garantizado que se acerque a la solucién; sin embargo, si partimos de
dos puntos suficientemente préximos a la solucién el método de la secante converge rapidamente (pero no
tanto como el método de Newton).

/*El programa en Maxima es sencillo, necesitamos llevar los dos puntos, de paso llevamos la funcién también,
observa que la entrada es [a,b,f] y la salida es [b,xsec,f]*/

kill(secante);

secante(arg):=block([a:arg[1],b:arg[2],f:arg[3],xsec], xsec:(a*ev(f,x=b)-b*ev(f,x=a))/(ev(fx=b)-ev(f,x=a)),
[b,xsec,f] );

/*el resto es igual, por ejemplo para calcular v/2 haz */
ini:[1,2,x" 2-2]; for i:1 thru 10 do (print(float(ini)),ini:secante(ini));
Observa que converge muy bien a /2 pero un poco peor que el método de Newton.

Maxima incorpora la funcién find _root(f,x,a,b) y newton, hay que hacer load (newtonl); para cargarla.

6 Sistemas de ecuaciones no lineales

El método de Newton puede extenderse a sistemas de ecuaciones no lineales.
En Maxima el paquete mnewton incluye la funcién

mnewton([lista funciones], [listavariables], [listavaloresiniciales]); para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales. Por ejemplo, para resolver numéricamente 3z —cos(x+ y)—1/2 = 0, exp(x+y) = x*cos(y)+2
a partir de los valores iniciales x = 0,y = 0,

hacemos load(mnewton);

mnewton([3*x-cos(x+y)-1/2,exp(x+y)-x*cos(y)-2],[x,y].[0,0]);

que nos devuelve [[x=0.33333333333333,y=0.5042735042735]]

sustituyendo los valores obtenidos en 3*x-cos(x+y)-1/2,exp(x+y)-x*cos(y)-2 haciendo
ev([3*x-cos(x+y)-1/2,exp(x+y)-x*cos(y)-2],[[x=0.33333333333333,y=0.5042735042735]],numer);

tenemos [-0.16924296469694,0.018988253175311] que no es excesivamente bueno. En el caso de varias
ecuaciones no lineales con varias variables es muy importante partir de buenas aproximaciones iniciales.

7 Ejercicios

1. Sea la ecuacién

sen(z) — 2cos(2x) + 2% = 7 — 2

(a) Demostrar, graficamente y aplicando Bolzano, que admite al menos una raiz en el intervalo
[0, 37].

José Ramirez Labrador



40

7. EJERCICIOS

10.

11.

(b) Utilizar el comando find _root para aproximar la raiz considerando como valor inicial g = 5.

(c) Se obtiene raiz exacta? jCon qué error ha sido aproximada?.

. Aplica reiteradamente el método de biseccién para hallar, con error menor que 1073, la raiz de

x = tan(z) que esta entre 4 y 4.5. Compara con la solucién obtenida por find _root.

. Usa el método de biseccidn para aproximar la raiz de:

(a) f(z) = Va? + 1 — tan z, comenzando en el intervalo [0.5, 1] hasta que |e,| < 1%.
(b) f(z)

e™*" — 2z + 1 comenzando en el intervalo [0.75, 1], hasta que |e,| < 1%.

. Demostrar que la funcién f(z) = 23 + €% — 10 tiene una Gnica raiz real.

(a) Determinar un intervalo en el cual esté la raiz.
(b) Dibujar la grafica de la funcién.

(c) Calcular el namero de iteraciones para obtener una aproximacién con 10 decimales con el algo-
ritmo de la biseccién.

. Define una funcién que implemente el método de la régula falsi, dados a, b. Aplicala reiteradamente

para hallar, con error menor que 1072 la raiz de z = cos(z) que esta entre 0 y 1. Compara con la
solucién obtenida por find _root.

. Usa el método de la régula falsi para aproximar la raiz de,

(a) f(z) =4 — 22 — 2% comenzando en el intervalo [1,2], hasta que |e,| < 1%.

(b) f(x) =In x + 2% — 4 comenzando en el intervalo [1,2], hasta que |e,| < 1%.

. Aplicar el método de la biseccién y de la regla falsa a la funcién f(z) = 2% — 1, comenzando en el

intervalo [0,1.5] hasta que |eq| < 1%.;Cual de los dos métodos converge mas rapido?

2

. Los primeros ordenadores calculaban la raiz cuadrada de a resolviendo por Newton la ecuacién x*—a =

0. Comprueba para varios valores de a (por ejemplo a = 3,5,10,17) que tal funciona el método
partiendo de la raiz cuadrada entera (1,2,2,4).

. Los primeros ordenadores calculaban é el inverso de un nimero a # 0O resolviendo por Newton la

ecuacion za — 1 = 0. Deduce a mano la forma de p,11 y mira si es adecuada para un ordenador que
no sabe dividir. Escribe la ecuacién za — 1 = 0 en la forma a — % = 0 y deduce a mano la forma
de pp4+1 ahora. Comprueba para varios valores de a (por ejemplo a = 3,5, 10, 17) que tal funciona el
método dependiendo del valor inicial (prueba para po > 5y 0 < po < 5).

Define una funcién que implemente el método de Newton, dado x(. Usala para afinar las soluciones
de los apartados 2 y 3. Compara con las soluciones obtenidas.

Usa el método de Newton para aproximar la raiz de,

(a) f(z) =1— 22 — arctan x comenzando con z¢ = 0.5 hasta que |e,| < 1%.

(b) f(z) = cos x — z, comenzando con xyp = 1 hasta que |e| < 1%
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12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

Define una funcién que implemente el método de la secante, dados a y b. Usala para afinar las
soluciones de los apartados 2 y 3. Estudia que método es mas rapido en acercarse a la solucién.

Determinar la raiz real minima de f(z) = —11 — 22z + 1722 — 2.523:

(a) Graficamente.

(b) Usando el método de la secante para |e]| < 1%

Determinar la raiz positiva minima de f(x) = 7sen(z)e~! — 1:

(a) Graficamente.
(b) Usando el método de Newton.

(c) Usando el método de la secante.

Modifica las funciones correspondientes a los métodos de biseccién, régula falsi, Newton y secante de
forma que se introduzca la tolerancia como entrada y se devuelva la solucién dentro de la tolerancia.
Modifica de nuevo las funciones para que devuelva también el nimero de veces que se ejecuta el
método.
Resuelve las ecuaciones
x = cos(z), que tiene una raiz cerca de = = 0.739085,
220 — 1 = 0 que tiene una raizen z = 1,
tan(z) — 30 = 0 que tiene una raiz cerca de z = 1.537475,

1 . . . .
TeF = 0 que no tiene ninguna raiz,
22 —2.22 + 1.21 = 0 que tiene una raizen z = 1.1

por los diversos métodos que hemos estudiado compara como se comportan y que tan rapido conver-
gen. (22 — 1 = 0 es complicada porque la funcién es muy plana cerca de la solucién y crece muy
deprisa fuera; tan(xz) — 30 = 0 necesita un buen valor inicial y también crece deprisa a uno de los
lados de la solucién; la altima ecuacion tiene una raiz doble).

Aplica el método de Newton y de la secante al polinomio 3 —5.5622 +9.1389z — 4.68999. Dibujalo y
observa que tiene una raiz doble cerca de 1.2 y otra simple cerca de 3. Aplicale el método de Newton
para raices maltiples y comprueba la rapidez de convergencia.

Usar:
(a) la iteracién de punto fijo y,
(b) el método de Newton-Raphson

para determinar la raiz de f(x) = —0.922 + 1.7x + 2.5 usando z¢ = 0. Efectie el calculo hasta que
€, sea menor que 0.01%.

El desplazamiento de una estructura esta definido por la siguiente ecuacién para una oscilacién amor-
tiguada:
Y= 8eFt coswt

donde k=0.5y w = 3.
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(a) Usar el método grafico para hacer una primera estimacién del tiempo requerido para que el
desplazamiento disminuya a 4.

(b) Usar el método de Newton-Raphson para determinar la raiz al ¢, = 0.01%.

(c) Usar el método de la secante para determinar la raiz al ¢, = 0.01%.

1
20. Partiendo de que en un circuito 11 + Th = ? f es la frecuencia, y C el Ciclo de trabajo, C' =

Ty
1+ 15

(a) Ty = RA-C -1n(2)

x 100% demostrar que:

(b) Ty = RA-RB-C <|RA—2RB|>

RA+RB 2RA - RB
(c) Hallar, para RA = 8670, C = 0.01 x 1070y Ty, = 1.4 x 1074, T}, f y el ciclo de trabajo.
(d) Hallar RB.

21. La relacion entre la longitud de onda A y el periodo T de una onda de gravedad que se desplaza sobre
la superficie de un cuerpo de agua esta dada por la siguiente relacién de dispersion:

w? = gktanh(kh)

2
donde w = — es la frecuencia angular, g la aceleracién de la gravedad (9.810 m/s?), h la profundidad

™ : :
y k = — el nimero de onda. El forzante que genera la onda determina su periodo T" (y por tanto
su frecuencia angular). El problema consiste en encontrar la longitud de onda A que le corresponde a
cada profundidad h.

(a) Plantear la forma de resolucién de este problema utilizando el método de Newton-Raphson.

(b) Aplicarlo para obtener la longitud de las olas generadas por vientos locales con un periodo de 8
segundos en una zona de 3 metros de profundidad.

(c) Aplicarlo para obtener la longitud de las olas generadas por una marea con un periodo de 12,42
horas y una profundidad de 7 metros.

(d) Comprobar que verifica la solucién.

Obtener los resultados con 4 digitos significativos y expresar los resultados con su error.
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44 1. METODOS DIRECTOS DE RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Los sistemas lineales de ecuaciones se presentan en muchos problemas de ingenieria. Por ejemplo las leyes
de Kirchhoff para circuitos eléctricos establecen que el flujo neto de corriente a través de cada unién de
un circuito es cero y que la caida neta de voltaje alrededor de una seccién cerrada del circuito es cero. Si
suponemos que se aplica un potencial de V volts entre los puntos A y G en el circuito y que vy, v, Vg, Ve
y vy son los potenciales en los puntos B,C,D,E y F respectivamente. Usando G como punto de referencia,
las leyes de Kirchhoff implican que estos potenciales satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

3lvy, — 10w, - 6vy = 13V,
2'Ub — 87)c + 3’Ud + 3’Ue = 0,
Ve — Vg + e = 0,

20 + 4dvg — Tve +vp = 0,

12v + 15v4 — 47v = 0.

Resolver a mano un sistema de 5 ecuaciones con 5 incégnitas no es tarea facil y en realidad es muy frecuente
tener que resolver sistemas de ecuaciones lineales de miles de ecuaciones con miles de incégnitas.

La idea de aplicar la regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones solamente es posible en la practica
para valores pequefios de n, pues este método involucra tal cantidad de operaciones que una computadora
puede tardar afios en resolver un sistema de veinte ecuaciones y veinte incégnitas por el método de Cramer.
Afortunadamente existen otros métodos mas eficientes para obtener la solucién de un sistema lineal y a eso
dedicaremos este tema. Ademas, en general la forma mas facil de calcular el determinante o el rango de
una matriz es pasarla a forma triangular.

Los Objetivos de éste tema son:

e Conocer algunos métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales: Gauss con y sin pivoteo,
factorizacién LU, métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel.

e Ser capaz de utilizar las herramientas que existen en Maxima y los programas que se describen para
resolver sistemas lineales.

e Saber utilizar las funciones de Maxima para calcular determinantes, hallar matrices inversas, calcular
autovalores y autovectores, ...

e Entender el conceptos de matriz diagonalmente dominante y su importancia para la convergencia de

los métodos iterativos.

Los métodos numéricos que nos permiten resolver con el uso de computadoras sistemas de ecuaciones de
la forma Ax = B pueden ser de dos tipos: directos e iterativos.

A continuacién pasamos a estudiar los

1 Meétodos directos de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

Si una matriz tiene todos los elementos situados por debajo de la diagonal nulos decimos que es triangular
superior y si tiene todos los elementos situados por encima de la diagonal nulos decimos que es triangular
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inferior. Por ejemplo la matriz de los coeficientes del sistema

6x1 — 220 = 12
12:62 = 34

es triangular superior. Para resolver éste sistema basta empezar por la Gltima ecuacién para calcular x5 y
sustituir su valor en la ecuacién anterior para hallar x1. De esta forma resolver un sistema de n ecuaciones con
n incégnitas cuya matriz sea triangular es muy sencillo porque basta (para el caso de triangular superior)
empezar por la Gltima ecuacién para hallar la dltima incognita, sustituir en la penaltima ecuacién para
hallar la peniltima incognita, sustituir las incégnitas halladas en la antepeniltima ecuacién para hallar
la antependltima incognita, etc. En definitiva resolver el sistema empezando por abajo. Observa que,
haciéndolo de esta forma, cada ecuacién sélo tiene una incégnita al resolverla. En el caso de que la matriz
sea triangular inferior se resuelve el sistema de arriba abajo empezando por la primera ecuacién.

El sistema siguiente tiene la matriz de los coeficientes triangular inferior y se resuelve facilmente hallando
x1 de la primera ecuacién, sustituyendo el valor de =1 en la segunda y hallando x5.

6.1'1 =12
22x1 + 1229 =24

Observa que calcular el determinante de una matriz triangular es muy sencillo, basta multiplicar los elementos
de la diagonal principal.

Los métodos directos son aquéllos que calculan la solucién del sistema en un nimero finito de operaciones,
pero esta solucién puede estar sujeta a los errores de redondeo e inestabilidad, por lo que es muy importante
en la eleccién del método el nimero de operaciones y la propagacién de los errores. Los tipos mas comunes
de métodos directos son:

i) De eliminacién.

i) De factorizacion.

Estos métodos se basan en que la resolucién de un sistema con matriz triangular es inmediata.

Como método de eliminacién estudiamos el método de triangulacién de Gauss que se basa en pasar el
sistema a uno equivalente cuya matriz de coeficientes sea triangular.

4.1.1 Meétodo de Gauss, pivoteo

Este método transforma el sistema inicial, Az = B, en otro equivalente cuya matriz de coeficientes es
triangular superior y la solucién se obtiene mediante sustitucion hacia atras. Ya que las soluciones de un
sistema de ecuaciones no cambian si sumamos (o restamos) a una ecuacién un miltiplo de otra lo que
queremos hacer es obtener un sistema equivalente cuya matriz de coeficientes sea triangular. Una vez el
sistema esté escrito en forma triangular (pongamos superior) la solucién se obtiene resolviendo las ecuaciones
empezando desde abajo. Para conseguir obtener un sistema de forma triangular superior, si a1 # 0 hacemos
cero los elementos de la primera columna que estan por debajo de a1; sumando a las demas ecuaciones un
multiplo adecuado de la primera ecuacién. Si el nuevo coeficiente ag) # 0 restamos a la tercera, cuarta,...
ecuacién un mdltiplo de la segunda para que los nuevos elementos de la segunda columna que estan por

(2)

debajo de a4y sean cero y repetimos el proceso hasta que todos los elementos por debajo de la diagonal
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o 2
principal sean cero. A los elementos an,ag;,... que vamos usando para hacer cero los elementos de la
columna que estan abajo se les llama pivotes.

Para ilustrar el método resolvemos el sistema de ecuaciones siguiente:

1 — X9 + 223 = -8
2x1 — 3xo +3x3 = —20 (4.1.1)
1+ x2 + 23 =-2

El elemento a1 = 1 # 0; como aj2 = 2 restamos 2 veces la primera ecuacién de la segunda y la segunda

ecuacién queda —zo — x3 = —4. Restando la primera de la tercera queda 2x5 — x3 = 6 (observa que -2 es
_ a1z . _ Q13 aci ; :
ap, Y que les a11) asi que un sistema equivalente es
T — X9 +2x3 = —8
—Ty — 3 — —4

200 —x3 =06

(2)

Como ahora el nuevo elemento ay, = —1 # 0 podemos sumarle a la tercera ecuacién 2 veces la segunda
(observa que 2=—%) para hacer que la tercera ecuacién sea —3x3 = —2 y un sistema equivalente es
1 — X2 +2x3 = -8
—x9—23 = —4
—31‘3 = -2

Este sistema esta en forma triangular superior. De la Gltima ecuacién se deduce que x3 = %; sustituyendo
en la segunda ecuacidn tenemos que —z9 — % = —4 asi que z2 = 1—30 y sustituyendo en la primera ecuacién
tenemos que 1 — % + % = —8& asi que x1 = —6.

- L , 1 2
Destacamos que el procedimiento no funcionard si alguno de los elementos de la diagonal a§1): aé;,

3) (n)

a35,...,0nn que van apareciendo es cero. Compruébalo aplicando el método al siguiente sistema de
ecuaciones
T — X9 + 223 = -8
21 — 2x90 + 3x3 = —20 (412)
x|+ T2 + I3 =-2

Veras que el agQ) que aparece es cero. jQue hacer? Por ejemplo cambia la segunda ecuacién de sitio con

la tercera.
/* implementamos el metodo de Gauss en Maxima

Escribimos por filas las ecuaciones con los términos independientes, asi la ecuacién x+2y+3z=>5 la escribimos
en una lista [1,2,3,5], observa que los tres primeros nimeros corresponden a los coeficientes y el dltimo al
término independiente. El sistema de ecuaciones sera pues una lista formada por las listas correspondientes
a las ecuaciones, por ejemplo el sistema (4.1.1) lo escribiremos [[1,-1,2,-8],[2,-3,3,-20],[1,1,1,-2]], recuerda
que el segundo elemento de la lista llamada li se indica por li[2] */

metemos la matriz ampliada en forma de lista en la variable li, en n esta el numero de incognitas */

li:[[1,-1,2,-8].[2,-3,3,-20],[1,1,1,-2]]; n:length(li);
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for i:1 thru n do (

for j:i+1 thru n do (

coe:lifj][i]/Ni[i][i],

for k:i thru n+1 do (li[j][k]:li[j][k]-coe*li[i][k]) ) );

li;

Observa que no comprobamos si los sucesivos pivotes son cero.

Observa que utilizamos tres bucles: en el mas interno (con variable k) restamos de cada ecuacién que esta
por debajo la ecuacién donde esta el pivote por el factor adecuado para que se haga cero el elemento que
esta por debajo del pivote, para ahorrar operaciones guardamos el factor en la variable coe. El segundo
bucle (con variable j) recorre las ecuaciones que estan por debajo del pivote y el primero (con variable i)
recorre las columnas eligiendo los pivotes.

Finalmente presentamos el resultado

Observa también que podemos restar las listas directamente sustituyendo el bucle mas interior por la in-
struccién

li[j]:0[j]-coe*Mi[i] ;
el programa quedaria
for i:1 thru n do (

for j:i+1 thru n do (
coe:lifj1[I/NM[], N[J:Ni[j]-coe*li[i] ) ); */

Ten en cuenta que si aplicamos este programa al sistema (4.1.2) da error de dividir por cero y no lo pasa a
forma triangular.

Observa que si queremos resolver el sistema lineal Ax=b varias veces con la misma matriz de coeficientes y
distintos valores del vector b podemos usar el método de Gauss poniendo a continuacién de los coeficientes
de cada ecuacién los distintos términos independientes. Por ejemplo si queremos resolver los sistemas

Tr1 — T2 = —8; Tr1 — Ty = —10;
r1t+x2 =-2;  x1+a32=0;

podemos usar el método de gauss escribiendo las listas [[1,-1,-8,-10], [1,1,-2,0]]. Si el programa esta escrito
con tres bucles hay que tener en cuenta el aumento de elementos de las listas en el bucle mas interno (en
este caso seria

for k:i thru n+2 do (li[j][k]:1i[j][k]-coe*!i[i][k])
para reflejar que hay 2 sistemas en lugar de uno).

Utilizando la eliminacién por Gauss se puede calcular el rango de una matriz y su determinante ya que el
determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal principal y el rango el
nimero de elementos de la diagonal principal distintos de cero.
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También podemos usar la eliminacién por Gauss para calcular la matriz inversa. Ya que A~! satisface
que AA™! =T con I la matriz unidad multiplicando tenemos que la columna i-ésima de A~! satisface el
sistema Az = b con b la columna i-ésima de la matriz unidad. Por tanto para obtener los elementos de A1
podemos resolver los sistemas Az = b con b las columnas de la matriz unidad correspondiente. Es decir
podemos resolver por el método de Gauss n sistemas con coeficientes la matriz A y términos independientes
las columnas de la matriz unidad.

Por ejemplo para hallar la inversa de la matriz

1, 2, -1
2, 1, 0
1, 1, 2
podemos resolver los tres sistemas siguientes
r1 + 229 — 23 =1; r1 + 229 — 23 = 0; z1 + 2x9 — 23 =0;
2x1 + 2o = 0; 2x1 + 2o =1; 2x1 + a2 = 0;
—x1 4+ T2+ 223 =0; —x1 + 22+ 223 =0; —x1 + T2+ 223 =1,

y podemos usar el método de gauss usando las listas [[1,2,-1,1,0,0],[2,1,0,0,1,0],[-1,1,2,0,0,1]]; reflejando
que estamos resolviendo 3 sistemas de ecuaciones a la vez. Observa que detras de los coeficientes aparece
la matriz unidad.

Ejercicio: Pasa el sistema a forma triangular y resuelve las ecuaciones empezando desde abajo para com-
probar si la matriz inversa es

2 5
O S
R
3 3 3

Esta forma de calcular la matriz inversa es mucho mas eficiente que hacerlo por determinantes excepto para
dimensién muy pequefia.

El método de Gauss tal como lo hemos programado es eficiente cuando los elementos de la matriz A y de
los sistemas que se van obteniendo sucesivamente no varian mucho en magnitud. Por tanto no siempre
es satisfactorio debido a problemas de inestabilidad numérica o mal condicionamiento. Este hecho puede
observarse resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones,

0.003z1 + 59.1429 = 59.17
5.291z1 — 6.130z2 = 46.78

por Gauss tanto en el orden en que estdn dadas las ecuaciones y como cambiando el orden. Debes hacerlo
manualmente porque Maxima procura pasar los nimeros en punto flotante a racionales para hacer los
célculos lo que mejora la precisién. Alternativamente haz fpprec:4; y usa los nimeros en bfloat. Compruébalo
haciendo

fpprec:4;
bfloat(triangularize(matrix(bfloat([5.291,-6.130,46.78]),bfloat([0.003,59.14,59.17]))));
bfloat(triangularize(matrix(bfloat([0.003,59.14,59.17]),bfloat([5.291,-6.130,46.78]))));
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y resolviendo el sistema resultante en cada caso. Recuerda que Maxima devuelve la forma triangular superior
de una matriz rectangular con la instruccién triangularize.

Pivoteo

El algoritmo anterior falla si alguno de los pivotes es cero, ademas es conveniente elegir como pivote el
elemento de la columna de mayor valor absoluto, para hacer esto permutamos las filas. Al algoritmo
puede ser: elegimos provisionalmente la fila i-ésima (que corresponde a la usada en el programa anterior),
comparamos el valor absoluto de a;; con el del elemento de la siguiente fila ajt14, si |ai| < |ait1,
permutamos las filas y si no, dejamos la fila como estd (no hacemos nada), repetimos este proceso para
todas las filas que estan por debajo. El programa queda

for i:1 thru n do ( /* eleccién de pivote*/
for j:i4+1 thru n do (

if abs(li[i][i]) <abs(li[j][i]) then
(filate:li[i],li[i]:li[j].li[j]-filate ) ),

/* fin eleccion de pivote */

for j:i+1 thru n do (
coe:lifj1[I/HM0], N[]:N[]-coe*lili] ) );

*/Observa que cuando tenemos que ejecutar varias instrucciones las separamos por , y las metemos en un
aréntesis, ademas usamos una variable temporal (la llamamos filate) para permutar las dos ecuaciones
t d ble t [ (lall filat tar las d *

Si ejecutas este programa con el sistema (4.1.1) notaras que la primera ecuacién del sistema triangular es
211 —3x2+3x3 = —20 que es la que tiene el mayor coeficiente en valor absoluto de x1 y que evidentemente
las soluciones son las mismas.

Ejecuta este programa con el sistema (4.1.2) y veras como lo pasa ahora a forma triangular. Observa que
ahora si un pivote es cero es porque toda la columna por debajo de él es cero también y eso se puede
aprovechar para estudiar el sistema, modificando el programa.

Aunque hemos presentado el pivoteo por columnas se puede, prestando atencién a la posicién de las variables
en el sistema, elegir como pivote el elemento mayor en valor absoluto de las filas y columnas que quedan
por tratar, permutando filas y columnas; éste procedimiento es mejor desde el punto de vista de los errores
pero exige muchas comparaciones (del orden de n? para elegir el primer pivote, (n — 1)? para el segundo,
...) por lo que es poco practico. Calcula cuantas comparaciones hacemos en el programa anterior.

4.1.2 Factorizacién LU. Método de Cholesky

El método de Gauss permite introducir la factorizacion A = LU para cierta clase de matrices A, donde
L es una matriz triangular inferior ("lower" en inglés) y U es una matriz triangular superior ("upper" en
inglés). En el caso en que todos los elementos de la diagonal de L sean L;; = 1, la factorizacién que se
obtiene recibe el nombre de método de Doolitte. Si todos los elementos de la diagonal de U son U; = 1,
la factorizacién que se obtiene recibe el nombre de método de Crout y si es L;; = U;; para todo i se dice
de Cholesky.
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La resolucién del sistema Az = b se realiza en tres pasos: primero factorizamos la matriz A, A = LU, en
segundo lugar resolvemos Lz = b que tiene matriz triangular mediante un algoritmo de bajada empezando
por la primera ecuacién y finalmente resolvemos Ux = z mediante un algoritmo de subida empezando por
la altima ecuacién.

La factorizacion LU es especialmente atil si tenemos que resolver varios sistemas de ecuaciones con la
misma matriz. Se puede demostrar que, si no hay permutar filas, la matriz U es la que se obtiene por la
triangulacién de gauss y la matriz L se obtiene poniendo 1 en la diagonal principal y con m; ; el coeficiente
cambiado de signo que se usé en el método de gauss para eliminar ese elemento.

Ejercicio: comprueba multiplicando si la factorizacién LU de la matriz del sistema (4.1.1) estad dada por
las matrices:

1, 0, 0 1, -1, 2
2, 1, 0 0, -1, —1 |;
1) _27 1 07 0, 3

y compara los elementos de L y U con la aplicacién del método de gauss que realizamos entonces. Resuelve
el sistema (4.1.1) a partir de la descomposicién LU.

En general es posible que haya que cambiar filas para elegir pivotes lo que equivale a que la descomposicion
LU haya que escribirla en la forma PA = LU donde P es una matriz de permutacién- que contiene sélo
un elemento distinto de cero e igual a uno en cada fila y columna- y que cambia el orden de las filas de A
al hacer PA; en cambio al hacer AP se cambia el orden de las columnas de A. Si se tiene que PA = LU
para resolver el sistema Ax = b multiplicando por P a la izquierda se tiene que PAx = Pb con lo que
calculando b’ = Pb se resuelve LUz = b’ como explicamos antes.

Ejercicio Comprueba que la matriz

0, 1, 0
P=1|10 0
0, 0, 1

cambia las filas primera y segunda de A al hacer PA, ademas AP cambia las columnas primera y segunda
de A con A una matriz cuadrada de dimensién tres. Comprueba que P tiene determinante distinto de cero
y que P~1 = PT,

En el paquete linearalgebra de Maxima con get lu_factors(lu_factor(A)) se obtienen la descomposicién
en factores LU de una matriz A. Recuerda que la matriz debe estar en forma matricial, no como una lista
de listas.

Ejercicio: Halla con Maxima la descomposicién LU de la matriz de los coeficientes del sistema

5331 + 2332 +x3 = 1
ox1 — b6xo + 223 =2
—4dx; +x9+2x3 = —1

resuélvelo usando LUx = by comprueba la solucién usando solve.
indicacién: carga el paquete con load(linearalgebra)
introduce la matriz con A:matrix([filal],[fila2],...),

haz a continuacién get [lu_factors(lu_factor(A)),....
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Si la matriz es simétrica y definida positiva la factorizacién A = LU puede tomar la forma A = LL” es
decir la matriz U es la transpuesta de L. Esta factorizacién se llama de Cholesky. En Maxima con el paquete
linearalgebra se obtiene haciendo cholesky(matriz)

Ejercicio: Halla con Maxima la descomposicién de Cholesky de la matriz

4, -1, 1
-1, 5, 2
1, 2, 3

Comprueba que es LLT. Indicacién: escribe la matriz en A, haz B:cholesky(A) y luego B.transpose(B).
Lee en la ayuda de Maxima que mas puedes hacer hacer con el paquete linearalgebra.

Hay veces que la matriz del sistema Ax = B es excesivamente grande y la aplicaciéon de métodos directos
puede llegar a ser incluso imposible por el gran nimero de operaciones, lo que incrementa los errores de
redondeo y la excesiva ocupacién de la memoria del ordenador. Un ejemplo de lo complejas que pueden ser
las matrices correspondientes a los sistemas, puede ser resolver las ecuaciones correspondientes a la prevision
de tiempo atmosférico en Espafia con una cuadricula de 1km -interesante porque previene fenémenos locales
tipo gota fria-; como la superficie de la peninsula es del orden de 500.000 km?, que estudiar por ejemplo la
temperatura, presién, humedad en unos 500.000 puntos. Esto da origen a 1.500.000 variables y un sistema
lineal con éstas variables tendria matrices con 1.500.0002 = 2.2510'2 elementos (afortunadamente muchos
de ellos cero ya que puntos geograficamente lejanos se influyen poco en un instante dado). De hecho muchos
de los ordenadores mas potentes del mundo se dedican a predecir el tiempo. Por lo anterior es conveniente
estudiar otros métodos: los métodos iterativos.

2 Meétodos iterativos

Los métodos iterativos para la resolucién numérica de sistemas lineales surgen por la necesidad de resolver
este tipo de problemas cuando la matriz del sistema es muy grande y cuesta mucho aplicar un método
directo, debido al gran nimero de operaciones y la excesiva ocupacién de memoria del ordenador.

La mayoria de las técnicas iterativas sustituyen el sistema Ax = B por otro sistema equivalente de la
forma x = Tx + C' vy, a partir de un vector inicial cualquiera, generan mediante iteraciones una sucesién de
vectores que son soluciones aproximadas. Estos métodos, ya que pueden ser mas rapidos, son preferibles
a los directos cuando la matriz de los coeficiente tiene muchos ceros o es muy grande. También pueden
ser mas econdmicos en cuanto a requisitos de memoria de una computadora. Ademas en calculos manuales
poseen la ventaja, en caso de que se cometa algiin error, de que son autocorregibles.

La base fundamental de los métodos iterativos para resolver un sistema lineal Ax = B es la siguiente: se
empieza por una aproximacién inicial z(9) de la solucién z, y generamos una sucesién {:Jc(k)}zozo que converge
a x. Convertimos el sistema Ax = B en otro sistema de la forma © = Cxz + D. Una vez seleccionado la
aproximacion inicial, la sucesién de soluciones aproximadas se genera calculando

2®) = cg=Y 4 D

paracada k = 1,2,3,.... Lo importante es garantizar que la sucesién z(¥) converja a la solucién del sistema.
Si indicamos con [|A[| = maz||;||=1||Az|| la norma de una matriz asociada a una norma en los vectores
||z||, se puede probar que ||Az|| < ||A||||x|| y si l]a norma de la matriz C' es menor estricto que 1, la sucesién
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%) converge independientemente del valor inicial (%) para esa norma vectorial. Esto es importante porque

entonces la convergencia no depende del valor inicial y los errores de redondeo que aparezcan afectan poco
al resultado.

Como caso particular de los métodos iterativos, introducimos el método de Jacobi y el método de Gauss-
Seidel.

Se descompone la matriz A en la suma de tres matrices A = L+ D+ U, donde D es diagonal, L triangular
inferior y U triangular superior, formadas con los elementos respectivos de A.

4.2.1 Meétodo de Jacobi

En el método de Jacobi las soluciones aproximadas del sistema Ax = B se obtienen de la expresién

Dz® = (—L — U)z*Y + B,

Esto corresponde a despejar z; de la primera ecuacién, xo de la segunda, etc..., por ejemplo para resolver
el sistema

51+ 2x0 + 23 =1,
3x1 — 6xo 4+ 223 =2, (4.2.1)
—x1 + 20+ 43 = —1,

lo escribimos como
= (1 — 2.%'2 — 1'3),
To = 4(—31‘1 — 2x3 + 2),
(acl — T2 — 1)

8
—
\

| o=

8

w

|
W=

y la iteracién de Jacobi estd dada por

$§k+1) = l(1 — 2x§k) — mgk)),
e
zy =g —wy) — 1)

Si elegimos 2(?) = (0,0, 0); se obtiene que z(!) = (t, 3L ) PACORES (o s

W = (261—%36, _8%%3, %);... que converge a la solucién z; =

60° 90 * 60 /7 — 36 1080 720 /°
50 =5 g =19
161042 — 2373 = 161
Ejercicio: Programa en Maxima la iteracién de Jacobi de este sistema, y comprueba si los resultados
anteriores son correctos. Resuelve el sistema con solve, obtén los resultados en punto flotante, repite la
iteracién 10 veces y comprueba si convergen a la solucién. Arranca la iteracién a partir de otro valor inicial,

por ejemplo 2(0) = (1,1,1) y comprueba si la iteracién también converge a la solucién.
Indicacién: para hacerlo con listas prueba algo asi como
jacobi(arg):=block([x1:arg[1],x2:arg[2],x3:arg[3]],
[(1-2%x2-x3)/5,-(-3*x1-2*%x24-2) /6,(x1-x2-1) /4] );
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ini:[0,0,0]; for i:1 thru 10 do (print(ini),ini:jacobi(ini));

Observa que si algln elemento de la diagonal es cero el método de Jacobi no puede aplicarse tal cual. En
este caso cambiamos de orden las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, para aplicar el método de Jacobi
para resolver el sistema

209 +x3 =1,
3x1 —x2+x3 =2,
—x1 + x0 + 43 = —1,

podemos escribirlo en varias formas, por ejemplo

3r1 — 2+ 23 =2, —x1+ a2 +4z3 =-1
209 +2x3 =1, obien 209 + 23 =1, (4.2.2)
—x1 4+ o+ 43 = —1 3x1 —x2+ 13 =2,

Ejercicio: Aplica el método de Jacobi a estas ecuaciones, resuelve el sistema y observa si converge a la
solucién o no.

4.2.2 Método de Gauss-Seidel

En el método de Gauss-Seidel las soluciones aproximadas se obtienen de la expresién
(L + D)z® = (—0)2*V 1+ B.

para cada k = 1,2,3,.... Esto corresponde a despejar x; de la primera ecuacién, z2 de la segunda, etc.
pero usando los nuevos valores tan pronto como se obtengan por ejemplo para resolver el sistema (4.2.1)
igual que para Jacobi hacemos

Tr1 = %(1 - 2(E2 - .%‘3),
T2 = %1(—3.%'1 — 2x3 + 2),
z3=1(x1— 32 — 1)

y la iteracién de Gauss Seidel estd dada por

2D 11 ZopB) _ 509)

(k any " k
xé + _—1<—3ZC5 ) 2£Ué ) 4 2),
k+1 k+1 k+1
e Z el L)
Observa que en el calculo de xékﬂ) usamos :chkﬂ) que ya esta disponible y en el calculo de xékﬂ) usamos

xgk+1)7 xgk+1).
. . . 7 17 _7 _
Si elegimos z(©) = (0,0,0); se obtiene ahora que W = (%,3—5, 1—210); 2@ = (%,W&}, lifg(}); () =

22379 —93373 —204353\. 6
(25506 139000 1598000 ); -~ due converge a la solucién

Ejercicio: Programa en Maxima la iteracién de Gauss Seidel de este sistema, y comprueba que los resultados
anteriores son correctos, repite la iteracion hasta 10 veces. Resuelve el sistema con solve, obtén los resultados
en punto flotante y comprueba si la iteracién converge a la solucién. Arranca la iteracién a partir de otro
valor inicial, por ejemplo (¥ = (1,1,1) y comprueba si la iteracién también converge a la solucién.

Indicacién: para hacerlo con listas prueba algo asi como
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gaussei(arg):=block([x1:arg[1],x2:arg[2],x3:arg[3],xn1,xn2,xn3],
xn1:(1-2*x2-x3)/5,xn2:-(-3*xn1-2*x24+2) /6,xn3:(xn1-xn2-1) /4,
[xn1,nx2,xn3] );

ini:[0,0,0]; for i:1 thru 10 do (print(ini),ini:gaussei(ini));

Igual que ocurre con el método de Jacobi si algiin elemento de la diagonal es cero el método de Gauss Seidel
no puede aplicarse tal cual. En este caso también cambiamos de orden las ecuaciones del sistema.

iCuando podemos garantizar que el método de Jacobi o de Gauss - Seidel converge a la solucién para
cualquier valor inicial? Existen varias condiciones que lo garantizan, la mas sencilla es que la matriz A = (a;;)
del sistema sea estrictamente diagonalmente dominante lo que ocurre cuando |a;;| > >~ ., |a;;| para todo
i es decir si el valor absoluto de cada elemento de la diagonal es mayor que la suma de los valores absolutos
de los demas elementos de su fila.

Por ejemplo la matriz del sistema (4.2.1) es diagonalmente dominante estrictamente porque en la primera
filab>2+41,en lasegunda 6 > 3+2yen latercera 4 > 1+ 1. La matriz del primer sistema que aparece
en (4.2.2) es diagonalmente dominante estrictamente porque 3 > 1+ 1,2 > 1y 4 > 1+ 1 pero la matriz
del segundo sistema NO lo es porque en la primera ecuacién 1 < 1+4 y en la tercera 1 < 14 3, por tanto
ni el método de Jacobi ni el de Gauss Seidel tienen por que converger para el segundo sistema de (4.2.2),
sin embargo ambos métodos deben converger para el primer sistema de (4.2.2) y el sistema (4.2.1) (si no
nos equivocamos al programar o al escribir las ecuaciones, claro).

Asi pues para resolver un sistema por Jacobi o Gauss Seidel con garantias de convergencia es conveniente
ponerlo en forma estrictamente diagonalmente dominante, cambiando de posicién las ecuaciones.

Ejercicio: Escribe en forma diagonalmente dominante estrictamente el sistema

3x1 4+ 3x0+ T3 =1,
3x1 + 622 + 223 =2,
3r1 — xo + x3 = —1,

y aplica 5 iteraciones por Jacobi y Gauss-Seidel a ver si convergen a la solucién antes y después de escribirlo
en forma diagonalmente dominante estrictamente.

Se puede probar también que si un sistema tiene la matriz de coeficientes estrictamente diagonalmente
dominante se puede realizar el método de Gauss sin tener que permutar filas.

Como en cualquier método iterativo al resolver un sistema por los métodos de Jacobi o Gauss-Seidel tenemos
que plantearnos cuantas iteraciones realizar y que tan cerca de la solucidn estan las sucesivas aproximaciones.

Ejercicio: Plantea un programa en Maxima que haga a lo mas un nimero de iteraciones nmax por Jacobi
||z" —am 1]

y que utilice un test de parada, por ejemplo que IER

< err, (Indicacién: hicimos algo parecido con
los métodos de biseccion o Newton.)

3 Ejercicios

1. Convierte a forma triangular por el método de Gauss y resuelve después los sistemas siguientes:
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2e—y =1 dr+y+z+t =1; 6x+2y+z2—t =0
A, —z+2y—2z =0; B). z+3y—z =2; C). z+dby+z—-t =2
—y+2z =2 r—y+2 =3 rtytdz—t =0 Comprueba
THy+2t =5 —r—z+3t =10;
la solucién.

2. Convierte a forma triangular por el método de Gauss usando pivotes y resuelve después los sistemas

siguientes:
x4y +2t = b; —r—2z+4+3t =10
-y + 2z = 2; r—y+2z =3 r+y+4z—t =0
A). —x+4+2y—2z =0; B). z+4+3y—z =2; C). z+dby+z—-t =2
2r — vy =1; dx+y+z+t =1 6r+2y+z2—t =0

Comprueba la solucién. Halla la inversa de la matriz de los coeficientes del sistema B). anterior
resolviendo los cuatro sistemas obtenidos poniendo como término independiente las columnas de la
matriz unidad. Comprueba que es la inversa.

3. Pon en forma adecuada del sistema A). del problema anterior y aplica 5 iteraciones por los métodos
de Jacobi y Gauss Seidel a partir del vector nulo (0,0,0). Comprueba que tan cerca de la solucién
estas. Haz lo mismo para el sistema C).

4. Considera la matriz de Hilbert A dada por a;; = Zﬂ%l de orden 10 (en Maxima, en el pa-

quete linearalgebra, se puede generar con la instruccién A:hilbert matrix(10), también puedes hacer
h[i,j]:=1/(1+i4+j); A:genmatrix(h,10,10);).
Resuelve el sistema Az = b donde by = 1,b; = 0'si j # 1. (En Maxima puedes crear la lista de
términos independientes con B:create list(if i=1 then 1 else 0,i,1,10); y después hacer invert(A).B;).
Para analizar como se afectan las soluciones del sistema por los errores en b resuelve el sistema Ax = b
donde by = 1.001,b; = 0 si j # 1. Compara los resultados y observa como un error relativo de 1073
en B se transmite a las soluciones del sistema. Simula trabajar con 4 digitos usando bfloat con 4
digitos, por ejemplo en Maxima haz fpprec:4; bfloat(invert(bfloat(A)).B; repite los calculos anteriores
y observa si las diferencias son muy grandes. La razén es que una matriz de Hilbert con orden grande
esta muy mal condicionada y por tanto resolver un sistema con ella como matriz de coeficientes es
muy sensible a los errores.

5. Resuelve el sistema siguiente, que ya esta dado en forma triangular y tiene solucién exacta 1 = x9 =
x3 = x4 = 1,

0.9143 * 10~%z, =0.9143 % 1074,
0.8762x1 4 0.7156 % 10~z = (0.87627156,
0.7943x1 4 0.8143x2 4 0.9504 % 10~ x5 = 1.60869504,

0.8017x1 + 0.6123x5 + 0.716523 + 0.7123 x 10742, = 2.13057123,

directamente, y también usando bfloat con fpprec : 4; y fpprec : 8; para simular trabajar con 4
digitos y con 8 digitos y compara los resultados.
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Si tenemos una serie de puntos obtenidos por ejemplo de un experimento podemos plantearnos buscar
funciones, por ejemplo polinomios, que pasen exactamente por esos puntos, a estas funciones se dice que
interpolan los puntos y sirven para aproximar los valores de experimento en puntos intermedios.

Otra alternativa es suponer que los puntos tienen errores y buscar una funcién de una forma dada que sea
la que mas se aproxime a estos puntos, este enfoque da origen a la aproximacién por minimos cuadrados,
por ejemplo la recta de regresién.

Los Objetivos de éste tema son:

e Separar el problema de interpolar un conjunto de puntos del de aproximar un conjunto de puntos
por una funcién.

e Ver las ventajas e inconvenientes de la interpolacién de Lagrange frente a las funciones ranura.

e Ser capaz de calcular el polinomio de interpolacién de Lagrange y la interpolacién por funciones ranura
de un conjunto de puntos, a través de las herramientas que existen en Maxima y los programas que
se describen.

e Entender el concepto de aproximacion por minimos cuadrados. Ser capaz de utilizar las herramientas
que existen en Maxima y los programas que se describen para ajustar funciones sencillas por minimos
cuadrados.

1 Polinomio de interpolacién.

Tenemos una coleccion de puntos y queremos hallar un polinomio del menor grado posible que pase por
ellos, a éste polinomio se le llama polinomio de interpolacién de Lagrange; por ejemplo es conocido que la
recta que pasa por dos puntos (z1,y1), (z2,y2) esta dada por y = %(w — x1). Si tenemos 3 puntos el
polinomio de menor grado seria un polinomio de grado 2 cuya férmula es y = asz? + a1z + ag y podemos
plantear resolver el sistema agw% +a1x1 4+ ag = y1, agx% + a1z 4+ ag = Yo, agxg + a1x3 + ag = ys, este es
un sistema lineal de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que permite hallar ag, a1, a2 y obtener el polinomio que

pasa por los 3 puntos (z1,y1), (z2,42), (x3,y3).

Si tenemos n puntos distintos (21, y1), (22, y2), -...(Tn, Yn) podemos encontrar un polinomio de gradon—1,
Y= apn_12"" " 4 ...a0x? + a1z + ag resolviendo el sistema lineal

n—1
ap—1Ty ~ + ...+t a1x1 +ag = Y1,
-1
p-1xy  + ..+ a1z +ag = Y2,
-1
An-1Z,_ 1+ ... +a1Tp—1+ a0 = Yn—1,

para hallar los coeficientes ag, a1, ...a,,_1. Se puede probar que el sistema admite solucién tnica si los puntos
son distintos y para cada valor de x hay un Gnico valor de .

Ejercicio: Halla el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos (0,1),(1,2),(2,5) resolviendo el
sistema. Comprueba que el polinomio obtenido pasa realmente por los puntos. (indicacién: como hay 3
puntos debemos buscar un polinomio de grado 2 es decir de la forma y = ax? + bx + ¢).
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El polinomio de interpolacién de Lagrange se puede obtener también sin resolver un sistema. Observa que
el producto (z — x2)(z — x3)...(x — x,,) vale cero cuando © = x93, 2 = x3,...,x = T, y que %

valdra cero cuando z = x9,...x = x,, y vale 1 cuando x = z1. Entonces, la expresion

(x — x2)...(x — xp) (r —z1)(x — 23)...(x — xp) (r —x1)(x — x3)...( — Tp—1)
2 + ...+ Yn
(1 — x2)...(x1 — xp) (xg — x1)(x2 — 3)...(T2 — ) (xn —x1)(Tn — 23)ee(Tyy — Tp—1)
(5.1.1)
es un polinomio de grado n — 1 porque todos los factores lo son y vale y; cuando x = x1, y2 cuando
T = Z2,... , Yn cuando x = x,, por lo que nos da el polinomio de interpolacién de Lagrange que pasa por

esos puntos. Observa también que en el primer sumando falta el factor (x —x1) arriba y el factor (z1 — 1)
abajo, en el segundo falta (z — x2) ... y en el Gltimo falta (z — x,). Usando > para indicar suma y [ para
indicar producto la expresién anterior se puede escribir de forma simplificada como Y _." | y; H?=1,j;£i %
Ejercicio: Calcula el polinomio de interpolacién de lagrange directamente simplificando en Maxima la
expresion (5.1.1) para los puntos (0,1),(1,2),(2,5) y comprueba si da el mismo resultado. Indicacién:

. - z—1)(z—2 z—0)(z—2 z—0)(z—1
simplifica algo de la forma 1 ((0_1320_2; + 2% ((1_0321_2; + 5% ((2_0322_1;.

Ejercicio: Haz un programa en Maxima que calcule el polinomio de interpolacién. Indicacién: observa que
delete delete(li[i],i); quita el i-esimo elemento de una lista y prueba algo asi como

/*polinomio de interpolacion de Lagrange que pasa por (x1,y1), (x2,y2), etc si escribimos los puntos como
lista x, lista y es decir

lix:[x1,x2,x3,x4,x5]; liy:[yl,y2,y3,y4,y5]; */

interpol(lix,liy):=

sum(liy[j]*product(ev((x-delete(lix[j],lix)[i]) / (lix[j]-delete(lix[j],lix)[i])),i,1,length(lix)-1), j,1,length(lix));
Ejercicio calcula el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos (0, sen(0)), (1, sen(1)), ....(10, sen(10)).
Dibajalo.

Existe una forma sencilla de calcular el polinomio de interpolacién a través de diferencias divididas para ello

1) _ yir1—ws

escribimos los puntos en dos columnas x; y y; en la tercera columna escribimos y;,"; = v o €N la cuarta
1 1

(2) yﬁ)l—ym (3) y(i)l—y@)

_ Jit+l Ji H _ Yig17 Y . . . e, .

iv2 = mna—w €N laquinta y;\y = SEm— vy asi sucesivamente queda una disposicion triangular de
nameros.

Por ejemplo las diferencias divididas que corresponden a los puntos (1, 1), (2,3), (4,7),(6,9) se obtienen de
la siguiente forma (entre paréntesis ponemos los calculos)

R e 4®)
1, 1,
23 2:(72:3“ 2-2
47 77 22(4:2)7 0:(%1)7 1
_ _ _ -0
6, 9, 1=(&0), F =2, 5 =037,
Ahora el polinomio de interpolacién es y1+y§1)($—1’1)+y§2) ($—$1)($—$2)+yf) (x—21)(z—22) (T—23)+..

Observa que los coeficientes del polinomio son los Gltimos elementos de cada fila de las diferencias divididas.
En nuestro caso el polinomio de interpolacién es 1+ 2(z — 1) + 0(z — 1)(z — 2) — 55 (z — 1)(z — 2)(z — 4).

Ejercicio: Comprueba los calculos y si coincide con el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos
(1,1),(2,3),(4,7),(6,9).
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En Maxima el paquete interpol permite calcular el polinomio de interpolacién de Lagrange a través de la
funcién fagrange.

Por ejemplo haz:
load("interpol"); pun:[[0,1],[1,2],[2,5]];lagrange(pun);

El polinomio de interpolacién tiene el problema de que, si hay muchos puntos es de grado muy alto y oscila
mucho por ejemplo: Claramente el polinomio p(z) = [[7__s(z — i) = (z — 3)(z — 2)(z — D)a(z + 1)(z +
2)(z + 3) toma el valor cero en x = —3, -2, —1,0, 1, 2,3 y puede servir como polinomio que interpola estos
puntos, si lo dibujamos en Maxima con la instruccién

plot2d(product(x-i,i,-3,3),[x,-3,3]);

observamos que es mas o menos plano cerca del cero (en medio de donde estan los puntos que interpola)
pero cerca de los extremos del intervalo toma valores muy grandes ~ 95 lo que no resulta aceptable, por
tanto no es razonable interpolar muchos puntos porque el polinomio de interpolacién oscila mucho. Existe
una alternativa: no tomar los puntos igualmente espaciados sino elegir mas puntos cerca de los extremos y
menos en el centro del intervalo (Si estas interesado investiga que relacién tiene los polinomios de Chebyshev
con dénde elegir los puntos a interpolar para minimizar el error).

La alternativa si hay muchos puntos es interpolar con funciones que estén definidas a trozos.

2 Interpolacién por funciones ranura

Igual que en la seccién anterior tenemos una familia de puntos (z1,41), (2, 92), ...(Tn, Yn), con T1 < x9 <
x3 < ... < x, y deseamos hallar una funcién sencilla que pase por ellos, pero que no tiene por qué estar
definida de igual forma en todo el intervalo [x1,z,]. A esta funcién de interpolacién se llama interpolacion
por funciones ranura (spline en inglés).

La primera opcién es definir las funciones constantes en cada intervalo

fl@) =y,  z¢€r1,22),

f@)=y2,  z € [12,23),

f(@) =yn-1, € [vn_1,20).

Esta forma tiene el inconveniente de que la funcién f no es ni siquiera continua.

Si tenemos los puntos (1,1),(2,3), (4,7), (6,9), la grafica de la funcién serd en Maxima:
plot2d(if (x>=1 and x<2 ) then 1 else (if x<4 then 3 else (if x<6 then 7)),[x,1,6],[y,0,10]);

La siguiente opcién es elegir en cada intervalo el polinomio de interpolacién de grado 1 que pasa por los
extremos, es decir

f(x):yl+%($—w1), x € [z1,22),
f($>:y2+%($—w2), x € [ze,x3),

Fo) =y + B2 @ — ), @ € Lo, .
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La funcién de interpolacién es ahora continua pero puede dejar de ser derivable en los puntos que interpo-
lamos.

Si tenemos los puntos (1,1),(2,3),(4,7),(6,9), la grafica de la funcién serd en Maxima:

plot2d(if (x>=1 and x<2 ) then 14(3-1)/(2-1)*(x-1) else (if x<4 then 3+(7-3)/(4-2)*(x-2) else (if x<6
then 74+(9-7)/(6-4)*(x-4))).[x.1,6].[y.0,10]);

En Maxima la instruccidn linearinterpol del paquete interpol calcula la interpolacién por funciones ranura
lineales.

Si pedimos que la funcién sea en cada intervalo un polinomio de grado 2, en cada intervalo sera de la
forma a;x? + b;x + ¢;, por lo que tiene tres incégnitas a determinar que son a;, b;, ¢; como hay que imponer
que pase por (x;,y;) y por (%i+1,¥i+1) hay dos ecuaciones y nos queda la opcién de pedir que la derivada
coincida en ;41 con la del polinomio del siguiente intervalo. De esta forma la funcién general f(x) tendra
derivada continua en el intervalo [z1, x,).

Por ejemplo, supongamos que tenemos los puntos (1,1),(2,3),(4,7),(6,9), vamos a calcular la funcién.
En primer lugar podemos poner cada polinomio a;z? + b;z + ¢;, en la forma a;(z — 2;)% + b;(x — ;) + v,
de esta forma garantizamos que pase por el punto de la izquierda y nos ahorramos una incégnita.

Por tanto tenemos que hallar: el polinomio aj(x — 1)® 4 b1(z — 1) + 1 definido en [1,2]; el polinomio
az(z — 2)% + ba(x — 2) + 3 definido en [2,4]; y el polinomio a3(x — 4)2 + bg(z — 4) + 7 definido en [4,6].

Estos polinomios deben cumplir que cada uno pase por el punto de la derecha del intervalo es decir a;(2 —
1)24+b01(2-1)4+1=3;a2(4—2)2+b2(4—2)+3 ="T; y que a3(6 —4)? +b3(6 —4) + 7 = 9 y ademés que
en los puntos (2,3) y (4,7) coincidan las derivadas. Como (a;(z — ;)% + b;(x — x;) +¢;)' = 2a;(x — ;) +b;
esta condicién da origen a las ecuaciones 2a;(2 — 1) 4+ by = ba; 2a2(4 — 2) + by = bs; tenemos 6 incégnitas
y b ecuaciones por lo que podemos imponer una condicién todavia, por ejemplo un valor de la derivada en
uno de los extremos. Ahora resolvemos el sistema.

Ejercicio: Impén la condicién adicional que f/(6) = 0, resuelve el sistema con Maxima y dibuja la funcién.

La interpolacién por funciones ranura de orden 2 tiene el problema de que sélo hay continuidad en la
derivada, en muchas aplicaciones esto no es suficiente (por ejemplo al tomar una curva con un automévil
el giro del volante depende de la derivada segunda de la trayectoria y se notaria si hay discontinuidades en
la derivada segunda de funcién que sigue la carretera). Ademas puede ser conveniente poder especificar
los valores de la derivada 6 de la derivada segunda en los extremos. Por ello lo mas usual es utilizar como
funciones ranura polinomios de orden 3 también llamados trazadores cibicos.

Ahora usamos las funciones:

pi(x) = ay(z — 171‘)3 +b1(z — 1) +cr(x — 21) + 91, x € [z1,22),
pr) = az(x — 22)3 + bo(x — 22)2 + ca(x — 2) + 12, x € [x9,23),

pn—l(x) = an—l(w - xn—1)3 + bn—1<$ - mn—l)Z + Cn—l('r - xn—l) +Yn—1, TE [xn—lvmn]~

Tenemos 3(n — 1) incégnitas y las siguientes condiciones:

e Que cada funcién pase por el punto de la derecha: pi(x2) = y2, p2(23) = y3, ... Pn—1(Tn) = Yn; que
son n — 1 condiciones.

e Que las primeras derivadas coincidan en los puntos intermedios: p)(x2) = ph(x2); ph(z3) = ph(xs);
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oo Dh_o(@n—1) = pl,_1(zn—1); que son n — 2 condiciones

e Que las segundas derivadas coincidan en los puntos intermedios: p{(z2) = p5(z2); py(x3) = ph(x3);
o DI _o(@n—1) = Pl _1(zn—1); que son n — 2 condiciones

Por tanto quedan dos condiciones libre y podemos imponer cuanto vale la derivada (o la derivada segunda)
en los extremos 1, x,,. Ademas la funcién de interpolacién tendra la segunda derivada continua en todo el
intervalo.

Si imponemos que f”(x1) = 0, f”(z,,) = 0 se dice que tenemos interpolacién con frontera libre o natural,
si no, imponemos los valores de f/(x1) y de f’(x,). Se puede probar que el sistema de ecuaciones necesario
para hallar a;,b;,c; puede ponerse en forma estrictamente diagonalmente dominante con lo que puede
obtenerse la solucién por iteracién.

Por ejemplo, para los puntos (1,1),(2,3), (4,7), (6,9) y condiciones de frontera natural buscamos polinomios
p1(z) =ai(z —1)3 +bi(x —1)2 +c1(xz — 1) + 1 en el intervalo [1,2), p2(z) = az(z — 2)3 + ba(z — 2)% +
co(x — 2) + 3 en el intervalo [2,3) y el polinomio p3(x) = as(x — 4)3 + bg(x — 4)% + c3(x — 4) + 7 en el
intervalo [4,6].

Las condiciones de continuidad son a1(2 —1)3+b1(2—1)24+c1(2—1)+1 =3, az2(4 —2)3 + bo(4 — 2)2 +
co(d—2)+3="7yaz(6—4)3+b3(6—4)2+c3(6—4)+7=09.

Las condiciones de continuidad de la derivada primera son 3a;(2—1)2+2b1(2—1) +c¢; = c2, 3az(4—2) +
2b3(4 — 2) 4 c2 = c3; (observa que estas ecuaciones permiten sustituir ca, c3).

Las condiciones de continuidad de la derivada segunda son 6a;(2 — 1) 4 2by = 2by, 6as(4 — 2) + 2by = 2bs;
(observa que estas ecuaciones permiten sustituir by, b3).

Finalmente las condiciones de frontera natural son b; = 0,6a3(6 — 4) + 3bs = 0. Hay 9 ecuaciones y 9
incégnitas que permiten calcular a1, as, as, b1, ba, b3, c1, 2, C3.

Ejercicio: Resuelve con Maxima las ecuaciones y representa la funcién. Observa que la grafica de la funcién
es suave.

Ejercicio: Escribe el sistema para las condiciones de frontera 3/(1) = 1,4'(6) = —1. Resuelve con Maxima
las ecuaciones y representa la funcién. Observa que la grafica de la funcién es suave y mira como es la
tangente en los extremos.

En el paquete interpol de Maxima la instruccién cspline calcula las interpolacién por trazadores cibicos.
Mira en la ayuda como usar cspline y comprueba si los resultados de los dos ejercicios anteriores coinciden
con los que genera directamente Maxima.

3 Aproximacién por minimos cuadrados

Dada una coleccién de puntos, otra forma de platear el problema es hallar una funcién de un tipo determinado
que sea la que mas se acerque a los puntos. Este enfoque es valido si suponemos que los puntos corresponden
a medidas que tienen errores.

Por ejemplo, si tenemos una coleccién de puntos (1, 1), (x2,Y2), -, (Tn, Yn), Y suponemos que las medidas
y; estan afectadas por errores, podemos buscar cual es la ecuacidn de la recta y = ax + b tal que las suma
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de las distancias verticales de los puntos a la recta sea minima. A esta recta se le llama recta de regresién
y corresponde a hacer minima la expresién > i (y; — (ax; + b))%

Para obtener a,b igualamos a cero las derivadas parciales y tenemos

O S (i — (ami+ )2 =250 (—2i)(yi — (ax; + b)) =0

5 i (Wi — (az; +0))* =230 (~1)(y; — (i + b)) = 0;
simplificando tenemos que

a iy af +0 3w = Y wiys
adliymi+nb=33"0u

Resolviendo el sistema se obtiene que

n(Cim way) — (S @) Cisa 9a) . _ (i 29) (i i) — (i i) (i @) |

n (X xf) — (i i) ’ n (3o x7) — (Xiey )2 7

a =

En Maxima para unos datos dados como lispun:[[1,0],[2,1],[3,3].[4.2],[5.4].[6,5]];
recreg(lis):=block([n:length(lis),sx,sy,sxy,sx2] sx:sum(lis[i][1].i,1,n),sy:sum(lis[i][2]i,1.n),
sxy:sum(lis[i][1]*lis[i][2].i,1,n).sx2:sum(lis[i][1] " 2,i,1.n),

(n*sxy-sx*sy)/(n*sx2-sx" 2)*x+(sx2*sy-sxy*sx) / (n*sx2-sx" 2) );

ahora hacemos fun:recreg(lispun); y nos da la ecuacién de la recta de regresiéon para esos puntos. Para
pintarla podemos hacer

plot2d([fun,[discrete,lispun]],[x,0,6],[style,[lines,1,3],[points,3,2]]); y se observa como la recta esta entre los
puntos.

Si queremos aproximar por un polinomio de mayor grado y no queremos deducir la férmula general podemos
utilizar Maxima para hallarlo, por ejemplo, para aproximar los puntos por un polinomio de grado 2 con
coeficientes ax? + bz + ¢ la funcién a minimizar sera >°1"  (y; — (az? + bx; + ¢))? asi pues hacemos en
Maxima para los puntos

lispun:[[1,0],[2,3].[3,7].[4.12],[5,20],[6,25]];
fm:sum((lispunli][2]-(a*lispun][i][1]~ 2+b*lispunli][1]+c))~ 2,i,1,length(lispun));
solve([diff(fm,a),diff(fm,b),diff(fm,c)]);

— =13 5 269  _ 13
nosda c = ==°,b= 75,0 = 33

y con los valores obtenidos definimos el polinomio, por ejemplo

pol:%az2 + %x — 13,

Ejercicio: comprueba los céalculos y pinta los puntos y el polinomio.

Ejercicio: Calcula el polinomio de minimos cuadrados de grado 3 que mejor aproxima a esos puntos, pinta

los puntos y el polinomio. (Ayuda: el polinomio sera de la forma ax® + bx? + cx + d, y la funcién a
minimizar serd > o, (y; — (ax3 +ba? + cx; +d))2. )
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Figura 5.3.1: Polinomio de interpolacién, 25 puntos de ﬁ en [-1,1] y en [-5,5]

Ejercicio: Escribe una subrutina en Maxima que calcule el polinomio de regresién de grado n de una lista
de puntos. Ayuda: Prueba

polreg(lis,n):=block([m:length(lis),a,pol,funob,camb],
if n<m then (
pol:sum(concat(a,i)*x~ 1,i,0,n), funob:sum((lis[j][2]-ev(pol,x=lis[j][1]))"~ 2.j,1,m),

camb:flatten(solve(makelist(diff(funob,ev(concat(a,i))),i,0,n))), ev(pol,camb) ) else print("Namero de pun-
tos insuficiente") );

/*las variables locales son: m la longitud de la lista, a para generar los coeficientes a0,al,a2,...an del
polinomio pol, funob la distancia a minimizar, camb los valores de a0,al,..an. Busca en la ayuda la funcién
concat */

Si la funcién no es un polinomio, las ecuaciones que resultan de hacer cero las derivadas parciales no tienen
por que ser lineales y hay que resolverlas numéricamente por un algoritmo de Newton. Es mucho mas dificil.
Por ejemplo si ajustamos por exp(az + b) la funcién a minimizar es > | (y; — (exp(ax; + b))?. Calcula
las derivadas respecto a y b y comprueba que no dan origen a ecuaciones lineales en a,b. En algunos casos
cambiando las variables se puede simplificar, por ejemplo si y = exp(a x + b) entonces tomando logaritmos
neperianos In(y) = ax + b por lo que puede hacerse la recta de regresion.

En Maxima el paquete lsquares permite ajustar funciones no lineales a una tabla de datos dada como un
matriz por minimos cuadrados.

4 Problemas

1. Considera 21 puntos igualmente distribuidos de la funcién H% en el intervalo [-1,1]. Halla el polinomio
de interpolacién de Lagrange que pasa por estos puntos y dibdjalo junto con la funcién. Ayuda: puedes
crear la lista de puntos en Maxima con pun:create list([i/10,1/(1+(i/10)" 2)],i,-10,10); después carga
el paquete con load(interpol); y haz pol:lagrange(pun); para guardar en la variable pol el polinomio
de interpolacion. Para dibujarlo puedes hacer plot2d([pol,1/(14+x" 2)],x,-1,1);. Interpreta el resultado
y observa si la interpolacién es buena (Puedes verlo en la primera de las figuras 5.3.1).
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Figura 5.4.1: Polinomio de interpolacién y funciones ranura con 25 puntos de H% en [-10,10]

Elige ahora los 21 puntos en el intervalo [-5,5] calcula el polinomio de interpolacién y dibdjalo junto
con la funcién en [-5,5]. Interpreta de nuevo el resultado y observa si la interpolacién es buena.
Ayuda: Haz ahora pun:create |list([i/2,1/(1+(i/2)" 2)],i,-10,10); etc.. (Puedes verlo en la segunda
de las figuras 5.3.1).

Finalmente elige ahora los 21 puntos en el intervalo [-10,10] calcula el polinomio de interpolacién
y dibdjalo junto con la funcién en 1+1m2 [-10,10]. Interpreta de nuevo el resultado y observa que la
interpolacién es muy mala cerca de +10. Ayuda: Haz ahora pun:create list([i,1/(1+i" 2)],i,-10,10);
etc.. (Puedes verlo en la primera de las figuras 5.4.1)

. Repite el Problema anterior calculando la interpolacién con funciones ranura con condiciones de

frontera libre (f"=0) en los extremos en los tres casos [-1,1],[-5,5] y [-10,10], dibuja la funcién ﬁ
y la funcién de interpolacién. Ayuda: usa funr:cspline(pun); para guardar en la variable funr la
interpolacién por funciones ranura. Observa que la interpolacién se asemeja a la funcién en todos los
casos. El caso correspondiente al intervalo [-10,10] puedes verlo en la segunda de las figuras 5.4.1.

. Halla la recta de regresién de los 21 puntos del problema primero a través de la rutina polreg que hemos

definido (Ayuda, copia la definicién de polreg y luego haz polreg(pun,1); suponiendo que tienes los
puntos en la variable pun. Alternativamente a través de la funcién Isquares Ayuda: Haz load(Isquares);
si tienes definidos los puntos en pun para definir la matriz puedes hacer

A:matrix(pun[1]); forii in rest(pun) do A:addrow(A,ii); /* y luego */ Isquares(A, [x,y],y=a*x+Db,[a,b]);.

Compara si los resultados son iguales. Dibuja la recta de regresién y la funcién ﬁ Calcula los

polinomios de minimos cuadrados de grado 2 y 3 y dib(jalos con la funcién original.

. Para simular errores experimentales calcula una lista de 21 puntos en [-2,2] con los valores de

2?2 — x + 1 mas un namero aleatorio de valor absoluto < 0.1, ajusta por minimos cuadrados un

polinomio ax? + bx + c a los puntos y dibuja los puntos, > — x + 1 y el polinomio que obtengas.
Observa si el polinomio ajustado por minimos cuadrados se parece al polinomio original. Repite los
calculos sumando a los datos un error aleatorio de valor absoluto menor que 0.5; Ayuda, puedes
hacer pun:create list([i/5,(i/5)" 2-(i/5)+1+random(0.2)-0.1],i,-10,10); para que el error esté cen-
trado, después define polreg y haz polr:polreg(pun,2); (o usa lsquares de Maxima) finalmente haz
plot2d([x" 2-x+1,polr,[discrete,pun]],[x,-2,2]);
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66 1. POLINOMIO DE TAYLOR

En el capitulo anterior hemos tratado de aproximar una familia de puntos por una funcién. Ahora vamos
a tratar de aproximar una funcién a través una familia de funciones sencillas: polinomios o funciones
trigonométricas. Hay dos posibilidades:

e que la aproximacion sea buena cerca de un punto - aunque mas lejos no lo sea tanto.

e que la aproximacidn sea buena en un intervalo prefijado.

Los Objetivos de este tema son:

e Separar el problema de hallar una buena aproximacién local de una funcién (taylor) del problema de
hallar una buena aproximacién de una funcién en todo un intervalo.

e Saber calcular el polinomio de Taylor de una funcién.

e Entender que d(f,g) = \/ff(f(:p) — g())?dx esta relacionada con el 4rea entre las funciones f, g.

e Ser capaz de calcular los coeficientes del desarrollo de una funcién en polinomios de Legendre y en
serie de Fourier.

e Conocer la existencia de la transformada de Fourier rapida (FFT) y ser capaz de aplicarla para eliminar
el ruido de un conjunto de datos, utilizando las herramientas de Maxima.

1 Polinomio de Taylor

Si una funcién f es suficientemente derivable la forma de aproximarla cerca de una punto xg por un polinomio
de grado n esta dada por

) (g |
Zf ( 0)(1,_330)1

, 7!
=0

a esta expresion se le llama Polinomio de Taylor de grado n de f en xg.

En Maxima podemos hacer

/* funciona para una funcién de x*/

kill(mitaylor); mitaylor(fun,x0,n):=block([yy,tem],
tem:ev(fun,x=x0)+sum(diff(fun,x,i)/i*(yy-x) " i,i,1,n),ev(tem,x=x0,yy=x));
/* luego haz mitaylor(sin(x),0,5); */

Maxima la calcula con la instruccién taylor(fun,x,x0,n); pero pone puntos suspensivos detras para indicar
que aproxima a la funcidn, para quitarlos haz taytorat(taylor(fun,x,x0,n));

con

plot2d([sin(x),taytorat(taylor(sin(x),x,0,3)),taytorat(taylor(sin(x),x,0,5)), taytorat(taylor(sin(x),x,0,7))].[x, -
10,10],[y.-20,20]);
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sin(x)
‘(x%*x&/g

x5720?<3+120*x)/120 — | | XX+l
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(
-(x-42*x5+840*x

Figura 6.1.1: Polinomios de Taylor para sen(zx) y H% de grados 1,3,5,7

puedes ver como los polinomios de taylor de orden 3,5 y 7 aproximan a la funcién seno cerca de cero.
Observa que la aproximacién es muy buena cerca de cero pero luego se estropea. Dibuja polinomios de
taylor de grado mas alto a ver si mejora la aproximacién (Observa la primera de las figuras de 6.1.1).

Repite el proceso para la funcién ﬁ para ver si mejora la aproximacién que ofrecen los polinomios de
taylor cuando sube el grado del polinomio en particular fuera del intervalo [-1,1] (Observa la segunda de las
figuras de 6.1.1).

2 Aproximacién de funciones en intervalos

i Cual es la distancia entre dos funciones en un intervalo f, g : [a,b] € R — R? Hay varias alternativas entre
ellas:

e d(f,g) = sup{|f(z) — g(x)|,x € [a,b|}; si f,g son continuas entonces d(f,g) es el maximo de
{If(xz) — g(z)|,x € [a,b|}. Que d(f,g) < € equivale a que en todos los puntos del intervalo [a,b]
f dista de g menos de . Esta distancia da origen a la convergencia uniforme y es muy Gtil en
matematicas.

e Si las funciones son integrables podemos definir de otra forma la distancia a partir de d(f,g) =

\/ff(f(:c) — g(x))?dx. Ya que la integral corresponde al 4rea, esta distancia est4 relacionada con el
area que esta entre las graficas de las funciones f, g, por lo tanto puede haber puntos en los que
las funciones disten bastante pero en media las funciones distardn poco. A esta distancia se le suele
llamar distancia en media cuadratica. En lo que sigue de éste capitulo usaremos esta definicion de
distancia.

La idea es aproximar, de acuerdo con esta definicién de distancia una funcién por una familia en prin-
cipio infinita de funciones mas sencillas F = {p1,p2,p3,...pn....}, por ejemplo polinomios o funciones
trigonométricas, para ello queremos encontrar unas constantes ay, as, ..., Gy, ... tal que la distancia entre f
Y Doy ip; = aipi + agpa + asps + .... se haga cada vez mas pequefia. Se puede probar que esta dis-

tancia se deduce del producto escalar entre funciones < f,g >= fab f(z)g(z)dz que induce la norma para

funciones || f|| = \/fab f?(z)dz; observa que la norma es la distancia entre la funcién y cero. Si estés un
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poco familiarizado con el tema se tiene que el espacio de las funciones reales definidas en un intervalo es un
espacio vectorial y dada una familia de vectores (que en este caso son funciones) linealmente independiente
se puede obtener una familia ortonormal por un proceso llamado método de Gram-Schmidt.

La forma mas comoda de hallar los coeficientes es en el caso en que la familia F es ortogonal es decir
< pi,pj >=0,i # j; porque, si queremos que f =Y .= a;p; entonces, calculando el producto escalar con

Pn, tenemos que < f,pp, >=< Y i a;ipi,Pn > = an < Pn,Pn > con lo que a, = % es decir
b 0o
f(@)pn(x)dz
an = Ju b, - ; f= Zanpn; (6.2.1)
fa pn(x)dx n=1

6.2.1 Polinomios de Legendre

Si consideramos el intervalo [-1,1] y se busca una familia ortogonal a partir de 1,2, 22, 2%, .... se obtiene los

polinomios de Legendre que pueden definirse a partir de P,,(z) = nén%( 2 1)m,

Ejercicio: calcula los 5 primeros polinomios de Legendre.
Ayuda: prueba makelist(diff((x"2-1)" n,x,n)/(n!*2" n),n,0,4);

En Maxima cargando el paquete orthopoly la instruccion legendre p(n,x) devuelve el polinomio de Legendre
de grado n. Puedes ver los 5 primeros haciendo makelist(legendre  p(n,x),n,0,4); Comprueba si te salen los
mismos polinomios.

Ejercicio: Comprueba que los polinomios de Legendre P, paran = 0, 1,2, 3,4 forman un sistema ortogonal
en [-1,1]. Ayuda: prueba create list(integrate(legendre p(i,x)*legendre  p(j,x),x,-1,1),i,0,4,j,0,4);

Dibuja los 5 primeros polinomios de Legendre en [-1,1].

Veamos como se puede aproximar una funcién, por ejemplo exp(x) en el intervalo [-1,1] a través de los
primeros 5 polinomios de Legendre. Como hemos visto que los polinomios de Legendre son ortogonales en
[-1,1] lo que hemos de hacer es calcular los coeficientes definidos en (6.2.1) y formar la suma ), a; P;(x)
definiendo por ejemplo la funcién

aprleg(fun,n):=expand(float(sum(integrate(legendre p(i,x)*fun,x,-1,1)

/integrate(legendre  p(i,x)*legendre  p(i,x),x, -1,1)*legendre _ p(i,x),i,0,n))); y podemos dibujar la funcién
exp(x) y las aproximaciones en el intervalo [-1,1] con la instruccién
plot2d([exp(x),aprleg(exp(x),0),aprleg(exp(x),1),aprleg(exp(x),2),aprleg(exp(x),3)].[x,-1,1]);

Observa como las areas entre la funcién exp(x) y las sucesivas aproximaciones se hacen cada vez mas
pequefias, en particular la altima se acerca mucho. Lo puedes ver dibujado en la primera grafica de 6.2.1.

Esta es la idea de la distancia d(f, g) = \/f;(f(a:) — g(x))2dx, medir el area entre las curvas.

Si quieres verlo mejor, dibuja las diferencias entre las aproximaciones segunda y tercera por polinomios de
Legendre y la funcién exponencial con plot2d([exp(x)-aprleg(exp(x).2),exp(x)-aprleg(exp(x),3)].[x.-1,1]); ¥y
veras que se van acercando en todo el intervalo, en el caso de la tercera difieren en menos de 0.012 en todo
el intervalo. Lo puedes ver dibujado en la segunda grafica de 6.2.1.

. e . . . 1 L .
Ejercicio: Comprueba que lo mismo ocurre para otras funciones, por ejemplo 52 6 sen(x) es decir, calcula
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Figura 6.2.1: Aproximacion por polinomios de Legendre a exp(x) en [-1,1] y diferencias con la funcién

4 aproximaciones por polinomios de Legendre de dibuja la funcién Junto con las aproximaciones y

1+ T2
comprueba si se acercan cada vez mas en el intervalo [-1,1]. Observa si, para 1+ —— hay menos aproximaciones

por polinomios de Legender dibujados de los que deberia. jPuede ocurrir que los coeficientes a,, pares o
impares son cero? Compruébalo. Dibuja mas aproximaciones de —L.
1+x

6.2.2 Serie de Fourier

Si consideramos el intervalo [-7, 7] tenemos que la familia
={1,cos(x),cos(2x),cos(3x),....,sen(x),sen(2x),sen(2x),sen(3x)....} es ortogonal.

Ejercicio, comprueba con varios miembros si es cierto que la familia F es ortogonal en [-7,7]. Ayuda:
prueba

create  list(integrate(sin(i*x)*cos(j*x),x,-%pi,%pi),i,1,4,j,0,4);
create  list(integrate(cos(i*x)*cos(j*x),x,-%pi,%pi),i,0,4,j,0,4);
create_ list(integrate(sin(i*x)*sin(j*x),x,-%pi,%pi),i,1,4,j,1,4);

para comprobar las integrales de los senos entre si, los cosenos entre si y senos y cosenos entre ellos. Observa
que cos(0)=1.

Dibuja algunas funciones de la familia trigonométrica en [-m, 7].
Ejemplo plot2d([sin(x),sin(2*x),sin(3*x),cos(x),cos(2*x),cos(3*x)],[x,-%pi, %pi]);

Dada una funcién f definida en [-m, 71| se llama desarrollo en serie de Fourier de f a

ap + Z ancos(nz) + Z bpsen(nx) (6.2.2)
n=1 n=1
con
I f(z)cos(nz)dx f f(z)sen(nz)dx
n = ffﬁ cos?(nx)dr " ffﬂ sen?(nx)dx
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2*sin(5*x)/5-sin(4*x)/2+2*sin(3*X,
3 2*sin(7*x)/7-sin(6*x)/3+2*sin(5*x)/5-sin(4*x)/2+2*sin(3*x]

Zs\n3x/3sln2x+25mx
/35m2x+25\
/3sm2x

-2*sin(5*x)/5+sin(4*X)/2-2*sin(3*x)/3+sin(2*x)-2*sIn(X)+x
fun

ﬂ X

Figura 6.2.2: Aproximacién por Fourier a = en [—7, 7] y diferencias con la funcién

Debido a que las funciones sen(n ) son impares, es decir que f(—
1, cos(n x) son pares, es decir que f(—

x) = f(z) para todo x y las funciones
x) = f(x) para todo x se puede probar que si una funcién es impar

su desarrollo en serie de Fourier se puede escribir sélo en senos y si la funcién es par su desarrollo en serie
de Fourier se puede escribir sélo en 1 y en cosenos.

Ejercicio: Halla los coeficientes ag, a1, as, b1, by del desarrollo de fourier de la funcién x en el intervalo
[-7, 7], comprueba si los coeficientes a; son cero, dibuja la funcién y la aproximacién. Dibuja la suma de
mira si se aproximan mejor a la funcién. Ayuda puedes definir algo

mas términos de la serie de fourier y
como

aprfou(fun,n):= expand(sum(integrate(cos(i*x)*fun,x,-%pi,%pi) /integrate(cos(i*x) " 2,x,-%pi, Y%opi)*cos(i

+sum(integrate(sin(i*x)*fun,x,-%pi, %pi) /integrate(sin(i*x) "~ 2,x,-%pi, %pi)*sin(i*x),i,1,n));

*x),i,0,n)

y luego hacer aprfou(x,3) para calcular la aproximacién sumando hasta n = 3. Para dibujar puedes hacer

plot2d([x,aprfou(x,3),aprfou(x,5),aprfou(x,7),aprfou(x,11)],[x,-%pi, %pi]);

Lo puedes ver en la primera figura de 6.2.2.

Dibuja la diferencia entre = y las aproximaciones de fourier para n = 5, n = 11 haciendo

plot2d([x-aprfou(x,5),x-aprfou(x,11)],[x,-%pi,%pi]); Lo puedes ver en la segunda figura de 6.2.2. Fijate que
las areas entre la funcién y las aproximaciones se hacen mas pequefias.

Dibuja también la diferencia entre x y su aproximacién por Fourier para n = 31 y observa que es menor
que la correspondiente a n = 11. Observa que, como las funciones sen(nx), cos(nz) son periédicas y
x toma valores distintos en * = 7,2 = pi la aproximacién por fourier se porta mal en estos puntos.
realidad ocurre que, cuando la funcién f tiene una discontinuidad de salto, su aproximacién por Fourier
tiene a magnificar el salto alrededor de un 18 por ciento, esto se llama fenémeno de Gibbs.

En

Ejercicio: comprueba que x2 tiene la parte en senos de su desarrollo de fourier nula comprobando varios
coeficientes b,. Dibuja varias sumas parciales de la serie de Fourier que aproximen z2 junto con la funcién.
Como 2 toma los mismos valores en 2 = 7,z = pi el fenémeno de Gibbs no aparecera ahora.

Dado que los senos y cosenos aparecen como soluciones de la ecuaciéon de ondas y las ondas son om-
nipresentes en la naturaleza, en gran cantidad de parcelas de la fisica, quimica e ingenieria se utilizan las
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series de Fourier.

En Maxima en el paquete fourie existen funciones que calculan los coeficientes de la serie de Fourier.
Investiga totalfourier. Comprueba si los resultados de Maxima son correctos.

3 Transformada de Fourier Rapida FFT

Existe un analogo a la serie de Fourier para la interpolacién de grandes cantidades de datos discretos.
Suponemos que tenemos una coleccién de 2m puntos (zo,%0); ----(Z2m—1,Y2m—1) ¥ que los valores de x;
estan igualmente distribuidos en [-7, 7] es decir x; = —7+ L 7. Queremos hallar un polinomio trigonométrico
de minimos cuadrados

n—1

= % Z agcos(kx) + Zbksen kx)
k= k=1

tal que sea minimo Z?Zgl(yj — Sn(z4))?; observa que es lo que minimizdbamos en el capitulo anterior
cuando estudiamos minimos cuadrados. Tenemos que hallar las constantes ay, b, que aparecen en S,,.
El célculo se simplifica porque resulta que, si los puntos x; estan igualmente distribuidos en [—m, 7], las
funciones 1, cos(x), cos(2x), ..., sen(zx), sen(2z)... son también ortogonales respecto al producto escalar
< f,g >= sz Y f(z;)g(x;) (que es un analogo de la integral que aparece en la serie de fourier). Se

deduce que
2m—1 2m—1

Z yj cos(k x;); Z yj sen(k x;);

Ejercicio: Obtener el polinomio S3(x) que corresponde a 20 puntos de la forma (z;,e") Ayuda: para
generar los puntos puedes hacer

pun:makelist([-%pi+j/10*%pi,exp(-%opi+j/10*%pi)],j,0,19);

y luego hacer kill(poltrig);poltrig(lis,n):=block([mm:length(lis)],
2/mm*(sum(lis[j][2].j,1,mm)/2+sum(sum(lis[j][2] *cos(k*lis[j][1]).j,1,mm)*cos(k*x),k,1,n)
+sum(sum(lis[j][2]*sin(k*lis[j][1]),J,1,mm)*sin(k*x),k,1,n-1) ) );
poli:float(poltrig(pun,3));

Ejercicio: dibuja los puntos y el polinomio S3, Calcula y dibuja S5, Idem S7 y Sg. Finalmente hazlo con
S10

Ejercicio: Usa ahora 40 puntos de la funcién exponencial y observa si Sy se aproxima mejor.

Observa que si m = n el nimero de puntos coincide con el nimero de incégnitas ag, by y por tanto el
polinomio \S;, es un polinomio (trigonométrico) de interpolacién ya que el polinomio de interpolacién pasa
por los puntos y la distancia Z?Zgl(yj — Su(x4))? se reduce a cero.

Si m es muy grande el célculo de los coeficientes es muy laborioso pero, si m es una potencia de 2 existe
un algoritmo, llamado FFT o algoritmo de Cooley-Tukey que reduce mucho el calculo. Para expresarlo es
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Figura 6.3.1: 64 puntos de sen(4x) y valores reales e imaginarios del espectro de los puntos

mas simple usar nimeros complejos. Ya que e'* = cos(z) + i sen(z) con i = y/—1 la unidad imaginaria y
_ . . 6iz_ef'iz eiz_’_efiz -
que e~ "% = cos(z) —i sen(z) se tiene que sen(z) = <=5, cos(z) = “—5— por lo que podemos escribir

2
(con algin cambio en los coeficientes)

12

1 2m—1 2m—1
Sp(z) = p- Z ke con ¢ = Z yjeti,
k=0 =0

(=D*

y ai + by =

Maxima en el paquete fft incluye instrucciones para calcular los coeficientes de polinomios trigonométricos
por la transformada de Fourier rapida, los datos deben estar en arrays, no en listas.

Los datos (complejos) deben estar en un array las partes reales y en otro las partes imaginarias; la instruccién
fft devuelve las partes reales e imaginarias de los coeficientes del polinomio trigonométrico en las mismas
arrays en las que estaban los datos originales. La instruccién ift es la transformada inversa y devuelve los
datos originales a partir de los coeficientes del polinomio trigonométrico.

la transformada de fourier esta dada por

y[k]: (1/n) sum (x[j] exp (-2 %i %pi j k / n), j, 0, n-1) donde x[j] es array _real[j]+%i array imaginarialj]
(en nuestro caso las hemos llamado punr,puni)

Los coeficientes a;, b; equivalentemente c; estan relacionados con el espectro de la funcién que representan
los datos y su estudio es muy Gtil en electromagnetismo, fisica, etc. En particular podemos utilizar la FFT
para eliminar parte del ruido de fondo de una sefial que usualmente corresponde a errores en los datos. La
idea basica es eliminar aquellos coeficientes del desarrollo de Fourier que son mas pequefios.

Por ejemplo creamos una array con 64 datos de la funcién sen(4x)

/* declaramos dos arrays, una para las partes reales y otra para las imaginarias y las llenamos con los valores
numeéricos, que han de ser float */

array([punr,puni],63);
fillarray(punr,makelist(ev(sin(4*(-%pi+j/32*%pi)),numer),j,0,63)); fillarray(puni,makelist(0.0,j,0,63));

/* puedes pintarlas haciendo plot2d([discrete,makelist([-%pi+j/32*%pi,punr[j]].j,0,63)].[style, [points,1,2]]);
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Figura 6.3.2: Puntos de sen(4x) contaminados con ruido y espectro

estd dibujado en la primera figura de 6.3.1*/

/* cargamos el paquete y calculamos la transformada de Fourier*/
load(fft);

fft(punr,puni);

/* ahora los datos de punr, puni han pasado a ser las partes reales e imaginarias de ¢; puedes pintarlas
haciendo, de nuevo, plot2d([discrete,makelist([-%pi+j/32*%pi,punr(j]].j,0,63)],[style,[points,1,2]]);

o verlas con listarray(punr); listarray(puni)*/

/* Observa que los datos de punx son pequefios, mira los de puni ahora hay dos valores grandes, los que
exp(4iz)—exp(—4ix)
2i

corresponden a sen(4z) = por lo que hay uno que corresponde a 4 y otro a —4*/

/* los valores de punx,puni restantes son errores de redondeo.*/ Los valores de las partes reales e imaginarias
del espectro estan dibujadas en la segunda figura de 6.3.1.

La FFT se puede usar para eliminar posibles errores de una lista de datos, generamos una lista de valores
de la funcién sen(4z) contaminados con un error aleatorio. Recuerda que random(float(2)) devuelve un
namero real entre 0 y 2, para que los errores estén centrados en la medida le restamos 1. Observa en la
primera de las figuras de 6.3.2 que la funcién sen(4x) es irreconocible.

/* llenamos las arrays de datos contaminados de ruido (recuerda que si no estan creadas hay que crearlas)*/
fillarray(punr,makelist(ev(sin(4*(-%pi+j/32*%pi))+random(float(2))-1,numer),j,0,63));
fillarray(puni,makelist(ev(0,numer),j,0,63));

/* los pintamos para ver que la funcion sen(4x) esta disimulada por el ruido (Ojo, como el ruido es aleatorio
el dibujo en tu ordenador puede ser distinto) */

plot2d([discrete, makelist([-%opi+]j/32*%pi,punr]j]].j,0,63)].[style,[points,1,2]]);
/* aplicamos la fft */

fft(punr,puni);
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Figura 6.3.3: Reconstruccién de los datos sin ruido

/* si pintas ahora los valores de puni veras que dos estan en valor absoluto por encima de los demas, son
los que corresponden a sen(4x). Observa en la segunda de las figuras de 6.3.2, pese al ruido, cémo destacan
los coeficientes que corresponde a sen(4x).*/

/* Si queremos podemos filtrar los datos pequefios, veamos cuales son los valores mayores /*
sort(listarray(punr)); sort(listarray(puni));

/*el mayor valor es ~ 0.5, para filtrar el ruido hacemos cero todos los que sean menores, por ejemplo, que
0.2 en valor absoluto; creamos dos nuevas arrays para los datos del espectro filtrado*/

array([punrfil, punifil],63);

fillarray(punrfil, makelist(if abs(punr[j])<.2 then float(0) else punrj],j,0,63));

fillarray(punifil, makelist(if abs(puni[j])<.2 then float(0) else punij],j,0,63));

/*ahora restauramos los datos con la transformada inversa */

ift(punrfil,punifil);

/*pintamos los datos */

plot2d([discrete, makelist([-%pi+j/32*%pi,punrfil[j]].j,0,63)],[style, [points,1,2]]);

/* ahi tienes los datos sin ruido. Evidentemente si el filtro es muy fuerte podemos perder informacion */
Los datos con el ruido filtrado estan pintados en 6.3.3.

Ejercicio: Crea una lista con 128 datos basados en la funcién 2sen(4z) + cos(8z) contaminada con un
ruido aleatorio de amplitud 1. Dibuja la lista. Aplica la FFT para filtrar los datos. Dibuja la funcién sin
ruido. Calcula el tiempo que ha tardado Maxima en hacer las cuentas.

Ejercicio: Crea ahora una lista con 512 datos. Repite los célculos y compara los tiempos que tarda Maxima
ahora.
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76 1. DERIVACION NUMERICA

Con frecuencia tenemos una serie de datos experimentales y nos interesa estimar los valores de la derivada
o la integral de la funcién a la que corresponden. Ademas puede ocurrir que la integral de una funcién sea
dificil de hacer analiticamente y sea conveniente conocer su valor aproximado.

Los Objetivos de éste tema son:

Conocer y aplicar férmulas de derivacién numeérica.

Conocer y aplicar férmulas de integracion numérica, entre ellas férmulas de integracién compuesta.

Saber utilizar las herramientas de derivacion e integracién de Maxima.

Entender el concepto de integracién adaptativa.

1 Derivacién numeérica

Ya que la definicién de derivada de f en x es f/(x) = limy,_¢ W la primera opcién para aproximar

la derivada de f en x es fijar h y tomar

f'(z) = f(“h]if(x) +O(h), (7.1.1)

con O(h) indicamos que el error que se comete es del orden de h ya que se deduce del polinomio de Taylor el
error es 3%f”({). Sin embargo si escribimos el polinomio de Taylor de f(z+h) ~ f(z) —i—f'(:lc)fH—f”(ac)%2 +
f”’(m)% y le restamos el de f(z — h) tenemos que

fle+h)—flx—h)

f(z) = o + O(h?); (7.1.2)

Se puede deducir las dos expresiones siguientes:

f(x —2h) = 8f(x — h)+8f(x+ h) — f(xz +2h)
12h

f(z) = + O(hY); (7.1.4)

vamos a estudiar el comportamiento de las férmulas anteriores para, por ejemplo, la funcién exp(z) en
x = 1 para distintos valores de h. El valor exacto de la derivada es e! ~ 2.7182818284590452354
Hacemos en Maxima una funcién que nos de una lista con los distintos valores
kill(der);der(f,x0,h):=[float((ev(f,x=x0+h)-ev(f,x=x0))/h),

float((ev(f,x=x0+h)-ev(f,x=x0-h))/(2*h)),
float((-3*ev(f,x=x0)+4*ev(f,x=x0+h)-ev(f,x=x0+2%h)) /(2*h)),
float((ev(f,x=x0-2*h)-8*ev(f,x=x0-h)+8*ev(f,x=x0+h)-ev(f, x=x0+2%h))/(12*h))];
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se obtiene que der(exp(x),1,.1); devuelve

[2.858841954873883, 2.722814563947418, 2.708508438360253, 2.71827275672649]
der(exp(x),1,.01); devuelve
[2.731918655787125,2.718327133382714,2.718190536311571, 2.718281827552956]
y der(exp(x),1,.001); devuelve

[2.719641422533226, 2.718282281505724,2.718280921684801, 2.718281828458643]

Observa que el valor que mejor se aproxima al valor real es el que da la férmula (7.1.4) que ya tiene un
error del orden de O(h*), en contra hay que evaluar 4 veces la funcién; después las dos formulas (7.1.2) y
(7.1.3) y de ellas suele ser mejor la primera, en general las férmulas centradas son mejores; finalmente la
peor es, con diferencias, la que sale de la definicién de derivada es decir (7.1.1).

Si hacemos h muy pequefio no mejora la aproximacién por ejemplo der(exp(x),1,10"-15); devuelve
[3.108624468950438,2.886579864025407,2.664535259100376,3.034609600642094]
y der(exp(x),1,10" -20); nos da

[0.0,0.0,0.0,-3700.743415417188]. Estos resultados son inaceptables y se deben a que el método esta mal
condicionado. Si h es muy pequeifio los valores de f(z), f(z + h), f(z — h), ... son muy préximos lo que
genera errores por cancelacion de cifras significativas (excepto que f(x) ~ 0), ademas dividimos por h. En
general los métodos de derivacién numérica estan mal condicionados y h no debe ser pequefio en exceso.
Recuerda la grafica 2.6.1 donde comparabamos los errores de truncamiento y redondeo al calcular la derivada
de exp(x) en z =1 para diversos valores de h.

Ejercicio: Comprueba como se comporta para distintos valores de & la derivada de sen(xz) en x =1y en
x=0. |[dem de cos(z) enz =0y enxz=rm.

Para la derivada segunda se puede deducir que

flx—h) = 2f(x)+ flx+h)

2 + O(h?); (7.1.5)

f(x) =

y para la derivada tercera

flx+2h) —=2f(x+h)+2f(x—h) — f(z —2h)

T + O(h?); (7.1.6)

7"(z) =

Ejercicio: Comprueba si la férmula (7.1.5) aproxima bien a la derivada segunda de exp(x) en = = 1 para
diversos valores de h.

2 Integracién numeérica

. . . .. b . . L.
Con frecuencia es necesario evaluar la integral definida fa f(x) dz que no tiene primitiva explicita o que no
es facil de calcular.

José Ramirez Labrador
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La primera opcién es integrar un polinomio que interpole a f(x) en [a,b].

Usando un punto, en este caso el punto medio, tenemos la regla del punto medio. La regla del punto medio
es interesante porque no usa los extremos del intervalo (se dice que es una férmula abierta) lo que permite
usarla si el integrando no es continuo en los extremos del intervalo.

b
[ rde= - (5 (72.1)

Si usamos dos puntos, interpolamos la funcién por una recta y se tiene la férmula del trapecio.

b —a
[ f@yde="30 (1@ + £0) (122)

Si usamos tres puntos, interpolamos la funcién por una parabola y se tiene la férmula del Simpson. La
formula de Simpson es exacta para polinomios de grado 3 o menos.

b —a a
[ r@de =0 @)+ 31 + 1) (723

Como ejemplo podemos hacemos en Maxima una funcién que nos de una lista con los distintos valores
obtenidos por los tres métodos anteriores para diversas funciones e intervalos:

kill(inte);inte(f,a,b):=[float(ev(f,x=(a+b)/2)*(b-a)),

float((ev(f,x=a)+ev(f,x=b))*(b-a)),

float((ev(f,x=a)+3*ev(f x=(a+b)/2)+ev(f x=b))*(b-a)/6)];

Para aproximar [ sen(z) dx con valor exacto 2, inte(sin(x),0,%pi); devuelve

[3.141592653589793, 0.0, 1.570796326794897].

El valor exacto de fol exp(x)dr es e — 1 ~ 1.71828 y para inte(exp(x),0,1); se obtiene
[1.648721270700128, 3.718281828459045, 1.444074273426572].

El valor exacto de fol % es 7 ~ 0.785398 y para inte(1/(14x" 2),0,1); se obtiene [0.8,1.5, 0.65].

Los errores son todos grandes porque el intervalo es grande.

Aunque podemos plantear férmulas de integracién basadas en polinomios de interpolacién con méas puntos,
éstas no son demasiado interesantes porque, ya que los polinomios de interpolacién de grado alto oscilan
mucho, son propensas a errores en intervalos grandes. Es mas interesante usar puntos que no estén igual-
mente espaciados (busca qué es la cuadratura gaussiana) o descomponer el intervalo [a,b] en intervalos mas
pequenos.
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7.2.1 Integraciéon compuesta

La idea basica es dividir en intervalo [a,b] en muchos intervalos mas pequefios de igual longitud y aplicar
a cada uno de ellos las férmulas anteriores. Sea n el namero de subdivisiones y h = b_T“, indicamos
por z; = a + ih los extremos de los intervalos [a,a+h],[a+h,a+2h],...[a+(n-1)h,b], aplicando las férmulas

anteriores y sumando los resultados (compruébalo) tenemos: Para la regla del punto medio

b n—1 . z;
/ Faydr=h 3 (T L op) (7.2.4)
a i=0
Para el método del trapecio tenemos
b n—1
[ @ =5 @)+ £0) 423 fa) + 00) (725)
a i=1

Observa que muchos puntos (todos menos el primero y el Gltimo) se repiten.

Para el método de Simpson haciendo h = I’;—na, los puntos son a = xg, x1, ..., Tan—1, Ton, = b y tenemos que

b n—1 n
/ f(a)de = % (f(a) + F(O)+2) flzai) +3)_ flzai1)) + O(h?) (7.2.6)
@ i=1

i=1
Observa también que muchos puntos se repiten. Podemos programar en Maxima los tres métodos
kill(ipm); ipm(f,a,b,n):=
block([h:(b-a)/n],ev(h*sum(ev(f x=a+h*(i+1/2)),i,0,n-1),numer) );
kill(trapecio); trapecio(f,a,b,n):=
block([h:(b-a)/n],ev((ev(f,x=a)+ev(f,x=b)+2*sum(ev(f,x=a+h*i),i,1,n-1) )*h/2,numer) );
kill(simpson); simpson(f,a,b,n):= block([h:(b-a)/(2*n)],

ev((ev(f,x=a)+ev(f,x=b) +2*sum(ev(f,x=a+2*h*i),i,1,n-1) +4*sum(ev(f,x=a+(2*i+1)*h),i,0,n-1))*h/3,numer)

)i

Veamos como se comportan para calcular fol exp(r)dr = e — 1 ~ 1.718281828459045, haciendo
[ipm(exp(x),0,1,5),trapecio(exp(x),0,1,5),simpson(exp(x),0,1,5)];

tenemos [1.715421362995842, 1.724005619782788, 1.718282781924824;
[ipm(exp(x),0,1,10),trapecio(exp(x),0,1,10),simpson(exp(x),0,1,10)];

devuelve [1.717566086461128,1.719713491389315, 1.718281888103857] y
[ipm(exp(x),0,1,20),trapecio(exp(x),0,1,20),simpson(exp(x),0,1,20)];

da como resultado

[1.718102853818907, 1.718639788925221, 1.718281832187678].

José Ramirez Labrador
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Observa que los métodos del punto medio y del trapecio son del mismo orden de exactitud y el método de
Simpson genera resultados mas exactos que los otros dos (aunque debes comparar simpson con n = 10 con
trapecio y punto medio con n = 20 para usar el mismo h).

Ejercicio: Compara el comportamiento de los tres métodos para foﬂ sen(x)dx y diversos valores de n.

Una mejora de estos métodos es la integracion adaptativa que consiste en elegir un método, por ejemplo
Simpson, y un valor inicial de h, se calcula faa+h f(z) dx por el método para éste valor de h y también para
% si los dos valores calculados estan suficientemente cerca se acepta el valor de la integral en el intervalo,
se acumula en el futuro resultado y se calcula la integral en el intervalo siguiente, si no se divide por 2 el
valor de h y se repite el proceso. Si el valor de h llega a ser excesivamente pequefio se da un mensaje de
error. Si después de varios intervalos todo va bien se prueba a ver si es aceptable multiplicar por 2 el valor
de h. De esta forma se destinan mas puntos a evaluar los intervalos en que es mas necesario y no se tienen
por que repartir los puntos por igual.

En Maxima integrate(expresion,x,a,b), el paquete romberg y las funciones quad qag, quad gags permiten
calcular numéricamente integrales, las dos Gltimas de forma adaptativa; mira en la ayuda de Maxima para
mas informacion.

3 Ejercicios:

1. Utiliza las férmulas de diferenciacién numérica dadas en (7.1.1), (7.1.2), (7.1.3), (7.1.4) para estimar
el valor de la derivada de In(z) en z =1 con h = 0.1, h = 0.01, ~ = 0.001 y compara con el valor real
In'(1) = 1. Para simular errores en los datos perturba los valores de la funcién sumando o restando
un valor aleatorio de a lo mas 0.1,0.01 y repite el célculo de la derivada para h = 0.1, h = 0.01.
Repite varias veces el calculo de la derivada aproximada, compara con el resultado exacto y deduce
el efecto de errores en los datos para la estimacién de la derivada. Ayuda, para sumar o restar un
valor aleatorio de a lo mas 0.1 puedes hacer random(0.2)-0.1; por tanto puedes hacer, para la férmula
(7.1.2), ev((log(14+h)+random(0.2)-0.1-(log(1-h)+random(0.2)-0.1))/(2*h),h=0.1,numer);

2. Utiliza los métodos de integraciéon que hemos programado (ipm, simpson, trapecio) para n = 10, 20
para calcular fol sen(z?) dz ~ 0.3102683017. Para simular errores en los datos perturba los valores
de la funcién sumando o restando un valor aleatorio de a lo mas 0.1,0.01 y repite el calculo de la
integral. Deduce el efecto de errores en los datos para la estimacién de la integral. Ayuda: en lugar
de la funcién sin(x?) utiliza sin(z?) + random(0.2) — 0.1 para simular un error a lo mas de 0.1.

3. Utiliza los métodos de integracién que hemos programado (ipm, simpson, trapecio) para n = 10, 20
para calcular f510 sen(x?)dx ~ 0.05575361876. Compara los resultados ahora. Ayuda: La funcién
es mucho mas dificil de integrar numéricamente porque oscila mucho en este intervalo, dibujala para
verlo.

4. Utiliza las rutinas del Maxima romberg, quad _qag y quad_qags para estimar f510 sen(z?) dx ~
0.0557536187643009. Compara los resultados. Ayuda: para quad gag debes indicar el orden de |a
regla, por ejemplo haciendo quad _qag(sin(x" 2),x,5,10,3);. Observa que un procedimiento adaptativo
da mayor exactitud.
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Casi todos los modelos cientificos usan relaciones entre las funciones y sus derivadas: el crecimiento de
una poblacion, la competencia entre dos poblaciones, la resistencia de un avién, la forma de un barco, las
reacciones quimicas, el enfriamiento de los cuerpos, el comportamiento de una viga son modelados por
ecuaciones diferenciales es decir ecuaciones en las que aparecen derivadas de las variables dependientes

respecto de las independientes.

Los Objetivos de éste tema son:

e Entender que es una ecuacién diferencial y una ecuacién en derivadas parciales.

e Separar lo que son problemas de valor inicial de problemas de contorno.

e Utilizar las herramientas de Maxima para resolver algunas ecuaciones diferenciales y hallar, si es

posible, soluciones a problemas de valor inicial o de contorno sencillos.



82 1. VALORES INICIALES

e Ser capaz de utilizar los métodos de Euler, punto medio, Runge-Kutta para resolver problemas de
valor inicial, comprender la importancia del paso h y el orden del método.

e Conocer la existencia de métodos multipaso y entender los métodos predictor-corrector.
e Saber la existencia de ecuaciones rigidas y saber aplicar el método del trapecio.

e Aplicar métodos numéricos a problemas de valor inicial para sistemas de ecuaciones diferenciales y
ecuaciones de orden mayor que 1.

e Conocer y aplicar el método del disparo para problemas de contorno.

e Saber aplicar el método de diferencias finitas a problemas de contorno en recintos rectangulares.

Si en la ecuacién diferencial aparecen derivadas respecto de dos o mas variables independientes decimos que

., . . . . u(xt) 1 0%u(z,t)
es una ecuacion en derivadas parciales, por ejemplo la ecuacién de ondas =7~ = k=57~ con k > 0

ou(z,t) kazu(x,t)
ot 0z

constante o la ecuacién del calor

Si en la ecuacién sélo aparecen derivadas respecto de una variable independiente decimos que es una
ecuacién diferencial ordinaria por ejemplo la ecuacién de desintegracién radioactiva y/(t) = —ky(t) con
k > 0 constante o la ecuacién logistica i/ (t) = ay(t) — by?(t).

Maxima tiene la instruccién ode2 que permite resolver algunas (pocas) ecuaciones diferenciales ordinarias.
Por ejemplo para resolver 4/ = y + ¢ en Maxima hacemos depends(y,t); ode2(diff(y,t)=y+t,y.t);.

También puedes escribir las derivadas sin evaluar, por ejemplo ode2(x*'diff(y,x)+3*y*x=cos(x)/x,y.x). Las
instrucciones de Maxima icl, ic2, dada la solucion general de una ecuacién diferencial de primero 6 segundo
orden permiten hallar la solucién que cumple unas determinadas condiciones iniciales (también puedes
resolver el sistema obtenido sustituyendo las condiciones iniciales para hallar los valores de las constantes).
dsolve resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.

De otro lado, la mayor parte de las funciones matematicas se pueden definir a partir de ecuaciones diferen-
ciales, por ejemplo la funcién exp(t) satisface y' = y; las funciones sen(t), cos(t) satisfacen y” —y’ = 0 asi
es frecuente que no podamos (o sepamos) resolver en forma explicita una ecuacién diferencial.

En general, al resolver una ecuacién diferencial aparecen constantes arbitrarias por lo que si queremos que
la solucién esté determinada es preciso dar condiciones adicionales, por ejemplo y = exp(t 4 ¢) es solucién
de ¥’ = y para todo ¢ y tenemos que pedir, por ejemplo que y(0) = 1 para que la solucién de v/ = y
sea solamente y = exp(t). La solucién de y’ = —y es cicos(t) + cosen(t) para toda constante ci, c2
y si queremos que la solucién sea sen(t) podemos fijar por ejemplo que y(0) = 0,3/(0) = 1. Desde el
punto de vista cientifico es bueno saber cual va a ser el comportamiento del fenémeno modelado por la
ecuacién diferencial a partir de unas condiciones. Si todas las condiciones que se imponen aparecen para
el mismo valor de la variables independiente decimos que estamos en un problema de valores iniciales. Si
las condiciones que se imponen aparecen para distintos valores de la variable independiente decimos que
estamos en un problema de contorno.

1 Valores iniciales

Vamos a estudiar métodos numéricos para resolver la ecuacién ' = f(y,t) con la condicién inicial y(tg) =
Yyo- Para garantizar que este problema tiene solucién Gnica basta que f y 7; sean continuas en un entorno

Céalculo Numérico con Maxima
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del punto (%o, yo) (aunque hay condiciones mas generales).

Es costumbre indicar por h el paso, t; = tg + i h y escribir los valores aproximados que se obtienen de la
ecuacion para t; como w; para distinguirlos de los valores exactos y;.

8.1.1 Meétodo de Euler

El método mas sencillo es el método de Euler. Ya que por el polinomio de Taylor y(t + h) ~ y(t) + ¢/(t) h
sustituyendo por la ecuacién diferencial ' = f(t,y) tenemos que y(t + h) ~ y(t) + h f(t,y). Partiendo de
la condicién inicial wy = y(to) = yo el método de Euler esta dado por

Wi+1 :wi—i-hf(ti,wi); (811)

Por ejemplo la solucién de v/ = y +t con y(0) = 1 es y = 2exp(t) —t — 1 (compruébalo). Si elegimos
h = 0.1 y aplicamos el método de Euler a ¥/ = y + ¢ con y(0) = 1 entonces tp = 0, wg = yo =
1 aplicando la férmula tenemos que w; = 1+ 0.1(1 +0) = 1.1; we = 1.1 + 0.1(1.1 + .1) = 1.22
etc. asi que la solucién aproximada pasa por (0.1,1.1), (0.2,1.22) etc. los valores exactos son y(0.1) ~
1.110341836151295, (0.2) ~ 1.24280551632034.

Podemos programar en Maxima el método de euler para 3y = f(¢,y) definiendo donde el argumento es una
lista formada por t;, w;, f(y,t), h haciendo

eul(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],ff:arg[3],hh:arg[4]], [ti+hh,wi+hh*ev(ff,y=wi,t=ti,numer),ff,hh]);
para aplicarlo a la ecuacién ' = y + ¢, partiendo de y(0) = 1 con paso h = .1 hacemos sucesivamente
eul([0,1,y+t,.1]); que da [0.1,1.1,y+1,0.1] después eul(%) da

[0.2,1.22,y+1t,0.1]; después eul(%) que da [0.3,1.362,y+1,0.1] etc. asi que las estimaciones por el método
de euler de la solucién que pasa por y(0) =1 son y(0.1) = 1.1, y(0.2) = 1.22 e y(0.3) = 1.362;

Si queremos repetir el método de euler varias veces (pongamos 5) y guardar en una lista sélo los valores de
[ti, w;] por ejemplo para pintarlos, recordando que endcons afiade un elemento al final de una lista podemos
hacer

valor:[0.,1.,y+t,.1];listaeu:[[0.0,1.0]]; for i:1 thru 10 do (valor:eul(valor),listaeu:endcons(valor,listaeu));
y en la variable listaeu queda [[0,1],[0.1,1.1],[0.2,1.22],[0.3,1.362],[0.4,1.5282],[0.5,1.72102]]
Por supuesto podemos definir f, h fuera y hacer que el programa lleve la cuenta sélo de ¢;, w;, por ejemplo,

ffzy+t; hh:0.1; kill(eu2); eu2(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2]], [ti+hh,wi+hh*ev(ff,y=wi,t=ti,numer)]); /*y
se empieza con*/ eu2([0.,1.]);

Ejercicio: Calcula 25 aproximaciones por el método de Euler wy, ws, ..., wos de la solucién de la ecuacién
y =y +tcon h=0.1, a partir de y(0) = 1. Dibuja la solucién exacta y los puntos obtenidos. Observa
que los errores crecen pero de forma controlada, desafortunadamente es lo que suele ocurrir. Ayuda: una
vez calculados los valores, prueba algo asi como

listaeu:[[0.0,1.0]];valor:[0.0,1.0]; for i:1 thru 25 do (valor:eu2(valor),listaeu:endcons(valor,listaeu));

plot2d([2*exp(t)-t-1,[discrete, listaeu]],[t,0,2.5],[style, [lines,1,3],[points,1,2]]);
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Figura 8.1.1: Aproximaciones por Euler y errores con paso h = 0.1,0.05

Ejercicio: Calcula ahora 50 aproximaciones por el método de Euler wq,wo, ..., w59 de la solucién de la
ecuacién y' =y +t con h = 0.05, a partir de y(0) = 1. Dibuja la solucién exacta y los puntos obtenidos
en el ejercicio anterior y ahora. Debes generar la primera de las graficas de 8.1.1. Observa graficamente
cuando son los errores mayores. Calcula los errores para los pasos h = 0.1 y h = 0.05. Ayuda: prueba algo
asi como

listerrl:makelist([listaeu[j][1],ev(abs(2*exp(t)-t-1-listaeu[j][2]),t=listaeu[j][1])].j,1,25);

para ver los errores que corresponden a h = .1 Dibuja los errores en cada punto para h = 0.1 y h = 0.05.
Debes generar la segunda de las graficas de 8.1.1. Observa que los errores dependen del valor de h.

8.1.2 Meétodos de orden 2

Para medir el error que se comete en cada paso se introduce el error de truncamiento local que mide hasta
que punto la solucién exacta de la ecuacién diferencial satisface la formula con que se obtiene la aproximacién
w;+1. Se puede probar que el error de truncamiento local del método de euler es de orden h por lo que en
el ejercicio anterior debiste observar que si reduces el paso de h a % el error se reduce aproximadamente a la
mitad. Es muy conveniente hallar métodos en que el error de truncamiento local sea de orden h? o incluso
de orden h* para que con h mas grande (y por tanto menos puntos de calculo) se tengan resultados mas
exactos. El precio a pagar es que estos métodos necesitan mas evaluaciones de la funcién en cada paso.

Partiendo de la condicién inicial wg = y(ty) = yo existen varios métodos de orden 2 entre ellos:

el método del punto medio esta dado por

h h

Wit1 :wi+hf(ti+§,wi+ §f(ti,wi)); (8.1.2)

el método del Euler modificado esta dado por

h
wivy = wi + 5 (f(t,wi) + f(tirr, wi + b f(t,wi))); (8.1.3)
el método del Heun esta dado por
h 2 2

witt = w; + o (f(ti, wi) +3F(t + ghywi + gh f(ti, wi)) ); (8.1.4)
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Un programa en Maxima del método del punto medio para y' = f(t,y) con argumento una lista formada
por t;,w;, f(y,t), h puede ser

kill(odepm);odepm(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],ff:arg[3] hh:arg[4],tem],
tem:ev(ff,y=wi,t=ti,numer), [ti+hh,wi+hh*ev(ff,y=wi+hh/2*tem t=ti+hh/2,numer),ff,hh]);
De nuevo

valor:[0.,1.,y+t,.1];listapm:[[0.0,1.0]];

for i:1 thru 5 do (valor:odepm(valor),listapm:endcons([valor[1],valor[2]] listapm));

nos devuelve una lista con los valores de wi, ws,...ws por el método del punto medio para la ecuacién
y' = y+t. Observa que si queremos pintar los puntos tenemos que guardar en la lista sélo los pares [t;, w;]
y no los valores de f, h. Esto puede hacerse, si los valores estan en una lista llamada listapm, con

lispunl:[];for i:1 thru length(listapm) do lispunl:endcons([listapm[i][1],listapm][i][2]] lispunl);
para guardar sélo los dos primeros elementos.

De forma alternativa podemos sacar fuera el valor de f, h y transmitir sélo los valores de t;, w; como hicimos
en eu2, por ejemplo definimos

kill(odepm?2);0depm2(arg):=block([ti:arg[1] wi:arg[2],tem],
tem:ev(ff,y=wi,t=ti,numer), [ti+hh,wi+hh*ev(ff,y=wi+hh/2*tem, t=ti+hh/2,numer)]);

y hay que guardar en la variable hh el valor del paso y en la variable ff la funcién f(t,y) antes de empezar.
Por ejemplo, se puede hacer

hh:0.05;ff:y+t; valor:[0.,1.];listapm:[[0.0,1.0]];
for i:1 thru 50 do (valor:odepm2(valor),listapm:endcons(valor,listapm));

Ejercicio: Calcula con h = 0.05 un total de 50 valores de w; por el método del punto medio para la
ecuacién y' = y +t con y(0) = 1, dibuja la solucién y las aproximaciones por los métodos de Euler y del
punto medio y observa cual método es mejor. La grafica que obtengas debe ser la primera de 8.1.2.

Un programa para el método de Euler modificado puede ser
kill(odeem);odeem(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],ff:arg[3],hh:arg[4],tem], tem:ev(ff,y=wi,t=ti,numer),
[ti+hh,wi+hh/2*(tem+ev(ff,y=wi+hh*tem,t=ti+hh,numer)),ff,hh]);

y otro para el método de Heun

kill(odeheun);odeheun(arg):=block([ti:arg[1] wi:arg[2],ff:arg[3],hh:arg[4],tem], tem:ev(ff,y=wi,t=ti,numer),
[ti+hh,wi+hh/4*(tem+3*ev(ff,y=wi+hh*2/3*tem t=ti+hh*2/3,numer)),{f, hh]);

Ejercicio: Crea una lista con 25 valores aproximados entre ¢t = 0,¢ = 2.5 de la solucién de 4/ = y + ¢ con
y(0) = 1 tomando h = .1 por los métodos de punto medio, euler modificado y Heun y comprueba si los
errores son similares. Dibuja la solucién exacta y las aproximaciones halladas. Calcula listas con los errores
que corresponden a cada método y dibuja los errores en cada punto. Observa que para dibujar los puntos
tienes que guardar en la lista sélo los valores de t;, w; o definir fuera f, h y usar una lista con sélo los valores
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Figura 8.1.2: Método de Euler y punto medio con h=0.05; Runge-Kutta con h=0.1

de tk,wk.

Ejercicio: Repite los calculos del ejercicio anterior con paso h = 0.05 y estudia si los errores de Heun, Euler
modificado y punto medio son aproximadamente la mitad o la cuarta parte del ejercicio anterior.

Ejercicio: Comprueba si la ecuacién y' = ty + ¢ con la condicién y(1) = 2 tiene solucién 3 exp(5(t* —
1)) — 1. Halla soluciones numeéricas por el método de Euler y uno de los métodos anteriores y estudia el
comportamiento de los errores.

8.1.3 Runge-Kutta de orden 4 y Runge-Kutta-Fehlberg

Es posible y deseable tener métodos de orden mas alto, en concreto el siguiente método es de orden 4,
observa que en su definicion usamos 4 variables temporales

ki = h f(ti, wi); ko = hf(t; + B w; + 8

8.1.5
k‘gth(ti—i-%,wi—i-%Q); k4=hf<ti+h,wi+k‘3); ( )

1
wi+1Zwi+6(k¢1+2k2+2k3+k4);

Un programa para el método de Runge-Kutta de orden 4 puede ser

kill(rk4);

rk4(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],ff:arg[3],hh:arg[4] k1,k2,k3,k4],
k1:hh*ev(ff,y=wi,t=ti,numer) k2:hh*ev(ff,y=wi+k1/2,t=ti+hh/2,numer),
k3:hh*ev(ff,y=wi+k2/2,t=ti+hh/2,numer),kd:hh*ev(ff,y=wi+k3,t=ti+hh,numer),
[ti-+hh,wi+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6,f,hh]);

De nuevo puedes definir fuera f f, hh donde estan los valores de f(¢,y),h y hacer que el método sélo lleve
dos valores, t,wy con lo cual la salida es buena para dibujar.

Ejercicio: Crea una lista con 25 valores aproximados entre ¢t = 0,¢ = 2.5 de la solucién de 4/ = y + ¢ con
y(0) = 1 tomando h = 0.1 por el método de Runge-Kutta de orden 4 rk4 y comprueba con los valores
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exactos de la solucién. Dibuja la solucidén exacta y las aproximaciones halladas. Debes obtener la segunda
de las graficas de la figura 8.1.2. Observa que la aproximacién es muy buena. Calcula una lista con los
errores y dibuja los errores.

Ejercicio: Repite los calculos del ejercicio anterior con paso h = 0.05 y estudia cémo son los errores ahora.
Repite el proceso con otra ecuacién, por ejemplo y' = ty + t con la condicién y(1) = 2 tiene solucién
Bexp(1(t* — 1)) — 1.

En el paquete dynamics de Maxima se incorpora la funcién rk que resuelve numéricamente una ecuacién
diferencial (o un sistema de ecuaciones diferenciales) de primer orden por el método de Runge-Kutta de
orden 4. Recuerda que si la ecuacién diferencial esta escrita en la forma 3/ = f(y,t) con la condicién inicial
y(to) = yo para calcular los valores de w; desde t( hasta ¢t = b con paso h es rk(f(y,t),y, yo, [t, t0,b, h]); y
devuelve una lista de los puntos [t;, w;]. Por ejemplo para resolver numéricamente y' = cos(y) +t + 1 con
y(1) = 2 desde t = 1 hasta t = 4 con h = .05 se escribe rk(cos(y) +t + 1,y,2,[t,1,4,.05]);

La idea del método de Runge- Kutta- Fehlberg es, como en integracion adaptativa, usar paso variable. Se
usan a la vez dos métodos de Runge-Kutta uno de cuarto orden y otro de quinto, si las valores obtenidos son
suficientemente préximos aceptamos el valor y buscamos el siguiente, si no reducimos el paso h y probamos
de nuevo. Si después de varios puntos con el mismo paso todo va bien probamos a aumentar el paso. Si
tenemos que reducir mucho el paso damos un mensaje de error y paramos.

La importancia de Runge- Kutta- Fehlberg radica en que se usan evaluaciones comunes de f, en concreto
s6lo 6, para calcular los valores de Runge-Kutta de cuarto orden y de quinto, por lo que ahorra mucho
célculo. La definicién del método es:

Fi =R f (b, wi), By = B f(ti+ 1, wi+ Sk
by = hf(ti o+ 5wt gk + gpke): k= hof(t+ S it gigrks — gigrka + Sigpks):

ks = h f(ti + hyw; + 239k, — 8ky + 3080), — 4814054l~c4)

ke = hf(tz =+ gawl - 287k1 + 2kg — ggégk + i?ggkﬁl - k5); (8 1 6)
W@ 25 1408 2197 17... o
w® Wit1 = wz + 516K1 + 2565 K3 T 41o4k4 55
. 6656 28561 2 Jos
wity = wi + 35kt + Ta5a5ks + Soggoka — soks + g5ke;

donde representamos con wl(i)l, Z(Jr)l los valores obtenidos por Runge-Kutta de orden 4 y 5 respectivamente.

Observa que sélo hemos evaluado la funcién f en 6 puntos que sirven para los dos métodos.

Aunque la implantacién del programa adaptativo es complicada (hay que decidir cuando se cambia &), la
programacion en Maxima de una subrutina que devuelva sélo una lista con los dos valores de Runge-Kutta
4y 5 es sencilla, suponemos que hh = h, ti =t; y ff = f(t,y) estan definidos fuera de la rutina y el Gnico
argumento es el valor de wi = w;. Haciendo

kill(rkf);
rkf(wi):=block([k1,k2,k3,k4,k5,k6], k1:hh*ev(ff,t=ti,y=wi,numer),
k2:hh*ev(ff,t=ti+hh/4,y=wi+1/4*k1,numer),

k3:hh*ev(ff,t=ti+3*hh/8,y=wi+3/32*¥k1+9/32*k2,numer), kd:hh*ev(ff, t=ti+12*hh/13,y=wi+1932/2197*k1-
7200/2197*k2-+7296/2197*k3, numer),

k5:hh*ev(ff,t=ti+hh,y=wi+439/216*k1-8*k2+3680/513*k3-845/4104*k4,numer),
k6:hh*ev(ff,t=ti-+hh/2,y=wi-8/27*k1+2*k2-3544 /2565*k3+1859/4104*k4-11 /40*k5, numer),
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[Wi+25/216*k1+1408/2565*k3+2197 /4104*k4-K5/5,wi+16/135*k1+6656/12825*k3+28561/56430*k4
-9/50*k5+2/55*k6));

nos falta definir, por ejemplo hh = 0.1,¢ti = 0, f f = y+t, para y(0) = 1 la solucién es y = 2exp(t) —t —1,
el valor exacto es y(.1) ~ 1.1103418361512952496 y rkf(1.); devuelve la lista con los valores de R-K-4 y
R-K-5 [1.110341858974359,1.110341834294872] que difieren en ~ 2x 1078, si aceptamos que la estimacién
del error es buena hacemos que ti=ti+hh, guardamos el valor de ti y el segundo valor (que deberia ser el
mas exacto), y llamamos a rkf con el valor aceptado, si no aceptamos el valor hacemos hh = hh/2, si este
valor de h es demasiado pequefio damos un mensaje de error y paramos, si el valor de h estd dentro de lo
aceptable llamamos de nuevo a rkf(1.) vy sigue el proceso. Asi hasta que lleguemos a b si queremos una
aproximacién numérica de la solucién en el intervalo [tg, ).

8.1.4 Meétodos multipaso

Todos los métodos anteriores se basan sélo en el valor de w; para estimar el de w;4+1. Existen también
los métodos multipaso que usan los valores de w;, w;_1, ... para estimar el valor de w; 1. Existen métodos
multipaso explicitos, en los que yj+1 esta despejada, llamados de Adams-Bashforth; los de orden 1 (que es
el método de Euler), 2 y 3 son:

wi1 = wy + b f(, wi);
W1 = wg + 23 f (tr wi) — f(te—1, w—1)); (8.1.7)
Wiyt = Wi + 15(23f (te, wie) — 16 (tp—1, wp—1) + 5f (te—2, Wi—2));

y métodos multipaso implicitos, en los que yx11 no estd despejada, llamados de Adams-Moulton; los de
orden 1, 2 y 3 son:

Wi1 = W + f(tt1, Wet1);
W1 = g + B(f (b1, werr) + f(tr, wi)); (8.1.8)
W1 = wg + 255 f (b1, Wht1) + 8F (b wi) — f(te—1, wg—1));

Al método de orden 1 se le llama método de Euler hacia atrds (backward) y al método de orden 2 se le
llama método del trapecio. Los métodos de Adams-Moulton requieren la solucién de una ecuacién no lineal
en cada caso, sin embargo, si h es suficientemente pequefio usualmente un par de iteraciones por punto fijo
convergen a la solucién. Lo usual es seguir un esquema predictor-corrector eligiendo un método implicito
y otro explicito del mismo orden. Dado h, se usa un método explicito para obtener una aproximacién de
wi+1 (la prediccién), con ella se usa un esquema de punto fijo con el método implicito unas cuantas veces
(ahora se corrige el valor). La diferencia entre las sucesivas iteraciones sirve para estimar el error y poder
usar, si queremos, un esquema adaptativo, si el error es grande tomamos h = h/2 etc..

Por ejemplo vamos a aplicar a la ecuacién y' = y + ¢ con las condiciones iniciales y(0) = 1y h = .1 un
método predictor corrector de orden 2. Para calcular wy1 necesitamos saber wy y wg—1 por lo que no nos
basta la condicidn inicial sino que necesitamos un valor més, asi que, para poder arrancar, en primer lugar
necesitamos calculamos con buena precisién, por ejemplo con Runge-Kutta de orden 4, el valor en t = 0.1

Usando el programa Maxima que implantamos en (8.1.5) rk4([0,1,y+t,.1]); nos da una valor aproximado
de y(.1) = 1.110341666666667, que tiene un error de ~ 1.71077; a continuacién hacemos en Maxima
hh = 1 ff :y+t;tk : 0.1;w0 : 1;wl : 1.110341666666667 por la primera férmula de (8.1.7) calcu-
lamos wl+hh/2*(3*ev(ff,t=tk+hh,y=w1,numer)-ev(ff,t=tk,y=w0,numer)); que nos da un valor estimado
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de y(.2) = 1.251892916666667 ésta es la prediccion. El valor exacto es ~ 1.24280551632034 y el error es
del orden de 102

Para la primera férmula de (8.1.8) definimos

kill(am);
am(wkm1,wk,tk,hh,ff):=wk+hh/2*(ev(ffy=wkm1,t=tk+hh,numer)+
ev(ff,y=wk,t=tk,numer));

Con las definiciones anteriores de wk,tk,hh,ff en Maxima tenemos que

veorregido:am(1.251892916666667,w1,tk,hh,ff); devuelve 1.243453395833334; esta es la primera correccidn,
observa que estd mas cerca del valor exacto.

veorregido:am(vcorregido,wl,tk,hh,ff); devuelve 1.243031419791667; ésta es la segunda correcién.

Aplicando de nuevo vcorregido:am(vcorregido,wl,tk,hh,ff); tenemos 1.243010320989584; (el error de este
valor es ~ 2.3107%). Observa que estamos usando métodos de orden 2 y con un valor de h = .1 tenemos
errores del orden de 10™%. Ahora podemos repetir el proceso hasta que, por ejemplo, la distancia entre dos
valores corregidos sucesivos sea suficientemente pequefia. Por supuesto, si no se alcanza la distancia prescrita
en un nimero maximo de veces se devuelve un mensaje de error y se para; también puede implementarse
un algoritmo adaptativo y reducir el valor de h.

Para implementar en Maxima una versién simple de predictor corrector de orden 2 podemos calcular el
primer punto con Runge Kutta para poder arrancar con los puntos wy, wi_1 y luego usamos un predictor y
2 veces corrector siempre (sin controlar el error que seria lo deseable).

Ahora hacemos en Maxima

/*los argumentos son tj el ¢ del dltimo punto calculado, wy el Gltimo punto calculado, wg_; el pendltimo
punto calculado, la funcién f(t,y), h */

kill(pc2); pc2(arg):=block([tk:arg[1],wk:arg[2],wk1:arg[3].ff:arg[4] hh:arg[5],wfin],
wfin:wk—+hh /2*(3*ev(ff,t=tk,y=wk,numer)-ev(ff,t=tk-hh,y=wk1,numer)),

/* la variable temporal wfin ahora tiene el valor del predictor */

wfin:wk+hh /2*(ev(ff,y=wfin,t=tk+hh,numer)+ev(ff,y=wk,t=tk,numer)),

/* la variable temporal wfin ahora tiene el valor corregido una vez */
wfin:wk+hh/2*(ev(ff,y=wfin,t=tk+hh,numer)+ev(ff,y=wk,t=tk,numer)),

/* la variable temporal wfin ahora tiene el valor corregido dos veces, damos la salida observa que ahora wk
se desplaza a wkl */

[tk+hh,wfin,wk,ff,hh] );

Una alternativa mas sencilla es usar un predictor de orden n-1 y un corrector de orden n, nuestro caso
podemos usar como predictor el método de Euler (que solo necesita un punto para arrancar) y luego el
método del trapecio como corrector, de esta forma nos ahorramos usar Runge - Kutta al principio.

Ejercicio: Para la ecuacién y' = y + ¢ con las condiciones iniciales y(0) = 1y h = .1 utiliza el método
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predictor corrector de orden 2 para calcular el valor de y(1).

Ejercicio: Implementa en Maxima el algoritmo para aplicar el método de Euler como predictor y el del
trapecio como corrector, usando dos veces corrector.

Ejercicio: Haz una subrutina en Maxima que repita el corrector hasta que el valor absoluto de una estimacién
del error absoluto (;Que tal la diferencia entre dos valores corregidos sucesivos?) en cada paso sea menor
que una tolerancia.

Ademas pueden usarse en el algoritmo métodos de diverso orden, por ejemplo al principio un método
predictor- corrector de orden 1, cuando se conocen dos puntos método predictor- corrector de orden 2,
luego de orden 3, hasta por ejemplo de orden 4, si se baja el paso h se baja también el orden del método.

Los métodos predictor - corrector de paso variable se usan mucho en la practica ya que las diferencias entre
sucesivas aplicaciones del corrector permiten estimar el error en cada punto.

Los métodos multipaso son mas estables cuanto mas bajo es el orden y los métodos implicitos son mas
estables que los explicitos.

8.1.5 Ecuaciones rigidas

Vamos a aplicar dos métodos de orden 2: punto medio y trapecio y el método Runge-Kutta de orden 4 a

., 1—yt—(yt)? .. .
la ecuacién 3/ = ytig(y) con la condicién inicial y(1) = 1 y solucién exacta y = % con diversos valores

de h y comparar el valor obtenido por cada método en ¢t = 2. el valor exacto es % =0.5.
Recuerda anteriormente hemos implementado odepm, hacemos

val:[1,1,(1-y*t-y*y*t*t) /(t*t),.1]; /*y después*/

for i:1 thru 10 do val:odepm(val);

/*resulta que el valor aproximado para ¢ = 2 es 0.50102959416826* /

/* si hacemos h=0.01 */

val:[1,1,(1-y*t-y*y*t*t)/(t*t),.01];

/*y después*/ for i:1 thru 100 do val:odepm(val);

/*resulta que el valor aproximado para ¢ = 2 es 0.50000880698681* /

Repetimos el proceso para rk4.

Para predictor corrector calculamos el primer punto con Runge Kutta y luego usamos un predictor y 2
veces corrector siempre (sin controlar el error). Para h = .1 rk4 nos da una estimacién para w(l.1) =
0.90909313081282

usando en Maxima la subrutina pc2 que definimos antes, para arrancar hacemos
val:[1.1,0.90909313081282, 1,(1-y*t-y*y*t*t) /(t*t),.1];

for i:1 thru 9 do val:pc2(val);

y el segundo valor de val es 0.49965457241174.
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Para h = 0.01 el valor estimado en 1.1 por Runge Kutta es 0.99009900992936; arrancamos con
val:[1.01,0.99009900992936,1,(1-y*t-y*y*t*t) /(t*t),.01];

y hacemos for i:1 thru 99 do val:pc2(val);

el valor obtenido es ahora 0.49999573301848.

I—yt—(yt)?

En resumen para la ecuacién 3/ = 2 tenemos:
Metodo h w(2) error
Puntomedio 0.1 0.50102959416826 ~ 1073

Predictor Corrector2 0.1 0.49965457241174 ~ 3.4%10~*
Runge Kutta 4 0.1  0.50000155409217 ~ 1.6 %1076
Puntomedio 0.01 0.50000880698681 ~ 107
Predictor Corrector2 0.01 0.49999573301848 ~ 4 %1076
Runge Kutta 4 0.01 0.50000000013855 ~ 1.4% 10710

Observa que todos los métodos funcionan bien, el método de orden 4 es mucho mas exacto que los métodos
de orden 2, dentro de ellos predictor-corrector funciona mejor que punto medio y dividir h por 10 casi duplica
los digitos exactos en base 10. La ecuacién diferencial es buena.

Aplicamos ahora los mismos métodos a la ecuacién y' = 3y — 4exp(—t) con la condicién y(0) = 1 que tiene
solucién exacta y = exp(—t) pero la solucién general es y = exp(—t) + ¢; exp(3t), los errores de redondeo
activan el término exp(3t) con resultados ruinosos.

Se tiene que y(3)=exp(-3)=0.049787068367863942979;

Ahora hacemos val:[0,1,3*y-4*exp(-t),.1]; y repetimos el bucle de odepm 30 veces y luego val:[0,1,3*y-
4*exp(-t),.01]; y repetimos el bucle de odepm 300 veces. lgual hacemos con 7k4.

Para predictor corrector con h = 0.1 después de estimar el valor en .1 por Runge-Kutta empezamos con
val:[0.1,0.90483429367721,1,3*y-4*exp(-t),.1]; y hacemos 29 iteraciones de pc2 obtenemos-1.023911982760934

Para predictor corrector con h = 0.01 después de estimar el valor en .01 por Runge-Kutta empezamos con
val:[0.01,0.99004983371742,1,3*y-4*exp(-t),.01];

hacemos 299 iteraciones de pc2 y obtenemos 0.033578345952815

En resumen para la ecuacién ' = 3y — 4dexp(—t) tenemos:

Metodo h w(3) error
Puntomedio 0.1 —5.388926856180671 ~ 5.5
Predictor Corrector2 0.1 —1.023911982760934 ~1
Runge Kutta 4 0.1 —0.0070776390244746 ~ 0.06
Puntomedio 0.01 —0.016897763210128 ~ 0.07
Predictor Corrector2 0.01  0.033578345952815  ~ 0.02
Runge Kutta 4 0.01 0.04978070126978 ~107°

Observa que los métodos funcionan en general mal, sélo Runge Kutta de orden 4 con paso pequefio da
resultados aceptables, pero mucho peores que en la ecuacién anterior. De nuevo predictor corrector funciona
mejor que punto medio. La razén es que la ecuacién diferencial estd mal condicionada. Si cambiamos
ligeramente la condicién inicial la solucién cambiard mucho por la parte en exp(3t). Cualquier error hace
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que el coeficiente ¢; de la solucién general y = exp(—t) + ¢1 exp(3t) se haga distinto de cero con lo que el
término exp(3t) domina al término exp(—t) y hace crecer los errores exponencialmente.

La definicién de ecuacién rigida (en inglés stiff) es bastante técnica. Si la ecuacién v’ = f(t,y) se linealiza
es decir se escribe como f(t,y) = cy + g(t,y) entonces la ecuacién es rigida si ¢ es negativo y grande, en
el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales ¢ es la matriz jacobiana de f y tiene algin autovalor con
parte real negativa y grande. Esta definicién intuitivamente refleja el hecho de que alguna de las soluciones
cambia rapidamente respecto de las otras o bien alguna solucién cambia rapidamente en un intervalo y no
en otro. Fisicamente corresponde a la existencia de soluciones transitorias, que toman valores grandes en
un intervalo pequefio y luego practicamente desaparecen.

Las ecuaciones rigidas son dificiles de resolver numéricamente y exigen un paso h muy pequefio o algoritmos
especiales, por ejemplo el método del trapecio wii1 = wy + %(f(tk+17wk+1) + f(tk,wr)) que es bueno
en cuanto a estabilidad. A partir de ¢, t;4+1, wy se calcula wgy1 por el método de Newton o de la secante
a partir, por ejemplo, de la estimacién dada por wy o bien por un método explicito. Usualmente un par
de iteraciones bastan, aunque es conveniente repetir el proceso hasta que las sucesivas aproximaciones sean
menores que una tolerancia.

Recuerda que el método de Newton para g(x) = 0 estaba dado por 2,11 = x, — g(z,) /9’ (). Escribiendo
la férmula del método del trapecio como F(wgi1) = wpi1 — wi — %(f(tk+1,1Uk;+1) + f(tg,wg)) = 0

OF _ R : : : () : <
G = 1 — 5 fy(tkp1wr41)) y las sucesivas iteraciones wy, ., deducidas por la férmula de

tenemos que
Newton son

) _ (1) w;(frll) —wg — %(f(tkﬂ,w;(;:ll)) + f(tr, wi)) 810
Wi i1 = Wi 3 (n—1) (8.1.9)
1- ny(tk+1)wk+1 )

Ya que la parte de la férmula wk—i—%f(tk, wy,) depende sélo de tx, wy, y se va a calcular varias veces podemos
guardarla en una variable y también usarla como arranque del método de Newton. Observa también que
la férmula puede simplificarse sacando denominador comin y usando una variable temporal para guardar el

(n—1) . : _ _
valor de f(tr41,w; ;") y no calcularlo 2 veces, ademas se puede repetir Newton hasta que la diferencia
entre dos valores sucesivos sea menor en valor absoluto que una tolerancia, etc..

En Maxima podemos hacer

kill(mettrap);mettrap(arg):= block([tk:arg[1],wk:arg[2],{f:arg[3],hh:arg[4],yder,wfin,fwk],
yder:diff(ff,y), fwk:wk+hh /2*ev(ff,t=tk,y=wk,numer),wfin:fwk,

/* observa que tomamos como valor inicial fwk y usamos siempre 2 veces Newton*/
wfin:wfin-(wfin-fwk-hh /2*ev(ff,t=tk+hh,y=wfin,numer) )
/(1-hh/2*ev(yder,t=tk+hh,y=wfin,numer) ),

wfin:wfin-(wfin-fwk-hh /2*ev(ff,t=tk+hh,y=wfin,numer) )
/(1-hh/2*ev(yder,t=tk+hh,y=wfin,numer) ),

[tk+hh,wfin,{f,hh] );

Lo aplicamos a la ecuacién v = Sexp(5t)*(y—t)%+1 que tiene como solucién exacta y = t+

1 .
c1—exp(5t)? para
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y(0) = —1 la solucién es y = ¢t — exp(—>5t.) Para h = 0.25 hacemos val:[0,-1,5*exp(5*t)*(y-t)**2+1,.25];
y obtenemos los valores sucesivos haciendo

for i: 1 thru 5 do (val:mettrap(val),print([val[1],val[2]]) ); nos da
[0.25,0.003524949682058], [0.5,0.42129182263298], [0.75,0.7144119523626],
[1.0,0.97184039709192], [1.25,1.233416144031785];

Aplicando Runge-Kutta de orden 4 a las mismas condiciones iniciales tenemos:

[0.25,0.40143153646034], [0.5, 3.437475304647394], [0.75, 1.4463916150265733*10*23] y un error de Max-
ima por sobrepaso en la estimacién de y(1). Estos resultados no son aceptables ya que los valores exactos
son

[0.25,-0.03650479686019], [0.5,0.4179150013761], [0.75,0.72648225414399],
[1.0,0.99326205300091], [1.25,1.248069545863772].

Ejercicio: Realiza los célculos para la ecuacién y' = Sexp(5t) * (y — t)? + 1 con y(0) = —1 y paso mas
pequefio. Observa si mejora el método de Runge-Kutta.

Ejercicio: Mejora el programa dando una tolerancia y repitiendo Newton hasta que la diferencia en valor
absoluto de dos iteraciones sucesivas sea menor que la tolerancia. Mejora el programa usando un contador
de repeticiones de Newton y haciendo que escriba un mensaje de error si hay que hacer demasiadas.

Para resolver numéricamente una ecuacién diferencial es muy conveniente conocer su interpretacion fisica
para poder analizar los resultados, si la solucién numérica crece excesivamente u oscila mucho puede haber
inestabilidades. Es conveniente repetir el calculo con dos valores del paso h distintos y aceptar sélo los
digitos comunes.

8.1.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales.

La mayor parte de los métodos numéricos que existen para resolver un problema de valor inicial para una
ecuacién de primer orden se extienden sin dificultad al caso de un sistema de ecuaciones de primer orden
con una condicién inicial, sin mas que interpretar la férmula considerando que ¥, %’ son vectores.

Por ejemplo, el método de Euler para y = f(t,y) con y(to) = yo esta dado por la férmula w11 =
w; + h f(t;,w;), su aplicacién a un sistema Y’ = F(¢,Y") con Y (t9) = Yy donde Y, F, Y; son vectores esta
dado por W11 = W; + h F(t;, W;), donde W; es el vector de los aproximaciones.

Por ejemplo apliquemos el método de Euler al sistema

Yy =y+2z+exp(t),z = 3y+ 2z con las condiciones iniciales y(0) = 1, 2(0) = 0 que tiene como solucién
y = 1/30(9exp(—t) + Sexp(t) + 16exp(4t)), z = 1/10(—3exp(—t) — Sexp(t) + 8exp(4t)).

Escribiendo wy, wz para las aproximaciones de ¥, z

v <z;> v (zj) F(Y) = <gy++2;z—|—exp(t)>; W= (zg)

Las férmulas que corresponden al método de Euler son:

wyir1 = wy; + h(wy; + 22 + exp(t;));  wzip1 = wz + h(3wy; + 2wz;);
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con valor inicial tg = 0, wyg = 1, wzg = 0;

En Maxima usando una lista formada por [t;, yi, i, fy, fz, h] podemos hacer
kill(eulersis);eulersis(val):=block([ti:val[1],yi:val[2],zi:val[3],fy:val[4],fz:val[5],hh:val[6] yin,zin],
yin:yi+hh*ev(fy,t=ti,y=yi,z=zi,numer),zin:zi+hh*ev(fz,t=ti,y=yi,z=zi,numer), [ti+hh,yin,zin,fy,fz,hh]);
para h = .1 partimos de val:[0,1,0,y+2*z+exp(t),3*y+2*z,.1] los valores de ¢, y, z que obtenemos por
for i:1 thru 3 do (val:eulersis(val),print([val[1],val[2],val[3]]) );

son:

[0.1,1.2,0.3],[0.2,1.490517091807565, 0.72], [0.3, 1.905709076804338, 1.31115512754227],

y los valores exactos son:

[0.1,1.251286217165407,0.3694230736644], [0.2,1.636141514146073, 0.92411213779049],
[0.3,2.217950959593341, 1.758918668196722].

Los valores aproximados no son excesivamente buenos pero el método de Euler con paso & = .1 no es muy
exacto.

Ejercicio: Aplica el método de Euler al sistema siguiente:
y'=0.1y-0.005 /60y z,z=0.00004 zy- 0.04 z, con la condicién inicial y(0) = 600, z(0) = 2000;

Este sistema esta relacionado con la variacién de poblaciones de conejos y zorros (predador-presa) donde los
conejos crecen de forma proporcional a su nimero y son comidos por los zorros; los zorros crecen y mueren
de forma proporcional a su nimero y necesitan conejos que comer para que su poblacién crezca.

Ejercicio: La instruccion map(” =7, listal, lista2) de Maxima devuelve la lista formada por las igualdades

listal[l]=lista2[1],....,listal[n]=lista2[n] asi que para evaluar f numéricamente haciendo que las variables
listavar:[x1,x2,..xn] tomen el valor valor:[vl,v2,...vn] se puede hacer ev(f,map("=",listavar,valor),numer);

Programa el método de euler para sistemas con un nidmero arbitrario de ecuaciones, la variable de en-
trada puede ser [t;,listavariablesindependientes, listaecuaciones, listavaloresiniciales, h|, con todas
las listas de igual longitud y después usa map para las evaluaciones de f.

El método del punto medio (8.1.2) dado por w41 = w; + h f(t; + %, w; + %f(t@-, w;)); puede programarse
en Maxima para un sistema de dos ecuaciones

kill(pmsis);pmsis(val):=block([ti:val[1],yi:val[2],zi:val[3],fy:val[4],fz:val[5],hh:val[6],yin,zin],

/* Observa que guardamos en yin el valor correspondiente a la primera variable de w; + %f(ti,wi) y en zin
el correspondiente a la segunda */

yin:yi+hh/2*ev(fy,t=ti,y=yi,z=zi,numer),zin:zi+hh /2*ev(fz,t=ti,y=yi,z=zi,numer),
[ti+hh,yi+hh*ev(fy,t=ti+hh/2,y=yin,z=zin,numer),
zi+hh*ev(fz,t=ti+hh/2,y=yin,z=zin,numer),fy,fz,hh]);

Aplicandolo al sistema ¢/ = y+2z+exp(t), 2’ = 3y+ 2z partiendo de val:[0,1,0,y+2*z+exp(t),3*y+2*z,.1]
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obtenemos [0.1,1.245127109637602,0.36], [0.2,1.617728548301885,0.89614641659611],

[0.3,2.17674513359932,1.696620411281688]. Como el método del punto medio es de orden 2, los valores
que se obtiene son mas exactos que los de euler, como es de esperar.

Ejercicio: aplica el programa del punto medio al sistema predador - presa.

Recuerda en el paquete dynamics de Maxima, la instruccién rk sirve para resolver numéricamente sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden /' = f1(t,y, 2), 2 = f2(t,y, z) con condiciones iniciales y(tg) =
Yo, 2(tg) = zo desde to hasta t = b con paso h se escribe rk([f1(t,y, ), f2(t,y, 2)], [y, 2], [vo, 20}, [t, to, b, h]);
y devuelve una lista de valores [t;, y;, z;]. Ejemplo, para resolver y = y*xz+t,2’ =y + 2 —t con y(0) =
1,2(0) = 2 desde t = 0 hasta t = 3 con paso h = 0.1 se escribe rk([yxz+t, y+2z—t], [y, 2], [1, 2], [¢, 0, 3, .1]);

Ejercicio: Calcula y dibuja soluciones del sistema predador - presa anterior usando la instruccién rk de
Maxima.

Una fuente de inestabilidad para sistema es que algunas variables sean grandes y otras pequefias, por ejemplo
al modelizar el movimiento de un cohete a la luna la distancia a la tierra varia mucho y lentamente en el
tiempo pero los angulos de rotacién del cohete sobre si mismo varian muy rapidamente. De igual modo al
refinar el petréleo para producir gasolinas aparecen reacciones quimicas complejas algunas de las cuales son
muy rapidas (centésimas de segundo) mientras que otras tardan minutos en realizarse. Resolver ecuaciones
diferenciales que modelen estos procesos es un problema porque para reflejar bien alguna de las ecuaciones
el paso h ha de ser muy pequefio pero otras ecuaciones hacen que el rango t € [a, b] deba ser muy grande.

8.1.7 Ecuaciones de orden mayor que 1.

Dada una ecuacién explicita de orden mayor que 1, y(™ = f(t,y,y/,y”,...y(”_l) es posible reducirla a
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden sin mas que introducir variables auxiliares para las
derivadas.

Llamando y = v0, ¥’ = y1,4” = 2, ...y Y = y,,_1 tenemos el sistema de primer orden
o= Y1,
yio = Y2,
yé = Y3,
Yno1 = F(&,Y0,91, - Yn-1);

que podemos resolver con las técnicas estudiadas en la seccién anterior.

Por ejemplo la ecuacién de Airy v — ty = 0; cuyas soluciones pueden representarse en Maxima con las
funciones airy _ai(x),airy bi(x) se transforma, llamando 3/ = z en el sistema ¢ = 2,2/ = ty.

La ecuacién de Bessel t2y” + ty' + (t> — n?)y = 0; sirve para definir las funciones de Bessel .J,,, Y},
que en Maxima se escriben bessel _j(n,t),bessel _y(n,t). Escribiendo la ecuacién de Bessel como y” =
—%y’ + (?—22 — 1)y; si llamamos z = 4/ la ecuacién se transforma en el sistema de dos ecuaciones de primer

1 2
orden v = 2,2 = =32+ (% — 1)y.
La ecuacién i + Ay = at? 4 bt + ¢, llamando u = 3/, v = y" se transforma en el sistema 3/ = u,u’ =

v, v = at® + bt + ¢ — \y. También podiamos haber llamado vy = y,y1 = v/, y2 = v con lo que el sistema
es ahora Y = y1, Y] = Y2, ¥ = at® + bt + ¢ — Ayo.
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Ejercicio: Utiliza los métodos eulersis, pmsis de Euler y punto medio para sistemas de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden que programamos en la seccién anterior para hallar soluciones numéricas de la
ecuacién de airy con y(0) = 0.35502805388782,y'(0) = —0.25881940379281, compara con los valores de
airy _ai en Maxima. Calcula ahora las soluciones numéricas con la instruccién rk del paquete dynamics.
El error debe ser menor porque rk utiliza un Runge-Kutta de orden 4.

Ejercicio: Aplica rk a la ecuacién y"” + 3y = —t? 4 1, con las condiciones y(0) = 1,%/(0) = 2,%"(0) = 3.
Dibuja la solucién en el intervalo [0, 1].

2 Problemas de contorno.

Decimos que hay un problema de contorno si tenemos una ecuacién diferencial de orden mayor que 1
e imponemos condiciones en dos puntos distintos. Por ejemplo si buscamos soluciones de la ecuacién
y" = —y con la condicién y(0) = 0,y(7/2) = 1.

Los problemas de contorno aparecen en la naturaleza, por ejemplo para estudiar un puente que tiene los
extremos fijos (si no, se cae) o un cable eléctrico que cuelga entre dos postes.

Existen problemas de contorno que tiene una solucién por ejemplo y” = —y con y(0) =
solucién y = sen(t); que no tienen ninguna por ejemplo ¥ = —y con y(0) = 0,y(x
infinitas como 3’ = —y con y(0) = 0,y(7) = 0 que admite y = cysen(t).

0,y(w/2) =1 tiene
) = 1 6 que tienen

Ejercicio: Ya que la solucién general de vy = —y es y = c1sen(t) + cacos(t) comprueba lo anterior.

Si Maxima es capaz de hallar la solucién general de la ecuacién resolver un problema de contorno es muy

facil, basta imponer las condiciones de contorno y calcular los valores de las constantes arbitrarias, por
. !

ejemplo para resolver " + £ 43 =0, y(1) = 1,y(2) = 1; hacemos

sol:ode2("diff(y,x,2)+"diff(y,x) /x+y,y,x); /* que devuelve */
y=bessel y(0,x)*%k2+bessel j(0,x)*%k1

/*tomamos el lado derecho haciendo */

sol:rhs(sol); /* resolvemos las condiciones de contorno haciendo */
ecl:ev(sol,y=1); ec2:ev(sol,y=2);
solve([ec1=0,ec2=0],[%k1,%k2]),numer;

/* que devuelve */
[[%k1=-0.23803159219318,%k2=2.063760353560585]]

/* la solucién del problema de contorno la podemos calcular con */
ev(sol,%);

/* que devuelve */

2.063760353560585*bessel y(0,x)-0.23803159219318*bessel j(0,x).

Ejercicio: Resuelve el problema de contorno 3/ —y =z, y(0) = 1,y(2) = 2.
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8.2.1 Reduccion a problemas de valores iniciales

Por simplificar estudiamos ecuaciones de segundo orden.

Si la ecuacién diferencial es lineal es decir puede ponerse como y” + p(t)y' + q(t)y = r(t), ya que la
derivada de la suma de dos funciones es la suma de las derivadas (f + g)' = f' + ¢’ y la derivada de una
constante por una funcién cf es cf’ se cumple que si y1,y2 son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
y" + pt)y + q(t)y = 0 también lo es y = c1y1 + cay2 para toda constante c1,co. Ademas si y, es una
solucién cualquiera de la ecuacién completa v + p(t)y’ + q(t)y = r(t) entonces todas las soluciones de |a
ecuacién completa pueden escribirse como y = c1y1 + cay2 + Yp.

Si tenemos una ecuacién lineal homogénea y” + p(t)y’ + q(t)y = 0, y las condiciones de contorno son de
la forma y(a) = «, y(b) = [ podemos resolver los dos problemas de valor inicial

Y +pt)y +q(t)y =0, y(a) =1, y'(a) = 0;
y" +p(t)y +q(t)y =0, y(b) =1, y'(b) = 0;

Sean sus soluciones (posiblemente numéricas) y1, y2 entonces a y1+/3 y2 es solucién (posiblemente numérica)
del problema de contorno ya que por linealidad es solucién de la ecuacién diferencial y satisface las condi-

ciones y(a) = a,y(b) =

Ejercicio: Para resolver la ecuacién de Airy y” —ty = 0 con y(0) = 2,y(1) = 3, sea wy la solucién numérica
de y" —ty =0, y(0) = 1,4/(0) = 0 y ws la solucién numérica de v/ —ty =0, y(1) = 1,4'(1) = 0 (toma
h negativo ahora). Calcula numéricamente wq, w2 por ejemplo con rk de Maxima (recuerda que tienes
que escribir la ecuacién como un sistema de primer orden) y dibuja 2w; + 3wy para ver si satisface que

y(0) =2,y(1) = 3.

Si la ecuacién lineal es no homogeénea v" + p(t)y' + q(t)y = r(t), y las dos condiciones de contorno son
también lineales es decir son de la forma

a1y(a) + a2y’ (a) + azy(b) + asy'(b) ’ (8.2.1)

= A
bry(a) + bay'(a) + bsy(b) + bay'(b) = B
podemos resolver los tres problemas de valor inicial
y' +pt)y +a)y =0, y(a) =1, y'(a) = 0; con solucién y1();
y' +pt)y +a)y =0, y(b) =1, y'(b) = 0; con solucién ya(t);
y"+pt)y +a(t)y = q(t), y(a) =0, y'(a) = 0; con solucién ys(t);

y tomando como solucién y = c1y1 + cay2 + y3 elegimos ¢1, co de forma que se satisfagan las condiciones
de contorno (8.2.1).

Por ejemplo para resolver el problema de contorno y” —y = 2, y(0) = 1,4/(1) = 4 resolvemos:
y" —y=0,y(0) = 1,9'(0) = 0 que tiene como solucién y; = cosh(t);

y" —y=0,y(1) =1,y (1) = 0 que tiene como solucién y, = cosh(1 — t);

y" —y = 22,9(0) = 0,7/(0) = 0 que tiene como solucién y3 = 2cosh(t) — 2 — 2;

Ahora formamos y = c1y1 + coy2 + y3 = c1 cosh(t) + ez cosh(1 — t) + 2 cosh(t) — t — 2 y resolvemos
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el sistema y(0) = 1 = ¢1 + cacosh(1), y'(1) = =2 + 2senh(1) + ¢1 senh(1) = 4, y se tiene que ¢ ~
3.1055, cg ~ —1.36448

asi que la solucién es y ~ 3 cosh(t) + 1.60354 senh(t) — t2 — 2.

Ejercicio: Comprueba con Maxima los calculos del resultado anterior (de hecho exactamente ¢; = —2 +
6 csch(1), co = 3(1 —2esch(1))sech(1), con senh, cosh, csch, sech las funciones seno hiperbdlico, coseno
hiperbdlico, cosecante hiperbdlica y secante hiperbélica) y comprueba que satisfacen la ecuacion diferencial
y las condiciones de contorno.

Método del disparo El método del disparo o de la manguera se llama asi porque es similar a intentar regar
una maceta lejana con una manguera o que un barco pirata le acierte con un cafién a otro barco. Se hace
un primer disparo de prueba, si la bala no llega al barco se sube el angulo del cafién y si la bala cae mas
lejos se baja el angulo del tiro, asi hasta que acierta.

Si queremos resolver el problema de contorno v = f(t,v,v'), y(a) = «, y(b) = 3, elegimos un valor y;
para la derivada y resolvemos numéricamente " = f(¢,y,v'), y(a) = «, ¥/(a) = y1, sea la solucién w1 (t);
elegimos un valor ¥, y resolvemos numéricamente v = f(t,y,v), y(a) = a, y'(a) = y2, sea la solucién
wa(t), ahora podemos aplicar el método de la secante a partir de los datos y1, w1 (b), ya, wa(b), para estimar
cual es y3, resolvemos de nuevo numéricamente v = f(t,y,v), y(a) = «, y'(a) = ys3, sea la solucién
ws(t), aplicamos de nuevo secante con ya, wa(b), y3, ws(b), para obtener y4 y asi sucesivamente.

Como puede probarse que, bajo determinadas condiciones, hay dependencia continua entre la solucidn y las
condiciones iniciales el proceso convergera en general.

Por ejemplo resolvamos el problema de contorno

y/

v+ Ty =0 y(1)=1y2) =1

La solucién exacta es ~ 1.13847 bessel j(0,t) + 1.45992 bessel y(0,t). Lo escribimos como un sistema
haciendo 3/ = 2,2/ = —y — z/t. En Maxima cargamos el paquete que incluye rk con

load(dynamics)

/* resolvemos numéricamente con paso h = 1y la condicién inicial y(1) = 1,%/(1) = 1 (por ejemplo) lo
que equivale a y(1) =1, 2(1) = 1 desde t=1 hasta t=2%/

rk([z,-y-z/t],[y.z].[1,2].[t.1,2,.1]);

/* resulta que wi(2) ~ 1.209947203669865 (el cafion estd alto) tomamos la condicién inicial y(1) =
Ly'(1)=0%/

rk([z,-y-z/t].[y.z].[1,0].[t,1,2,.1]);

/* resulta que wa(2) ~ 0.62752948966996 (ahora el barco, que vale 1, esta entre los dos disparos se podia
usar biseccion pero secante debe ir mejor)*/

/* el método de la secante estaba dado en (3.5.1), para los puntos (x1,y1), (z2,y2) corresponde z3 =

HE=T2 en nuestro caso es (y'(1) = 1,wi(2) —1), (y'(1) = 0, w2(2) — 1) porque queremos que w(2) = 1,

asi que hacemos */
(1*(0.62752948966996-1)-0*(1.209947203669865-1))/((0.62752948966996-1)-(1.209947203669865-1));

/*que nos da un valor aproximado de 3/(1) ~ 0.63952469400699 por tanto probamos */
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Figura 8.2.1: Método del disparo

rk([z,-y-z/t],[y,z],[1,0.63952469400699],[t,1,2,.1]);

/* que da w3(2) = 1.000000000000002; Hemos terminado, ya que la solucién del problema de valor inicial
y(1) = 1,¢/(1) = 0.63952469400699 dentro de los errores de 7k satisface que y(1) = 1,4(2) = 1 que era
nuestra condicién de contorno. No siempre sera asi de bueno porque puede haber inestabilidad y ademas Ia
ecuacién de partida es lineal.*/

Ejercicio: Dibuja la solucién exacta y las tres listas de soluciones aproximadas que hemos obtenido. Debes
obtener algo parecido al primer dibujo de 8.2.1.

Observa que rk nos da una lista de valores con lo que podemos interpolar, dibujar la solucién y si hace falta
partir de ésta para hallar otra mas exacta con paso h menor.

Ejercicio: Comprueba los célculos anteriores, ya que la solucién exacta es ~ 1.13847 bessel j(0,t) +
1.45992 bessel _y(0,t). Dibuja los valores de la derivada de la solucién. Estima cuanto vale w(0.12) (tienes
dos opciones, recalcular la solucién del problema de contorno con h = 0.02 o interpolar el valor de la solucién
aproximada en ¢t = 0.12 con los valores obtenidos para h = 0.1).

Ejercicio: Resuelve por el método del disparo el problema de contorno y” = ty,y(0) = 0,y(2) = 2; elige
h = 0.1 La solucién exacta esy ~ 0.617741 airy _bi(t)—1.06996 airy ai(t). Ayuda: la ecuacién se escribe
como un sistema z = ¢/, 2/ = txy. Las dos primeras aproximaciones partiendo de y(0) = 0, 2(0) = ¢/(0) = 1
y de y(0) = 0,2(0) =¢'(0) = 0.3 y la solucién exacta se dibujan en la segunda figura de 8.2.1.

8.2.2 Diferencias finitas para ecuaciones diferenciales ordinarias

Los métodos anteriores suelen ser inestables. El método de las diferencias finitas para el problema de
contorno ¥’ = f(t,y,y'),y(a) = «a,y(b) = [ consiste en tomar n + 1 = (b — a)/h puntos igualmente
espaciados tg = a,t1 = a + h,te = a + 2h,..t, = a+ nh,t,11 = a+ (n+ 1)h = b en el intervalo
[a,b] y aplicar en cada punto la ecuacién diferencial con las derivadas reemplazadas por las férmulas de
derivacién numérica que vimos en un Capitulo anterior. Esto da origen a n ecuaciones con n incégnitas que
se resuelven. Si la ecuacién diferencial es lineal las ecuaciones son lineales y se pueden resolver por métodos
matriciales (Gauss, Jacobi, Gauss-Seidel,...). Si la ecuacién diferencial no es lineal se usa, por ejemplo un
método de Newton (en Maxima existe la funcién mnewton) para sistemas no lineales.

Es importante que los errores de las férmulas de derivacién numérica que se utilicen sean del mismo orden y
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que h no sea demasiado pequefio por los problemas de estabilidad de las férmulas de derivacién numérica.

Por ejemplo, consideremos el problema de contorno lineal v’ +y'+ty = 0, y(0) = 2, y(1) =3 con h = 0.25

usamos para la derivada primera la férmula (7.1.2) f'(z) = W y para la derivada segunda la

férmula (7.1.5) f"(z) = f(m+h)72£(f)+f(x7h) que son ambas de orden h2. Como hemos elegido h = 0.25
tomamos los puntos tg = a = 0, t; = .25ty = .5,t3 = .75, t4 = b = 1; y los valores correspondientes que
tenemos que hallar son w1 = w(t1), ws = w(te), ws = w(ts), los valores w(0) = 2,w(1) = 3 salen de las
condiciones de contorno. En la primera grafica de 8.2.2 puedes ver los tres puntos.

La férmula (7.1.2) puede escribirse w'(tx) = %

w”(t) = w(t’““)_m}ngw(tk*l) asi que en cada punto (t;,wy) la ecuacién diferencial y” + ' + ty = 0 se

y la férmula (7.1.5) se puede escribir como

escribe

Wiyl — 2W + Wg—1 | Wiyl — Wk
+

1
t =0
52 oh + trwy ;

En el punto (t; = 0.25, w;) queda la ecuacién (recuerda que wp = 2 es una de las condiciones de contorno)

wy — 2wy + 2 wy — 2
.252 2% 0.25

10.25w; = 0:
En el punto (t2 = 0.5, wy) queda la ecuacién

w3 — 2wy + wq w3 — w1
0.5wy = 0;
0.252 9025 w2 =0

Finalmente en el punto (t; = 0.75, w3) queda la ecuacién (recuerda que wy4 = 3 es una de las condiciones
de contorno)

3 — 2wz + wo 3 — wo
0.252 2% 0.25

+ 0.75w3 = 0;

Haciendo solve([(w2 —2*w1+2)/0.252 + (w2 —2)/0.5+0.25%wl = 0, (w3 — 2 xw2 +w1)/0.25% + (w3 —
w1)/0.5+ 0.5 xw2 = 0, (3 — 2% w3 +w2)/0.252 + (3 — w2) /0.5 + 0.75 * w3 = 0], [wl, w2, w3]), numer;

Maxima nos devuelve
wl = 2.471240192402656, w2 = 2.803437561599129, w3 = 2.98394002759641
Los valores exactos son wl ~ 2.47231, w9 ~ 2.80438, w3 ~ 2.98427 asi que el resultado no estd mal.

Apliquemos el método a una ecuacién diferencial no lineal por ejemplo 3" = y? con las condiciones y(0) =
6,y(1) = 1.6, por simplificar hacemos h = %, esto nos da los puntostg = a =0,t; = %,tz = %, ts=b=1;
los valores que tenemos que hallar son wy, ws. Aplicando las férmulas (7.1.2),(7.1.5) en cada punto (t, wg)
la ecuacion diferencial nos queda % = w? y considerando que wy = 6, w3 = 1.6, las ecuaciones
que corresponden a (t1,wi1) y (t2,w2) son

wy — 2wy + 6 9 1.6 — 2wy + w1 9
1 = wy, 1 = Wa;
9 9
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Figura 8.2.2: Puntos para diferencias finitas

que son no lineales (aunque si polinémicas). Resolviendo tenemos que
solve([w2-2*wl+6=wl"2/9,1.6-2*w24+wl=w2" 2/9],[wl,w2]);

nos devuelve dos soluciones complejas y las soluciones
[w1=3.459502806736167,w2=2.248800959232614],

[wl=-7.111114186851211,w2=-14.60356652949246]; La segunda solucién no es coherente con los valores
en el contorno. Los valores aproximados de la solucién exacta son y(1/3) ~ 3.39759,y(2/3) ~ 2.21552.
Para el lector interesado la solucidn exacta se puede dar a partir de la funcién eliptica de P de Weierstrass,
de hecho es %P(%, 0,1.2) donde 0, 1.2 son parametros y las condiciones exactas de contorno son y(0) ~

6.00714, y(1) ~ 1.61496.

Ejercicio: Aplica diferencias finitas al problema de contorno v” +t%/ 4+ t2y = 0,5(0) = 1,y(2) = 4 con
h = 0.5. Los valores exactos son y(0.5) ~ 4.1991, y(1) ~ 6.38549, y(1.5) ~ 6.40682.

8.2.3 Diferencias finitas para ecuaciones en derivadas parciales

El método de diferencias finitas puede aplicarse también a ecuaciones en derivadas parciales. Supongamos
que queremos estudiar la ecuacion

Pu 0%u
— +—5=0. 8.2.2
0x? + 0y? ( )
en el rectangulo = € [0,2],y € [0,1] con las condiciones de contorno u(z,0) = u(0,y) = 0,u(2,y) =
4y, u(x,1) = 2z con paso correspondiente a =, h = % y paso correspondiente a y, k = % Para estos valores
de h,k enumeramos, por ejemplo, los puntos que estan dentro del rectangulo [0,2]x[0,1] de izquierda a
derecha y de abajo arriba, asi hay 10 puntos

Py = (z1,51) = (3. 3);w(P) = w1. Py = (22,1) = (3, 3); w(P) = wa. Py = (23,y3) = (1, 3); w(P3) =
ws. Py = (z4,94) = (3,3); w(Ps) = wy. Ps = (5,95) = (3,3); w(Ps5) = ws. Ps = (w,96) =

(3:3); w(Ps) = we. Pr = (w7,y7) = (3,3); w(Pr) = wy. Py = (ws,58) = (1,3); w(PR) = ws.

Py = (z9,y9) = (3.3); w(Py) = wy. Pro = (210,y10) = (3,3); w(Pro) = wio.
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En la segunda grafica de 8.2.2 puedes ver los 10 puntos.

la férmula (7.1.5) para la derivada segunda f”(z) = f(z+h)72£(2z)+f(th) se convierte para g—“ en
“(”h’y)_QUgﬁ’y)J““(x_h’y) y para % en “(xvy“f)—2“29;1/”“(%9—’“) asi que la ecuacién correspondiente a la

discretizacién de la ecuacién dlferenual (8.2.2) en un punto P = (z,y) es

u(z + h,y) —2u(x,y) + u(z — h,y) N u(z,y + k) — 2u(z,y) + u(z,y — k)

% 2 = 0.
2 1y gyl 1 1 12y 9u(L 1y gk
Para el punto P = (%7 %) es u(3,3) 212&3723)+u(073) + u(3»3) 212(13):23)+u(370) —0:;
3 3
Considerando que u(0,3) = w(},0) = 0 por las condiciones de contorno y como hemos llamado a

w1, w1, ...w1g la ecuacién que corresponde al punto P; nos queda quitando el denominador comin wy —
2wy + wg — 2wy = 0; que puede escribirse 4w = wq + wg.

La ecuacién correspondiente a P», usando la condicién de contorno u(%, 0) = 0 es ws—2wo+w;+w7—2wy =

0; que puede escribirse 4ws = wy + w3 + wr.

La ecuacién correspondiente a Pg, usando la condicién de contorno u(1,1) = 2 es wy — 2ws + wg + w3 —
2wg + 2 = 0; que puede escribirse 4wg = w3 + wy +wg + 2. Observa que podemos escribir las 10 ecuaciones
con 10 incégnitas wi, wa,...w1p en forma matricial de forma diagonalmente dominante luego el sistema
puede resolverse de forma iterativa.

Ejercicio: Halla las ecuaciones correspondientes a los restantes puntos, resuelve el sistema y halla los valores
aproximados wy, wa, ...w19. Compara con la solucién exacta u(zx,y) = 2zy.

Apliquemos el método de diferencias finitas a la ecuacién en derivadas parciales

ou  0%u

f(ZJrh)_QJ;L(QZ)JFf(Z_h) se convierte para

con un error del orden de h? y al discretizar la derivada primera ‘g’t‘ si usamos

lgual que antes la férmula (7.1.5) para la derivada segunda f(z) =
92%u u(t,z+h)—2u(t,z)+u(t,z—h)

oz &N 2

la formula (7.1.1) f'(2) = M el error que se comete es del orden de k con lo que para que sea

coherente con el error de discretlzar % nos obliga a tomar k ~ h? que puede ser demasiado pequefio y

obligarnos a tomar muchos puntos. Es mas interesante usar para at L la férmula (7.1.2) f'(2) = W

que tiene un error del orden de k2 con lo que podemos tomar h = k.

Asi que la ecuacién correspondiente a la discretizaciéon de la ecuacién diferencial (8.2.3) en un punto
cualquiera P = (z,y) es

u(t +k,z) —u(t —k,x)  ult,z+h) —2u(t,z) + u(t,x — h)
2k - h2

=0. (8.2.4)

Ejercicio: Aplica diferencias finitas a la ecuacién (8.2.3) en el rectangulo t € [0,2],z € [0,1] con las
condiciones de contorno u(t,0) = 0,u(0,x) = sen(x),u(2,z) = exp(—2)sen(z),u(t,1) = 0.8414exp(—t)
con paso h = k = 1. Resuelve el sistema y compara con la solucién u = exp(—t)sen(z). (Ayuda: sélo hay

3 puntos que estudiar (3, 3),(1,1),(2,3)).
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Dependiendo de las férmulas de discretizacidn utilizadas y de la ecuacién el método de las diferencias finitas
puede ser inestable.

3 Problemas

1. Comprueba que y = cexp(3z) es solucién de la ecuacién diferencial ' = 3y para cualquier valor de
c. Dibuja soluciones para varios valores de c. Ayuda: prueba plot2d(create list((c/4)*exp(3*x),c,-
8,8).[%,-2,2],[y,-5,5]); Observa que por cada punto del plano pasa sélo una solucién (si no te fias haz
que las ¢ estén mas préximas).

2. Comprueba que y = (x +c)? es solucién de la ecuacién diferencial y' = SW para cualquier valor de
c. Comprueba que y = 0 también es solucién de la ecuacion diferencial. Dibuja la solucién y =0y
también y = (x+¢)? para varios valores de c. Ayuda: prueba lisfun:cons(0,create _list((x+c/2)" 3,c.-
6,6)); para crear una lista que tenga el cero junto con (z — 3)2, (x — 5/2)%, (z — 2)%,.....,(x + 3)? y
luego haz plot2d(lisfun,[x,-4,4],[y,-20,20]);. Observa que por cada punto del plano excepto en el eje
de las = pasa sélo una solucién (si no te fias haz que las ¢ estén mas proximas).

3. Un modelo sencillo de crecimiento de poblacién es el modelo exponencial ¥/ = ay con a constante
que refleja que el crecimiento es proporcional a la poblacién en cada momento. Otro modelo es el
modelo logistico 3/ = ay — by? que refleja el hecho de tener que competir por los recursos. Resuelve
con la instruccién ode2 de Maxima las dos ecuaciones para distintos valores iniciales y representa las
soluciones. Dibuja varias soluciones y observa si los modelos reflejan situaciones reales.

4. El paquete de Maxima plotdf crea un dibujo del campo de direcciones (es decir si la ecuacién es
y' = f(t,y) en los puntos se pinta la direccién que tiene la solucién que pasa por el punto que serd
f(z,y)) de una ecuacién diferencial. La grafica es interactiva, picando con el ratén en un punto se
dibuja la solucién numérica de la ecuacién diferencial que pasa por él. Por ejemplo haz

load(plotdf); plotdf(exp(-x)+y,[trajectory at,2,-0.1]);

para dibujar el campo de direcciones de la ecuacién y' = y + exp(—x) y la solucién que pasa
por (2,—.1). Pica con el ratén en diversos puntos de la grafica para pintar la trayectoria de otras
soluciones. Halla el campo de direcciones de la ecuacién ' = 3y y dibuja varias trayectorias (puedes
hacer plotdf(3*y);). Observa que las soluciones se apartan del eje horizontal. Halla el campo de
direcciones de la ecuacién y' = y? y dibuja varias trayectorias. Observa como las soluciones del
semiplano inferior se acercan al eje real y las del semiplano superior se alejan. Halla el campo de
direcciones de la ecuacién y' = exp(y) y dibuja varias trayectorias. Observa que algunas soluciones
crecen muy rapido.

Algunas ecuaciones pueden tener trayectorias cerradas por ejemplo el sistema 3/ = 2,2’ = —3y se
dibuja con plotdf([z,-3*y],[y,z]); dibuja varias trayectorias y observa que se cierran. Prueba también
el sistema ' = —2,2 = —3y. Juega poniendo otras ecuaciones y sistemas. Lee la ayuda de

Maxima para ver mas opciones. El sistema debe ser auténomo es decir no debe aparecer la variable
independiente. La sintaxis de la definicién de las funciones no cubre todas las funciones de Maxima.

5. Comprueba que y' = y + 4t admite la solucién y = f(t) = 3exp(t) — 4t — 3. Halla con paso h = 0.1
un total de 25 puntos de cada solucién aproximada por el método de Euler de la ecuacién 3/ = y + 4t
que satisfaga las condiciones iniciales y(0) = 0,y(0.1) = f(0.1) ~ —0.0844872,4(0.2) = f(0.2) ~
—0.135792,y(0.3) = f(0.3) ~ —0.150424,y(0.4) = f(0.4) ~ —0.124526 Dibuja las 5 soluciones
aproximadas y la solucién exacta. Ayuda usa eu2 definido antes haciendo
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ff:y+4*t; hh:0.1; kill(eu2); eu2(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2]], [ti+hh,wi+hh*ev(ffy=wi,t=ti,numer)]);
valor:[0.,0.];listal:[valor];

for i:1 thru 25 do (valor:eu2(valor),listal:endcons(valor,listal)); /*ya tienes la primera lista de puntos
*/

valor:[0.1,-0.0844872];lista2:[valor];

for i:1 thru 25 do (valor:eu2(valor),lista2:endcons(valor,lista2)); /*ya tienes la segunda lista de puntos
*/

calcula ahora lista3 partiendo de valor:[0.2,-0.135792]; y sigue con lista4 y lista5 finalmente dibuja
plot2d([3*exp(t)-4*t-3,[discrete, listal],[discrete, lista2],...],[t,0,2.5]);

Observa que las soluciones numeéricas se van alejando de la solucién exacta pero no demasiado deprisa.
Repite el proceso usando métodos de mayor orden, por ejemplo euler modificado o Runge Kutta de
orden 4 y comprueba si las soluciones numéricas se alejan de la solucién exacta también.

6. Repite el problema anterior con la ecuacién y' = 4y — Seaxp(—t) que admite la solucién y = f(t) =
exp(—t) (compruébalo) hallando con paso A = .1 un total de 25 puntos por el método de Euler con las
condiciones iniciales y(0) = 1,y(0.1) = f(0.1) ~ 0.904837,4(0.2) = f(0.2) ~ 0.818731,y(0.3) =
£(0.3) ~ 0.740818,y(0.4) = f(0.4) ~ 0.67032, Dibuja también la solucién exacta y las 5 listas
de soluciones y observa si las soluciones aproximadas se alejan mas o menos que con la ecuacién
Yy = y + 4t. Ayuda: la ecuacién actual estd peor condicionada, su solucién completa es y =
exp(—t) + ¢ * exp(4t) y, aunque la condicién inicial corresponde a ¢ = 0 los errores hacen no nulo el
coeficiente de exp(4t) y la solucién aproximada se aleja rapidamente. Repite el proceso con el método
del trapecio (lo definimos antes, mettrap) y observa si las soluciones se alejan mas despacio o no.

7. Laecuacién 3 = y?>—10 exp(—100(t—2)?) tiene el término 10exp(—100(t—2)?) que es muy pequefio
excepto que t sea muy proximo a 2 (dibuja la funcién). La interpretacién fisica de una funcién de este
tipo es un impulso, una fuerza que actda en un tiempo muy corto. Calcula con Runge-Kutta de orden
4 con h = 0.1 la solucién que satisface y(1) = —1 hasta ¢t = 7y, si es posible, dibuja la solucién.
Ayuda: después de la definicion de rk4 usa valor:[1.,-1,y" 2-exp(-100*(t-2)" 2),.1];listark4:[[1.,.2]];
for i:1 thru 60 do (valor:rk4(valor),listark4:endcons([valor[1],valor[2]]listark4)); Prueba con h mas
pequefio. Dibuja a la vez las dos soluciones obtenidas. Compara con una solucién obtenida con
la rutina de Maxima rk (Ayuda: después de load (dynamics); haz rk(y” 2-10*exp(-100*(t-2)" 2)y,-
1,[t,1,7,.1]);). Comprueba que y = %1 es solucién de v/ = y? con y(1) = —1 y que y = ﬁ
es solucién de ' = 42 con y(2.5) = —1. Dibuja y = _Tl,y = 1.51—t junto con la solucién que has
obtenido para la ecuacion con el impulso y observa como afecta el impulso a las soluciones de ésta
ecuacion.

8. Para las siguientes ecuaciones halla la solucién aproximada en t = 1 por los métodos de Euler, Euler
modificado, Runge- Kutta de orden 4 y predictor-corrector para h = 0.05 y h = 0.01. Compara los
errores entre los métodos. Observa para cada método como afecta al error dividir h por cinco.

2\, _ _ & — 1
a) (1+t°)y +ty =0,y(0) = 1 solucién exacta y = T
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10.

11.

12.

13.

Puede ser interesante estudiar hasta que punto un programa de resolucién numérica de ecuaciones
diferenciales ' = f(¢,y) (por ejemplo rk de Maxima) gasta tiempo en calcular los valores de f(¢, ),
para ello podemos hacer showtime : true; y calcular 1000 puntos de una ecuacién muy simple 3/ = 1
(si no quieres ver el resultado, termina la orden con $). Después calcula 1000 puntos de una ecuacién
diferencial con una funcién f complicada por ejemplo ' = exp(cos(t)) + cos(exp(t)) + log(1 +
exp(cos(t x t))). Deduce en que gasta el tiempo rk. Si estd interesado, Maxima tiene la funcién
compile que permite escribir las funciones de forma que se ejecuten mas deprisa, busca en la ayuda
y prueba si se ejecuta mas deprisa compilando f.

Para simular los efectos del redondeo en las ecuaciones del problema anterior calcula la solucién
aproximada sumando un nimero aleatorio del orden de 10~ al valor de f(¢,%) en cada uno de los
célculos con h = 0.05 y h = 0.01 (Ayuda: en lugar de usar en la ecuacién (a) f(t,y) = fthyQ usa
1;% + random(0.0002) — 0.0001 ). Dibuja la solucién exacta y la solucién aproximada. Observa

como afectan los errores a cada ecuacién y cada método.

El método de Milne es un método predictor corrector dado por el predictor

4h
Wiyl = Wi—3 + §(2f(tk, w) — f(te—1, wg—1) + 2f (tp—2, wr—2));

y el corrector

h
Wht1 = Wi—1 + g(f(tk+1,wk+1) +4f(tr, we) + f(te—1,wr—1));

Programa en Maxima el método usando siempre 2 veces el corrector y aplicalo a resolver alguna
ecuacion. Comprueba si el error es similar al de Runge-Kutta de orden 4 con el mismo paso.

La ecuacidon de Lorentz que corresponde a un sistema simplificado de prediccién del tiempo puede
expresarse por el sistema 2’ = a(z —y);y = —xz+bx —y; 2’ = xy — cz donde a, b, ¢ son constantes.
Fija el valor de las constantes a = —3,b = 26.5,c = 1; y halla la solucién aproximada hasta t = 30
a partir de z(0) = 0,y(0) = 1, 2(0) = 0 con la instruccién rk de Maxima. Halla también la solucién
aproximada hasta t = 30 a partir de z(0) = 0,y(0) = 1.1,2(0) = 0. Dibuja las dos soluciones
correspondiente a = en la misma grafica y observa como son practicamente iguales al principio y luego
difieren mucho. Dibuja las diferencias entre las dos soluciones. Prueba con otros valores de a, b, c
para ver si ocurre igual.

Llamamos x(t), y(t) al nimero de conejos y zorros. Para que la escala sea similar el nimero de conejos
esta dividido por 100. Un modelo mas ajustado del problema predador presa se puede obtener de
la siguiente forma: sea m la cantidad de conejos minima que come un zorro por unidad de tiempo,
exp(jnd;) el porcentaje de zorros que mueren, sea de hambre o de vejez, a,b miden la reproduccién
de conejos y zorros, c refleja que hasta que no hay suficientes conejos los zorros cazan otro animal,

m regula la mortalidad de los zorros. Las ecuaciones son

d
' = ax —m*min(1,z/c)y; y =by — exp(——x)y;
my

Elige valores para los parametros, por ejemplo a = 0.2, = 0.2,m = 110,c = 30,d = 3.4 y toma
xz(0) = 12,5(0) = 0.4; Resuelve las ecuaciones con 7k de Maxima hasta t = 100 y dibuja los
resultados. Observa que la poblacién de conejos decae y luego evoluciona a un estado estacionario.

Elige ahora los valores de los pardmetros a = 0.26,b = 0.2,m = 110,¢ = 30,d = 3.4 y toma
z(0) = 120,y(0) = 3; resuelve y dibuja los resultados. Observa que al haber muchos conejos al
principio la poblacién practicamente desaparece.
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3. PROBLEMAS

14.

15.

16.

17.

18.

Prueba con otros valores (por ejemplo pocos zorros al principio z(0) = 12,y(0) = 0.003), m mas
pequefio o grande o cambia el valor de d para ver como cambia el modelo. Analiza si los resultados
son coherentes con la realidad.

Escribe como un sistema la ecuacién " = —yTy,. Resuelve numéricamente el problema de valor inicial
y(0) = 0,4/(0) = 0,4”(0) = 1 para el intervalo [0,10]. Dibuja la solucién. Resuélvelo también para
el intervalo [-5,0]. Ayuda: toma h negativo.

Aplica el método del disparo para resolver el problema de contorno

o=y Y=z Z=-% x0)=0, y0)=0, =z(10)=1;

siendo x(t),y(t), z(t). Utiliza rk de Maxima en [0,10] con las condiciones iniciales z(0) =0, y(0) =
0, 2(0) = a; por ejemplo prueba con valores a = 0.2, a = 0.5 para arrancar el proceso. Dibuja la
solucién.

Escribe la ecuacién en diferencias que corresponde a sustituir las férmulas para las derivadas (7.1.2)
y (7.1.5) en la ecuacién " +y' —y =t con paso h. Resuelve por diferencias finitas el problema de
contorno v/ + vy —y = t,y(0) = 0,y(3) = 1 en [0,3] con h = 1. Compara con la solucién exacta
y ~ —1 —t+ 0.22exp(—1.61t) + 0.78exp(0.62t). Toma ahora h = 0.5, resuelve el problema de
contorno y compara los errores.

Escribe la ecuacién en diferencias que corresponde a sustituir la férmula para la derivada (7.1.5)
en la ecuacién y” —ty = t con paso h. Resuelve por diferencias finitas el problema de contorno
y" —ty =1t,9(0) =0,y(3) =3 en [0,3] con h = 1. Compara con la solucién exacta y ~ (0.284 +
wAi'(t))Bi(t) + Ai(t)(2.33 —wBi'(t)); con Ai, Bi las funciones de Airy (en Maxima airy _ai,airy _bi)
y Ai’, Bi' |as derivadas de las funciones de Airy (en Maxima airy _dai,airy _dbi). Toma ahora h = 0.5,
resuelve el problema de contorno y compara los errores.

Escribe la ecuacién en diferencias que corresponde a sustituir las férmulas para las derivadas (7.1.2)
y (7.1.5) en la ecuacién
0%u ou  0%u

25— (@+t) -+

— (42 _ 2 o —
5 7 T e = (—t*+2z —t(z° +tz — 2z — 2))exp(r + t)

con pasos h = k. Resuelve el problema de contorno dado por la ecuacién y las condiciones u(0, x) =
0,u(t,0) = 0,u(2,z) ~ 14.78 x exp(x), u(t,3) ~ 60.26texp(t), en el rectangulo [0,2]x[0,3] con
h =k = 1. Compara con la solucién exacta u(t,x) = txexp(x +t). Toma ahora h = k = 0.5,
resuelve el problema de contorno y compara los errores.
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